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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 93 (1968), Praha

POZNAMKA O CESTACH V STVORUHOLNiKOVYCH
POLYEDRICKYCH GRAFOCH

ERrNEST JUCcovIC, KoSice
(Doslo dna 10. oktobra 1966)

Pod polyédrickym grafom budeme rozumiet taky graf, ktorého uzly a hrany je
mpZné realizovaf ako vrcholy a hrany konvexného mnohostena v E3. — V poslednych
rokoch viaceri autori $tudovali vlastnosti ciest polyédrickych grafov a okrem iného
tento problém: Nech G, je mnoZina vsSetkych polyédrickych grafov s n vrcholmi;
pre G € G, nech p(G) znaci maximdlny pocet uzlov grafu G, ktoré patria tej istej
ceste. Comu sa rovnd p(n) = min p(G), G € G,? — Odhady pre p(n) sa nachddzaji
u T. A. BRowN [1], B. GRUNBAUM - T. S. MoTzkiN [2], J. W. MooN - L. Moskr [3].

Uvedent otdzku je ale moZné poloZif pre uZie skupiny polyédrickych grafov, napr.
pridanim nejakej poZiadavky regularity. Pre polyédrické grafy, ktorych-vSetky steny
(oblasti) su trojuholniky, dostaneme prislusné odhady zhora v précach [1], [2], [3].
V tejto nasej pozndmke poddme odhad zhora pre polyédrické grafy, ktorych vsetky
steny st $tvoruholniky. Pritom — v duchu jedného upozornenia V. KLEe [4] —
nebudeme uvaZovatf o mnoZine polyédrickych grafov s n vrcholmi, ale s n stenami.
(Prevedenie vzorcov je celkom jednoduché.) Dokaz bude vykonany tak, Ze zostrojime
triedu polyédrickych grafov, z ktorych kady m4d n stien, je $tvoruholnikovy a spliia
nami udany odhad.

Budeme potrebovat dve dobre zndme zobrazenia polyédrickych grafov, konjugo-
vanost a f-zobrazenie (pozri E. STEINITZ - H. RADEMACHER [5]); ich vlastnosti uve-
dieme bez ddkazov. Nech G je polyédricky graf s mnoZinou stien S, hran H, vrcho-
lov ¥ a uhlov U (to st dvojice hrdn, incidujice so spolonym uzlom a spolo¢nou
stenou). a) Ku grafu G priradme graf G’ s mnoZinou stien S’, hrdn H’, vrcholov V'
tak, Ze s1i si navzdjom jednoznaéne priradené prvky mnozin S « V',V S, H & H'so
zachovanim incidencie. Graf G’ nazveme konjugovanym ku G; je tieZ polyédricky
a zrejme je jeho k-uholnikovd stena priradend ku k-valentnému vrcholu grafu G.
b) Ku grafu G priradme graf 6(G) s mnoZinou stien S”, hrdn H” vrcholov V” tak, Ze
su si priradené prvky mnoZin S U V& S”, H « V", U « H" so zachovanim inciden-
cie priradenych dvojic prvkov. Toto priradenie nazveme 6-zobrazenie a o grafe 6(G)
plati:

1. Je polyédricky.
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2. Je pravidelny tvorvalentny (t. zn. kaZdy jeho vrchol inciduje s prdve $tyrmi
hranami).

3. Jeho steny je moZné rozdelit do dvoch tried T;, T, tak, Ze Ziadne dve steny tej
istej triedy nie st susedné (nemaji spoloént hranu).

Veta. Nech T} je mnofina vSetkych polyédrickych grafov, ktoré maji n stien
a vietky steny su Stvoruholniky. Pre H € I'y oznacme p(H) maximdlny pocet uzlov
grafu H, ktoré patria tej istej ceste. O p(n), = min p(H), H € I'y plati

n+ 19 pre n=1mod3
p(n)y = 2n : 17 pre n =2mod3
2n + 15

pre n=0mod3.

Dokaz. Najprv pre n = 0mod 3, n =2 9. Nech M je pravidelny trojvalentny
polyédricky graf, ktory md n = 3k hrdn; md 2k uzlov a k + 2 stien (s pouZitim
Eulerovej vety). Graf 6(M) md 3k uzlov a 3k + 2 stien, rozdelenych do dvoch tried
s 2k resp. k + 2 stenami, priom steny tej istej triedy nie s susedné. Potom graf
6(M)', konjugovany ku 6(M), md 3k = n stien a je parny, priom v jednotlivych
triedach T resp. T, je 2k resp. k + 2 uzlov. Ziadna cesta grafu 0(M)’, ktorého vietky
steny st $tvoruholniky, neméZe mat via&iu dizku ako td cesta, ktord obsahuje
vSetkych k + 2 uzlov triedy T,; tdto cesta m6Ze potom obsahovat najviac ak k + 3
uzlov triedy Ty. Spolu uvaZovand cesta md najviac ak 2k + 5 = 4(2n + 15) uzlov.

Pre n = 2 mod 3, n = 8 vykonajme na pravidelnom trojvalentnom polyédrickom
grafe M s n — 2 = 3k hranami jedno 3tiepenie 2. druhu (obr. 1 — pozri Steinitz-
Rademacher [5]). Novy graf, oznatme ho M,, md 2k + 1 uzlov, k + 3stiena3k + 2

Obr. 1.
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hrdn. Ku 6(M,) konjugovany graf (M,)’ md 3k + 2 = n §tvoruholnikovych stien,
triedu T, s 2k + 1 uzlami a triedu T, s k + 3 uzlami, pri¢om Ziadne dva uzly tej
istej triedy nie s spojené hranou. Obdobne ako vysSie md najdlhSia cesta grafu
6(M,)’ najviac ak (k + 3) + (k + 4) = ¥(2n + 17) uzlov.

Obr. 2.

Pre n = 1 mod 3, n = 10 vykonajme na grafe M, ktory bol pouZity v predchddza-
jucich pripadoch, jedno 3tiepenie 3. druhu (obr. 2); novy graf oznaime M,, md
3k + 1 hrdn. Obdobne ako v predchddzajicich pripadoch nahliadneme, Ze ku (M)
konjugovany graf 6(M,)" md n $tvoruholnikovych stien a jeho najdlhsia cesta neobsa-
huje viac ako (k + 3) + (k + 4) = (2n + 19) uzlov.

Pre n < 8 je tvrdenie vety trivialne.

Pozndmka: Z J. W. Moon - L. Moser [3] je moZné ziskat tento odhad zdola pre
&islo p(n),

p(n)e > log,(n +2)
log, log, (n + 2)
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~Summary

REMARK ON SIMPLE PATHS
IN QUADRANGULAR POLYHEDRAL GRAPHS

ERrNEesT Jucovi¢, Kofice

The following theorem is proved:

Let I'j be the set of 3-polyhedral graphs all n faces of which are quadrangles. For
H eI'? denote p(H) the greatest number of vertices of H included in a simple path.
For p(n), = min p(H), H e I'; holds

2":19 for n=1mod3
p(n), < 2 + 17 for n = 2mod3
2”:15 for n=0mod3.
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