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&asopis pro péstovani matematiky, ro&. 101 (1976), Praha

DIE BEDEUTUNG DER FOKALACHSEN
FUR DIE SYMMETRISCHE ROLLUNG*)

JURGEN TOLKE, Stuttgart

(Eingegangen am 1. Juli 1974)

Nach R. BerEis [1], O. BotTeMA [4] und dem Verfasser [7, 8, 9] gelten fiir die
ebene symmetrische Rollung ecine ganze Reihe kennzeichnender Bedingungen.
Sie resultieren aus Beziehungen der Kriimmungskreise, der Schmiegparabeln, der
Affinnormalen, der hyperoskulierenden Kegelschnitte und der fitnfpunktig beriithren-
den Kegelschnitte der Polbahnen im augenblicklichen Pol untereinander bzw. zum
Wendekreis, zur Kreispunktkurve, zum Ballschen Punkt und zu den Burmester
Punkten.

Von vorneherein haben wir somit eine enge Verbindung zu den (als symmetrisch
nachzuweisenden) Polbahnen.

In der vorliegenden Note werden u. a. Charakterisierungen der symmetrischen
Rollung bewiesen, die sich nur auf die Kreispunktkurven bzw. mittels deren ab-
geleiteter geometrisch-kinematischer Gebilde stiitzen, so dass wir uns von der engen
Beziehung zu den Polbahnen I6sen.

Von diesen Kennzeichnungen wollen wir folgende (Satz 3) hervorheben: Die
symmetrischen Rollungen sind dadurch charakterisiert, dass das Fokalzentrum
die Ballsche Kurve beschreibt.

1. Zwei euklidische Ebenen e, ¢’ seien durch eine Bewegung B(f):e — ¢ auf-
einander abgebildet. Die Bewegung B(t) sei dadurch festgelegt, dass in e(r) ein karte-
sisches Koordinatensystem {0(t); e,(t), e,(t)} und in e’ dessen Bild {0';¢,., e, }
gegeben ist.

Denken wir uns die beiden Ebenen zusammenfallend und fassen die Komponenten

des Ortsvektors 0'X := x' = x"e; bzw. 0X := x = x'e; eines beliebigen Punktes X

zur einspaltigen Matrix
1’ 1
X X
x' 1= | bzw. x:=

*) Die Grundlagen zur vorliegenden Arbeit entstanden 1972 wihrend meines Aufenthaltes
an der Escola Politécnica da Universidade Federal de Paraiba, Campina Grande, Brasil.
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zusammen, so ldsst sich der einparametrige Bewegungsvorgang f(t) beziiglich des
Rastsystems {0'; e;.} durch die Matrixgleichung

(1) X =C@)(x—¢ mit C(r):= [:,(f 28 ) 21:5 28]

darstellen, wobei ¢:= 00 gesetzt wurde und () den von e, () und e, . eingeschlosse-
nen Winkel bezeichnet'). :
Nach [8] gilt die Gangpolbahn 2 das DGL-System

. . 1 .
2 p=o0p— ——Bp,
1 —m

wobei 6 = o(t) eine ,,willkiirliche** Funktion ist, m das Verhiltnis der Kriimmungen
der Rast- und Gangpolbahn bezeichnet und fiir die infinitesimale Bewegungsmatrix

B(1)

3) 'B;=cc'=9[? -1

0] und CC':= E = Einheitsmatrix

gesetzt wurde.

2. Fiir das folgende bendtigen wir einige mit der Kreis- bzw. Mittelpunktkurve?)
zusammenhidngende Begriffsbildungen. Der Ort der momentanen Bahnscheitel —
die Kreispunktkurve X ,(t, x) — hat die Gleichung (vgl. z. B. [9], S. 282)%)

(1) K,.zz(e—1){[B<x—p>,x—p]+Q—f—l[zs,x—p]}[8ﬁ,x-p]+

6 .
+(a— 6)[B(x—p),x—p][p,x -p]=0,
wobei wir die Grundgleichung (1.2) beriicksichtigt und abkiirzend

o:=(m—1)""

gesetzt haben. Analog gilt fiir die Kreispunktkurve des zugehdrigen inversen Be-
wegungsvorganges — die Mittelpunktkurve ../1,‘2(1, x) — die Darstellung

2 M,={+2)[B(x—-p),x—p]+3px—pl}[Bpx—p]+

+<a-(g>[3(x-p),x_p][,>,x_p]zo.

!y Natiirlich setzen wir voraus, dass der Bewegungsvorgang hinreichend oft stetig differen-
zierbar ist.

2) In der technischen Literatur spricht man statt von der Kreis- bzw. Mittelpunkturve nach
M. GRUBLER von der Kreisungs- bzw. Angelpunktkurve [2].

3) Unter [a, b] verstehen wir die Determinante der Spaltenvektoren a, b.
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Diese Kurven sind vielfach untersuchte ,,Fokalkurven* mit jeweils einem Doppel-
punkt. Wir setzen im folgenden voraus, dass die Kreispunktkurven im betrachteten
Parameterintervall nicht zerfallen®).

Bei ihrer Erzeugung spielen die Fokalachsen bzw. Fokalzentren eine entschei-
dende Rolle. Mit [3], S. 42 entnimmt man den Formeln (1) und (2) fiir die Fokal-
achse #, bzw. #T des Bewegungsvorganges bzw. des zugehorigen inversen Bewe-
gungsvorganges die Darstellung

(3) .“71:(Q~—1)[B['),x~p]+<a-—g)[ﬁ,x——p]=0
bzw.

,?T:(g+2)[Bﬁ,x—p]+<o—g)[ﬁ,x—p]=0.

Analog bestimmen sich die Fokalzentren F, bzw. F} zu

@4 =p—§{(a- 1)292+(a —2)2}_1(0 —g)ﬁ—(e— I)Bﬁ}

bzw.

) fif=p- %{(@ +2)7 0% + (a — g)z}‘l {a - g)ﬁ — (0 +2) Bp}.

Im weiteren bendtigen wir eine berithmte Erzeugungsweise der (nicht zerfallenden)
Kreispunktkurve %y ,(t, x). Man betrachtet hierzu die Bahntangenten der Punkte
von X"y ,(t, x) (fiir ein festes t) und fréigt nach deren Evolute &,,. Sie ist eine Parabel.
Im lokalen (affinen) Koordinatensystem

(5) : y=p+yip+ y,Bp
gilt fiir die Parabel &, die Darstellung (vgl. [6], S. 64)
2 . 92 0 2 92 0
(6) (arp. 3+(Q—l) V) — a‘—-b Yy =4 ([_Q) o—'éylyZ'

Die Kreispunktkurve selbst ist dann bekanntlich Fusspunktkurve der Parabel &
zum Pol P.

p

3. Unter einer ebenen symmetrischen Rollung versteht man einen einparametrigen
Bewegungsvorgang, bei dem die Kriitmmungen der Gang- und Rastpolbahn stindig
entgegengesetzt gleiche Werte annehmen. Diese im Anschluss an R. Bereis [1] von
O. Bottema [4] und dem Verf. [7, 8, 9] genauer untersuchten Bewegungsvorginge
gestatten eine sinnvolle Verallgemeinerung: Man spricht nach [8] von einem

4) Zerfallsbedingungen werden z. B. in [6], S. 103f. und [2], S. 124f. untersucht.

55



S‘™.Bewegungsvorgang, wenn das Verhdltnis der Kriimmungen der Rast- und
Gangpolbahn auf dem betrachteten Parameterintervall konstant (= m = 1) ist.

In der kinematischen Abbildung von W. BLASCHKE und J. GRUNWALD [3, 5]
bedeutet dies, dass die Quasiwindung der Bildkurve des Bewegungsvorganges
im quasielliptischen Parameterraum konstant (= (1 + m)/(1 — m)) ist.

Die symmetrischen Rollungen sind somit S‘~!-Bewegungsvorginge, wihrend
nach [8] die Trochoidenbewegungen unter den S™-Bewegungsvorgingen durch

(1) o —

gekennzeichnet sind.

Diese SU™-Bewegungsvorginge gestatten eine einfache Charakterisierung. Dazu
bestimmen wir uns das Doppelverhiltnis D, das die Fokalachsen mit den Doppel-
punktstangenten d([p, x — p] = 0) und d,([Bp, x — p] = 0) der Kreispunkt-
kurve bilden. Mit (2.3) findet man sofort
2 —-m

(2) D:= DV(dl’dZ; .9'—1,,9_1‘)=7' .
2m — |1

Somit hdngt das Verhiltnis der Kriitmmungen der Gang- und Rastpolbahnen mit
dem Doppelverhiltnis D durch eine projektive Transformation zusammen. Insbeson-
dere haben wir damit in Ergidnzung zu den in [8] gegebenen Untersuchungen den

Satz 1. Unter den Bewegungsvorgdngen, fiir die die Kreispunktkurven nicht
zerfallen, sind die S™-Bewegungsvorginge dadurch charakterisiert, dass die
Fokalalchsen mit den Doppelpunktstangenten der Kreispunktkurven stets ein
konstantes Doppelverhdltnis bilden.

4. Obiger Satz erhellt bereits die Bedeutung der Fokalachsen fiir die symmetrische
Rollung. Zunichst ergibt sich das

Korollar. Unter den Bewegungsvorgdngen mit nicht zerfallenden Kreispunkt-
kurven sind die symmetrischen Rollungen dadurch gekennzeichnet, dass die Fokal-
achsen von den Doppelpunktstangenten der Kreispunktkurve stets harmonisch
getrennt werden.

Nach einem in [3] (S. 42) gezeigten Sachverhalt liegt das Fokalzentrum F, somit
fiir symmetrische Rollungen auf der Fokalachse # T des inversen Bewegungsvorgan-
ges. Ist dies kennzeichnend? Mit (2.3) und (2.4) folgt, dass F, genau dann mit #}
inzidiert, wenn

(1) (zg+1)<a_g>=d.
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Fiir Bewegungsvorgidnge mit (3.1) zerfallen die Kreispunktkurven. Ubrigens ent-
spricht diesen Bewegungsvorgingen in der kinematischen Abbildung ein wind-
schiefer Kreis. Also gilt

Satz 2. Unter den Bewegungsvorgdngen mit nicht zerfallender Kreispunktkurve
sind die symmetrischen Rollungen dadurch charakterisiert, dass das Fokal-
zentrum stets auf der Fokalachse des zugehdrigen inversen Bewegungsvorganges
liegt.

Diese Aussage ldsst sich — auch hinsichtlich praktischer Anwendungen — noch
wesentlich verschirfen! Nach [8] gilt ndmlich fiir die Gleichung des Wendekreises

(2) [B(x —p).x —p] - [px - p] =0,

so dass das Fokalzentrum genau dann auf dem Wendekreis liegt, wenn es sich
um eine symmetrische Rollung handelt. In Verbindung mit Satz 2 haben wir somit
den bemerkenswerten

Satz 3. Unter den Bewegungsvorgdngen mit nicht zerfallenden Kreispunkt-
kurven sind die symmetrischen Rollungen dadurch gekennzeichnet, dass das Fokal-
zentrum die Ballsche Kurve beschreibt.

Den Gleichungen (2.1) und (2.2) entnimmt man ferner den

Satz 4. Unter den Bewegungsvorgdngen mit nicht zerfallenden Kreispunktkurven
sind die symmetrischen Rollungen dadurch charakterisiert, dass die Mittelpunki-
kurve und die Kreispunktkurve bestindig zur Polbahntangente spiegelsymmetrisch
sind.

Etwas stdrkere Aussagen lassen sich iiber die Fokalzentren gewinnen! Fiir den
Verbindungsvektor der beiden Fokalzentren gilt mit (2.4) und (2.4")

fi=f =32+ 1)(0 - g) 02 {l:(g - 126 +

e (-

mod Bp und somit wegen (2.4), (2.4) der

Satz 5. Unter den Bewegungsvorgdngen mit nicht zerfallenden Kreispunkt-
kurven sind die symmetrischen Rollungen durch bestindig zur Polbahntangente
symmetrisch gelegene Fokalzentren gekennzeichnet.

Man wird sich fragen, ob die Affinnormale der Gangpolbahn

H(a - g)“ S}M 3gaﬁ,y—p] ~0

57



fiir spezielle Bewegungsvorginge stets mit der Fokalachse zusammenfallen kann.
Mit (2.3) ergibt sich die dafiir notwendige und hinreichende Bedingung zu

(3) o+ n(r-g)=0-0¢

-

und hiermit insbesondere folgender auch konstruktiv verwertbarer Sachverhalt:

Satz 6. Unter den S'™-Bewegungsvorgdgen mit nicht zerfallender Kreispunkt-
kurve sind die symmetrischen Rollungen dadurch charakterisiert, dass die Fokal-
achse die Affinnormale der Gangpolbahn ist.

Die Gleichung (3) liefert noch mehr! Nach (2.6) hat die Parabel &, die Achsen-
richtung

. AW
(L — o) 0% + <a - 5>Bp .
Somit ergibt sich der

Satz 7. Die Affinnormale der Gangpolbahn fdllt genau dann mit der Fokalachse
zusammen, wenn sie zur Achse der von den Bahntangenten der Kreispunktkurve
eingehiillten Parabel orthogonal ist.

Da fiir den Brennpunkt B, der Parabel &, gemiss (2.4) und (2.6) die Darstellung

(4) bp = 3p — 2f]

gilt, haben wir noch den

Satz 8. Die symmetrischen Rollungen sind dadurch gekennzeichnet, dass die
Fokalachse des zugehdrigen inversen Bewegungsvorgages stets durch den Brenn-
punkt derjenigen Parabel geht, in bezug auf welche die Kreispunktkurve Fusspunkt-
kurve zum Momentanpol ist. '

Bemerkung. Nach Satz 3 und dem in [7] (S. 323, Korollar) bewiesenen Sachver-
halt verdienen unter den symmetrischen Rollungen jene besondere Aufmerksamkeit,
fiir welche die Schmiegparabel der Gangpolbahn mit der von den Bahntangenten
der Kreispunktkurve eingehiillten Parabel kongruent ist. Man findet fiir diese
symmetrische Rollungen

(5) . —

Hiermit ldsst sich (1.2) integrieren. Wir wollen hier nicht weiter darauf eingehen.
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