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Easopis pro pé&stoviani matematiky, ro€. 88 (1963), Praha

STYK SYSTEMU PODGRUP LIEOVY GRUPY

Avrols Svec, Praha
(Doslo 6. prosince 1961)

V préci je definovan styk systémi podmnozin variety, na niZz pusobi
Lieova grupa transformaci.

1. UvoD

Pojem styku dvou kfivek je dobfe znam: V afinnim n-dimensionalnim prostoru 4,
méjme dany dvé n-krat diferencovatelné krivky

1) x=x(), y=y), nstst,
jeZ jsou v korespondenci dané spoleénym parametrem; pfedpokladejme, ¥e maji spo-
le¢ny bod

)] x(tg) = y(to), 1ty <ty <t,.
Rikéme, Ze tyto k¥ivky maji v bod& x(t,) analyticky styk fadu n-tého, jestlize vedle (2)
plati

B) *(to) = ¥'(to), x"(t0) = ¥"(to), ---» XxP(te) = y™Ato), xT"*+V(te) + ¥+ Vto) .

Zcela obdobnym zplsobem je moZno definovati styk kfivek resp. vicedimensional-
nich variet v projektivnich, eukleidovskych a jinych prostorech. Jisté potiZe nastavaji
napf. pfi definici styku dvou soustav (o tém¥ po&tu parametrit) kruZnic v eukleidov-
ském n-dimensionélnim prostoru E,. Zde se postupuje tak, Ze kazdé kruZnici se pfi-
fadi soustava podprostori prostoru E, a Cisel, jeZ ji jednoznaéné urCuji v E,; styk je
potom definovan pomoci styku zavedenych podprostorii a funkci. Ve volb€ pod-
prostortt a funkci je ovSem znadna liboviile a neni ihned zfejmé, dochazi-li se k ekvi-
valentnim definicim. Tuto fundamentilni obtiZ chci odstraniti jednotnou definici
styku, v niZ uZji pouze pojmu styku soustavy podprostori vektorového prostoru.

Vsimnu-li si opét pfipadu styku kfivek, mohu pozorovati nésledujici: Afinity pro-
storu 4, na sebe tvofi grupu G, bod x € A4, uréuje pak podgrupu G, = G afinit, zacho-
vévajicich bod x. K¥ivky (1) udévaji tedy dv& jednodimensionalni soustavy podgrup
G(1) = Gysy, G'(Y) = Gy,y grupy G, majici spoleCnou podgrupu G(to) = G'(t,).
Soustavdm podgrup G(?), G'(f) odpovidaji soustavy podprostord h(z), h'(t) v Lieové
algebfe grupy G, takZe staci definovat styk té€chto dvou poslednich soustav a rozumét
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jim i styk obou soustav pivodnich, a tedy i obou &ar (1) UkéaZeme, Ze takova definice
styku souhlasi s klasickou definici. Zobecnéni této koncepce pro pripad, Ze bod x je
nahrazen obecngj§im utvarem prostoru E,, je na snadg.

ProtoZe v Geské literatufe nebylo dosud nic napsano z aplikaci Lieovych grup na
diferencialni geometrii, pokladdm za nezbytné uvésti alespoit zdkladni definice a
fakta.

2. LIEOVY GRUPY

1. Pojem analytické variety. Necht P je topologicky prostor, tj. mnoZina, na niZ je
dén systém ¥ podmnoZin takovych, Ze (1) sjednoceni libovolného a (2) prinik koneg-
ného podtu mnoZin z X naleZi opét do Z; okoli bodu x znaéme ¢(x). Bud p € P.
Budte? dany funkce f;: 0(p) > R(i = 0,1, ..., k), kde Op) jsou okoli bodu p;
R je mnoZina realnych &isel, R” mnoZina vSech uspofadanych n-tic [x, ..., X, ]
x € R. Rikame, Ze f, zdvisi v okoli bodu p analyticky na f, ..., f;, jestliZe existuje

funkce F : R* — R a 0(p) tak, Ze (1) 0(p) = F} 04p); (2) F je definovana na mnoZing,
obsahujici mnozmu U ]:f;l ), - f(a)]; (3) fo(q) F(f1(q), .-, fi(q)) pro viechna

qe0(p); (4) F je analytlcka v bod& [ f1(p), ..., fu(p)]-

Analytickd varieta 8 je nyni souvisly topologicky prostor P, k jehoZ kaZdému bodu
p je piifazena soustava realnych funkei (B, p) = #(p) (tzv. analytickych) s témito
vlastnostmi:

(1) Kada funkce z #(p) je definovana na n&jakém 0(p).

(2) Kazda funkce, jeZ zavisi analyticky v okoli bodu p na funkcich z </(p), naleZi
sama do 2(p).

(3) Existuji funkcee fi, ..., f, € &(p), okoli O(p) a &islo a > 0 tak, Ze (a) fi, ..., f,
jsou definovany na 0(p); (b) zobrazeni @ : @(p) - R" dané vztahem &(q) = [f1(q),

.., /+(4)] je homeomorfismus mezi ¢(p) a mnoZinou bodi [xy, ..., x,] € R", pro n&Z
Ix; — fip)l < a;(¢) f1 - .., fx € #(p) pro kaZdé q € O(p) a kaZda funkce z «/(q) zavisi
analyticky na fi, ..., f; v okoli bodu gq.

Vyhovuji-li jiné funkee f7, ..., fo. podmince (3), je nutné n = n*; &slo n nezavisi na
bodu p a nazyva se dimensi variety 8.

BudteZ 8 a I8 analytické variety a uvaZujme zobrazeni & :0(p) >, pe B.
Zobrazeni ¢ se nazyva analytickym v bod& p, jestliZe pro ka¥dou funkci g € &(T3,
9(p) e g - @ A(D, 7).

Definujme koneéné soucin B x ¥ dvou analytickych variet B, 8. Necht P, Q
jsou topologické prostory, z nich¥ vznikly variety &8, I8. UvaZujme topologicky pro-
stor P x Q, bod (p,q)e P x Q a (B, p), #(I, q). Necht w, : P x Q — P resp.
W, 1P x Q> Q jsou priméty w,(p,q) = p, w(p,q) =q a necht (B x B,
(p, 9)) je mnoZina funkei

f°CD1, fEJ%(SBoP), gow,, gEd(QB,q)
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a viech funkci na nich analyticky zavislych v okoli bodu (p, q). Prostor P x Q
s takto vytvofenymi t¥idami /(8 x 98,.) je analytickou varietu B x .

2. Teéné vektory analytické variety. Necht B je analytickd varieta, dim B = n.
Teény vektor L v bod& p € B jest zobrazeni L: &/(p) — R s vlastnostmi
(4 L(af + bg) =a L(f) + b L(g); a,beR; f,gesd(p);

L(fg) = L(f) 9(p) + f() L(g) ; f.ge4(p).
Jestlize L; a L, jsou teéné vektory k B vbodé pa iy, 1, eR, pak L= A, L; +4,L,,
pro n&jz L(f) = Ay Li(f) + A2 Ly(f), je op&t tetny vektor, takZe tené vektory tvori
vektorovy tzv. te¢ny prostor T(B, p) v bod& p. Je moZno ukézati, 7e dim T(B, p) =
= dim 8.

Nechf 8 a B jsou variety a ¢ : B — I8 je analytické zobrazeni v bod& p € 8. Necht
LeT(B, p) a g € (W, ¢(p))- Zobrazeni M : #(q) > R, definované relaci M(g) =
= L(g ° ¢), je tetnym vektorem k B v bod¥ g = ¢(p). Zobrazeni (dg), : T(B, p) ~
— T($B, p), dané vztahem (d¢), L= M, je linearni a nazyva se diferencidlem zobra-
zeni ¢ v bodé p.

Necht 8 = B, x By, p = (Pn Pz), p€®B, p;eB;; pak T(SB: p) = T(SBU P1) X
x T(B,, Pz)- _

Vektorové pole X na analytické varieté B je zobrazeni X : 8 — U T(B, p), pe B,

p
takové, Ze X(p) € T(B, p). Pole X je analytické, plati-li: je-li pe B, f e (B, p) a fie
definovéna v 0(p), pak q(p) = X(q) (f) € #(%B, p), g € O(p).
JestliZe X, Y jsou analytickd vektorova pole na &8, pak i Z = YX — XY je analy-
tické vektorové pole na B, které znadime Z = [X, Y]. Snadno se ukaZe

®) [X.x] =0, [[X,¥]Z] +[[Y,Z]. X] +[[2,X].Y] =0,
[a: X1 + a,X5, byYy + byY,]| = a;b,[ X3, V1] + a1b,[ Xy, Yo +
+ a,b,[X,, 1] + a,b,[X,, Y, ]
pro vektorova pole X, Y, Z, X, Y, a funkce a;, b; na B.
3. Subvarieta. Zobrazeni ¢ : I8 — B analytické variety I do jiné variety B se na-
zyva reguldrni v bod& p e, jestlize je v bod& p analytické a jestliZe zobrazeni

(do), : T(W, p) - T(B, ¢(p)) je vzajemnd jednoznainé zobrazeni mezi T(IB, p) a
(do), T(B, p) = T(B, ¢(p))-

Analyticka varieta 8 (na topologickém prostoru P) je analytickou subvarietou
analytické variety B (na topologickém prostoru R), jestlie P < R a jestliZe identické
zobrazeni i : W — B (pro n&% i(p) = p pro peMW) je regularni v kazdém bodd

pedB.

4. Analyticka grupa. Analytickd grupa je analytickd varieta $8, jeZ je soudasné
grupou, tj. jsou dina zobrazeni ¢ : B x B - B,  : B —» B a prvek e e B tak, Ze
pro kaZdé x, y, z € B plati '

- (6)  o(0(x. ¥),2) = o(x, 03, 2)» P(x€) = ple,x) = x, o(x, Y(x)) = e;

180



o(x, y) se zna&i xy a nazyva soudinem, ¥(x) = x~! inversnim prvkem k x. Dale se

Predpoklada, Ze zobrazeni & : B x B — B dané vztahem &(x, y) = o(x, Y(y)) =
= xy~!, je analytické v ka¥dém bod& p € B.

Analytickd grupa 8 je analytickou podgrupou analytické grupy B, jestlize I8 je
analytickou podvarietou variety 8 a jestlize z x, y € I8 plyne &(x, y) = xy~ ' eIB.

Jestlize T a B jsou analytické grupy, pak zobrazeni H : I8 — 9B se nazyva analy-
tickym homomorfismem, jestlize H je analytickym zobrazenim variety 8 do variety 8
a jestlize H(xy™") = H(x).[H(»)]™*.

5. Lieova algebra. Bud V vektorovy prostor koneéné dimense nad R. Bud déno
zobrazeni y : V x V — V (znaéme x(X, Y) = [X, Y]), spliiujici rovnice (5). Potom se
V nazyva Lieovou algebrou v nad R.

Necht 9 a w jsou Lieovy algebry, V' a W jejich vektorové prostory. Definuji-li na
V x W komposici pravidlem

[(x,7), (X, Y)] = ([X, X']. [V, ¥]),

dostavam z V' x W Lieovu algebru v x 1, jeZ je soudinem algeber v a . Vektorovy
podprostor Wz Vtvoii Lieovu podalgebru w ve v, jestlize komposice v ném je induko-
véna komposici z V a jestliZe z X, Ye W plyne [X, Y] € W. Zobrazeni f: m — 9 je
homomorfismem, jestlize f je linearni a f([X, Y]) = [f(X), f(Y)] pro X, Yew.

6. Vztah mezi analytickymi grupami a Lieovymi algebrami. Budiz & analyticka
grupa a na ni bud dano analytické vektorové pole X (jeho vektor v bod& p ozname
X,). M&me dva body p, g €@ pak existuje jediny homomorfismus & — & tvaru
¢,(x) = rx takovy, Ze ¢(p) = g, a sice ¢ ,-1; toto zobrazeni je nutné analytické iso-
morfni zobrazeni @ na sebe. Diferencial d¢,,-: : T, = T, (T, je te¢ny prostor k &
v bodg x) je tedy isomorfismus mezi T, a T,

Libovolné vektorové pole X se nazyva zleva invariantni, jestlize dg,,-:X, = X,
pro kaZdou dvojici bodt p, g € &; je moZno ukazati, Ze kaZdé zleva invariantni pole je
analytické. Je-li e € & jednotkovy prvek, pak pro kazdy vektor Le T, existuje jediné
zleva invariantni pole X na &, pro n&Z X, = L. MnoZina zleva invariantnich poli je
tedy isomorfni s vektorovym prostorem 7. JestliZe X, Y jsou zleva invariantni pole,
jei[X, Y] zleva invariantni; zobrazeni [X,, Y,] = [X, Y], tvofi z T, Lieovu algebru
analytické grupy &.

Nyni plati dileZité véty:

1. Lieova algebra soucinu dvou analytickych grup je souinem Lieovych algeber
téchto grup.

2. Je-li & pod grupou grupy &, pak Lieova algebra ¢’ (pFislusnd grupé &) je
podalgebrou v g a naopak kazZdd podalgebra v g je Lieovou algebrou prdvé jediné
analytické podgrupy v .

7. Lieovy grupy. Topologickou grupou nazgvame topologicky prostor G, na ném#
jsou dany funkce ¢ : G x G —> G, ¥ : G — G a prvek e € G tak, Ze platf (6) a funkce
®(x, y) = ¢(x, ¥(v)) je spojitd. Grupu G nazyvame Lieovou grupou, jestliZe prostor G
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je lokalng souvisly a souvisla komponenta G° prvku e miZe byt vybavena strukturou
analytické variety tak, Ze funkce &(x, y) je analytick4; dv& analytické grupy, vytvotené
z téZe Lieovy grupy, splyvaji.

V nasich uvahéch se budeme zabyvati pfevaZng analytickymi grupami.

3. LIEOVA ALGEBRA AFINNi GRUPY

1. Aditivni grupa R. MnoZina redlnych &isel je topologickym prostorem pfi ob-

vyklé topologii. V bod€ p € R je #(p) tvofena viemi funkcemi tvaruy = Y ¢(x — p)’,
kde napsana fada konverguje v n&kterém @(p). Za soustavu funkei fi, ..., f, z pod-
minky (3) v definici analytické variety je moZno vziti soustavu tvofenou jedinou funkci
fi1 = x; takZe R je jednodimensionélni analyticka varieta. Zobrazeni (x, y) > x — y
je pak ziejm& analytické, takZe R (chipana jako aditivni grupa) je analyticka grupa.
R je i Lieova grupa, protoZe R je lokalng souvisla a souvisla mnoZina.

Te&ny vektor Lv bod& p € R jest zobrazeni L: &/(p) — R, definované takto:

LY efx — p)) =¢,1, kde leR je libovolné.
i=0

Ov&fme napf. (2,). Zfejmé

[ee] o] @0
fog=Teds =) Yelx =Y = Tdix - o)
i= j= i=
kde .

: do = €oCo, di = cocy + c1C,
takZe
L(fg) = (coci + csct) 1, L(f) g(p) + f(p) L(g) = cyl.co + cq . Cil.

Telny prostor T, v bod€ 0 eR k R je jednodimensionalni vektorovy prostor a pfi-

slu$nd Lieova algebra je nutng dana komposici [L, L] =0 pro L, LeT,.
2. Uplna afinni grupa. Bud A, n-dimensionélni prostor afinni, v némz je zaveden
afinni soufadnicovy systém, takZe kaZdému bodu x € 4, pfifazujeme soufadnice

[x1, .-.» X, ]. Afinita o : 4, — A, prostoru 4, na sebe pfifazuje kazdému bodu x € 4,
bod x’ € A, se soufadnicemi

(7) 3= XX + X% + .00+ Xppx, + &4,
X,2 = X21x1 =+ X22x2 + ...+ inx,, + 52 ’

xr'l = n1x1 + Xn2x2 + ..o+ Xnnxn + 6;::

kde X;;, &, (i,j = 1,..., n) jsou pevna &isla. Oznadime-li

X1 [ Xy Xip oor X1
(8) x =|*2 ¢ = ?2 X = X21 X2z -0 X
xn 6)1 an XnZ Xnn
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pak rovnice (7) napi§me zkraceng ve tvaru

9) x'=Xx+¢&.

Provedeme-li dalsi afinitu &’ : 4, > A4,

(10) X =X'x 4 &,

dostaneme sloZenim afinit (9), (10) afinitu &/” = &’ o o/ ve tvaru
(1) X = X'x + &,

kde

(12) X' =XX, &¥=XE+¢.

Zabyvejme se pouze regularnimi afinitami (9), pro n&z
(13) det X =0.
MnoZinu afinit ¥ prostoru A4, na sebe lze tedy ztotoZnit s mnoZinou viech dvojic

{X, &}, kde X resp. ¢ jsou matice typu (n x n) resp. (n x 1) a plati (13). V prostoru %
zavedme pak nasobeni

(14) (X,8} X, & = {X'X,X'¢ + &}

Necht 4 = (6,;) je matice typu (n x n), kde 6;; = 1 proi=jaé;=0proi =+ j;
& bud matice typu (n x 1), jejiZ vSechny prvky jsou nulové. Zavedeme-li oznadeni

(15) X7 ={x"1 -x7'¢},
presvédCime se snadno o platnosti identit
(16) X, ¢ (X, 8} {x. &) = ({x", &} . {x, &}) . {X. &},

4,6} (X, &} ={X, 8 {40} ={X, &}, {X, 3. {X, &7 ={4,6}.

Mnozina ¥ je tedy grupou, definujeme-li ndsobeni rovnici (14), prohlasime-li {4, 5} za
jednotkovy prvek a zavedeme-li pfechod k inversnimu prvku rovnici (15). Podotkng-
me, Ze

(17) (X8 (L = (XY™, ¢ = XYy}

JestliZe afinita o : A, — A, zachovava bod x,, plyne z(9) & = x5 — Xx,. Ozna¥me
(x,) podmnoZinu grupy ¥, tvofenou prvky tvaru {X, x, — Xx,}, kde X, je pevna
matice typu (n x 1) a X je libovolna matice. Vzhledem k tomu, Ze
(18) (X, X0 — Xxo} {¥ %o — Yxo} ™' = {XY™, xo — XY™ x,},

je U(x,) podgrupou grupy 2.

MnoZina ¥ je topologicky prostor. Za e-okoli (¢ > 0) prvku {X,, &} prohlasime
mnoZinu vSech prvkl {X, ¢} takovych, Ze [X,,; — Xl <e, &, — & < ¢ pro
viechna i,j = 1, ..., n. Oteviend mnoZina v ¥ je pak mnoZina, jeZ s kaZdym svym
prvkem obsahuje i jeho n&které e-okoli. Vzhledem k tvaru operace (17) plyne snadno,
Ze U je topologicka grupa. Grupa ¥ je lokalng souvisla.
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Bud U+ mnoZina viech prvki {X, &} € U, pro n&* det X > 0; potom U™ je opét
topologick4a grupa. MiZeme oviem vySetfovati i topologické podgrupy %*(x,) =
= U(xo) N U*. Grupa A" je analytickou varietou, v niZ mame soufadnice X}, &,
Zvolime-li matici x, a tedy &isla xo ;, ..., Xo ,, je mnoZina ¥ *(x,) d4na parametricky
ve tvaru

(19) Xij =ti;, &= Xo,i '—_lex(),jtij (i’j =1,.. n) P
j=1

kde t;; jsou parametry, vazané jedinou podminkou det ||;;]| > 0.

Grupa U* je analytickou grupou, kazdd U*(x,) je jeji analytickou podgrupou.
Uréime Lieovu algebru grupy 4 *. Pro jednoduchost oznaéme e = {4, 6} jednotkovy
prvek grupy A*.

KaZdé4 analytickd funkce z &/(e) je tvaru

(20) f=a+ Z bifXi; — 8;5) + ic;fi +(.)>
iLj=1 i=1

kde (.) oznaduje soudet &lend tvaru

n

k. H(Xsf—5if)"’-ﬂ i, kde Z rij+zsi2-2-
i,j=1 1 i=1

i,Jj= i=1 i,j=
V bod€ e e U™ definujeme operatory L;;, L; : o(e) - R vztahy
(21) Lif(f) = bi;» L{f) =ci,
je-li f tvaru (20).
Mame-li dal§i analytické funkce

(22) g=ad + jilbgj(xij —8;) + ic}f,- +(.)>
=a" + Z_ bi(X; — 655) +Z iE+ (L),
je i,j=1 i=1
(23) a"=aa+ Ba’, b} =oab;+ by, f =oac,+ fc; pro h=of + Bg,
a" = aa', bi; = abj; + a’b;;, ¢ = ac;+ a’c; pro h=fg.
Tedy

Lij(“f + ﬂg) = ab;; + Bbj; = “Lij(f) + B Ll'j(g) s
Liof + ﬂg) = ac; + fei =« Li(f) + IgLi(g) >
Lij(fg) = abj; + a'b; = f(e) Li}(g) + g(e) Lij(f) >
L{fg) = ac; + a'c; = f(e) L{g) + g(e) L(f),

takZe L;j L; jsou vektory v bod& e. Tyto vektory jsou lineirné nezévislé. Pfedpokla-
dejme totiZ
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kde ng&které o;; resp. o; je riizné od nuly. Pro funkci f = X;; — d;; resp. f = &, je
potom L(f) = a;; = Oresp. L(f) = «; = 0, coZ neni moZné. ProtoZe U™ je analyticka
varieta dimense n® + n, tvo¥i vektory L;;, L; basi jejiho te¢ného vektorového prostoru
T, v bodé e. KaZdy vektor z T, je tedy tvaru

(24) V=Y 1;L; + Y AL,
i,j i=1

takZe T, je isomorfni s vektorovym prostorem &£ viech prvki tvaru (L, ), kde L
resp. A je matice typu (n x n) resp. (n x 1) a s¢itdni je definovdno relaci
(25) (LAY + LA = (L+ LA+ A

VySetfujme analytickou grupu U *(x,), tedy mnoZinu viech prvki {X, x, — Xx,}
s nasobenim (14). Bud J(x,) : Y*(x,) > U™ vnofeni A*(x,) do U*. Oznadime-li
T,(x,) te€ny vektorovy prostor grupy % *(x,) v jednotkovém prvku, pak zkoumejme
diferenciél dJ, : T(x,) = T,. Je-li Le T,(xo) a M = dJ(x,) L€ T,, je oviem podle
definice M(f) = L(f = J(x,)) pro kaZdou f € &/(e).

Oznagime-li &, (e) mnoZinu viech funkci na ¥ *(x,), analytickych v bodé e, je
¢ € s, () tvaru :
(26) =7 +_Zl)’.-j(Xij = &) + (1),

i,j=
kde (.) je soucet Elenii tvaru
k. J] (X —6y), kde Y r;z2.
i,j=1 i,j=1

Operatory A;; : o (e) - R tvaru
(27) Aij(ﬁ") = Yij
jsou zfejmé linearn€ nezavislé vektory, které tvori basi prostoru T,,(xo).

BudiZ nyni ddna funkce f (20) na & *, piisluina funkce ¢ = f o J(x,) na Y*(x,) se
ziskd dosazenim

n
&= Xo0,i — Zxo,inj
j=1

do (20); viz (19). Tak vychazi

(28) p=a +_Zl(b,-j — ¢%o,) (Xi5 = 6 + (4)

i, j=
a oznatime-li Aj; = dJ(xo) A;j je Ai(f) = Ai{f ° J(xo)) &ili vzhledem k (21)
(29) Aif{f) = Aif9) = by — eixo,; = Lif(f) ~ xo,; L(f) -

Tim dostavame: Te¢ny prostor T(xo) grupy U*(xo) je n2-dimensiondlni podprostor
te¢ného prostoru T, grupy U™ a jeho basi tvofi vektory L;; — Xo,; L.
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Ve vySe zavedeném isomorfismu i : T, = L odpovida prvku (24) z T, prvek <L, 1),
kde L= (I;;), A = (4;). Kazdy vektor z T,(x) je tvaru

(30) V=' Z li(Lij — %o,;Ls) = JleuLu - Zl(lei,-xo,j) L,
i,j= i,j= i=1 j=
takZe
(31) iV = (L, —Lx,) .
Prostor T,(%,) = T, se pfi isomorfismu i zobrazi na vektorovy podprostor #(x,) <
< &, tvofeny viemi prvky tvaru <L, —Lx,>, kde L je libovolnd matice typu (n x n).

Uréeme nyni komposici [U, V] dvou vektort U, Ve T,; zfejmé stadi uréiti [L,;,L,,],
[Lip Le], [Ls Ly])-

Symbolem K ozna¢me na okamZik kterykoliv z vektorti L;;, L;. Bud K({P, n}) analy-
tické pole zleva invariantnich vektori na Y *, pro n&% K(e) = K. V n&kterém okoli
O(¢) = U™ bud dana funkce (20); stanovme K({P, z}) (f) pro viechna {P, n} € 0(e).
Z definice pole K({P, n}) plyne

1

(32) dPs.0) . (R0}~ K({R, Q}) = K({S’ “})
&ili pfi {S, o} = {P,n}, {R, ¢} = {4, 6} dostavame
(33) K({P: 7‘}) =dop ., K ;

zde oviem @p .y A+ — YT je definovano vztahem @ (X, &} = {P, 7} . {X, £} .
Z (33) plyne K({P, n}) (f) = K(f o ¢(p.xy)- Je viak

o({X, &) = F({X. ) o 0,0y = f(opmiX, &}) =

= f({P, 7} . {X, &}) = F({PX, PE + =}).

Tedy definitivné
(34) K({P,n}) (f) = K f({PX, PE + 7}) .
Budi? P = (P;;), = = (n;); potom

PX = (Y PuXy), PE+7= (_ilPikék + ).

M¢jme funkce = .

(39) FliX8) = X = b S(X. ) =60

Potom

(36) ffS({PX’ PE + 7[}) = Z Prkas - 5rs = (Prs - 5’5) +.j2153jP'E(Xij - 551') ’
k=1 b=

f({PX, P¢E + n}) = i P& + T
i=1

Vzhledem k (36) je
Ly({P, }) (f.s) = 0P, L{{P,7}) (/) =0,
L{P,m)(f) =0, L{{P,n})(f)="Pu;
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takZe
(37) Li({X, &) (f,s) = 656 +k li:lasj‘akrali(Xkl — Oki) >
Lij({X’ 6}) (fr) = O > Lx({X’ é}) (frs) =0 El

L{{X, &}) (fr) = O;, +k?z_-=:15kr5u(sz — Ow)
a
'(38) Lleij(f rs) = 5sj5kr5n s Llei j(fr) =0, Llei(f rs) =0, Llei(fr) = 5kr5u >

LiLkl(f rs) =0, LiLkl(f r) =0, LjLi(frs)v =0, LjLi(f r) =0,
‘(39) [Lkla Lij] (f rs) = 5s15ir5jk - 5sj5kr5zi s
[Li’ Lkl] (frs) = O E) [Li: Lj] (frs) = O ’
[Lkl: Lij] (fr) =0, [Li’ Lkl] (fr) = 51"51.' >
[L. L](f)=0.

KaZda funkce z #/(e) je tvaru

f({X7 6}) =a+ ilbrsfrs + 21crfr + () >

r,s=

kde (.) je souget &lent tvaru

F=a_l—[fr“srs']._[f:r, kde Zars+zar22.
r=1 r=1

r,s=1 r,s=1

JelliKeT,ag,,...,d; € #(e), dostivaime snadno (uplnou indukei podle ?)

t t )
K(ngi) = ZIK(g,-) [Tgfe), kde j=1,....%....t.
i= i= j
Je tedy vzhledem k f,i(¢) = 0, f,(¢) = 0 nutn& K(F) = 0 a tedy

K() = ¥ baK() + Zc K(7).

Cili

(40) [Lkls Lij] (f ) = Z lbrs(éslairéjk - 5sj5kr5ti) = 5jkbit - 5zibkj B

r,s=

[Li: th] (f) = Zlcr5kr5u = 5zick s [Lz, Lj] (f) =0.
Mame-li tedy vektory

(41) U = Z uijLij + Zu,-L,- N V= Z vlekl + Z vkLk’
i=1 k,l=1 k=1

i,j=1

je
[U, V] = z uijvkz[Lip th] +. ';l: 1(“il’kl - Diukl) [Lis Lkl] + Z luivj[Lis Lj]
i,jhl=1 ik,l= i,j=
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[u, V] (f) Z u;0(01brj — 5jkbiz) +' Z_ (un — viukl) Oicy =

i.j,k, =1
n

Z U;Ukibry — Z Uply;b;; + Z UG — ). VillgCy, -
‘J"" Ljk=1 ik=1 ik=1

ProtoZe Ly(f) = b;;, L{f) = ¢;, je konetn&

“2) [U,v](¥) =i‘;=‘ l(kzi:.lvik“kj “k;“ik”kf) Li{f) +;=21(;;1U”‘uk —k;”ikl’k) L(f) -
V isomorfismu i : T, - & je

(43) iU =(U,uy, iV=<(V,v); U=(u; atd.;

(44) i[U, V] = (VU — UV, Vu — Up).

Lieova algebra grupy U™ je tedy isomorfni s vektorovym prostorem &£ s komposici
(45) [CL, 2y, <L, ¥'Y] = <LL— LI, Li — LY.

3. STYK SYSTEMU PODGRUP

1. Styk systémii podprostori realného vektorového prostoru. Bud dan realny

n-dimensionalni vektorovy prostor V, s basi J4, ..., J,. Ve ¥, bud dan m-dimensional-

n
ni podprostor M,,, jehoZ basi jsou vektory K, = ¥ a,;J;, a = 1, ..., m. JestliZe pro-
i=1
stor M,, zavisi na parametru t, t; <t < f,, pak poloZme a,; = a,(). Jednopara-
metricky systém prostord M,, = M,,(f) nazyvame pravé z-krdt diferencovatelnym,
jestliZe base prostord M,,(1) je moZno voliti tak, Ze funkce a,(f) jsou z-krat diferenco-
vatelné, ale neni moZno voliti je tak, aby viechny funkce o,(f) byly (z + 1)-krat dife-
rencovatelné.

Mgjme jednoparametrické systémy prostori M,, = M, (1) a My = M({), t; £
<t £ t,, jeZ jsou v korespondenci, dané rovnosti parametrd; pfedpokladejme, Ze
oba jsou aspoti r-krat diferencovatelné. Rekneme, Ze oba systémy maji v prostoru

,,,(to) 1, <ty <ty styk pravé r-tého Fadu, jestliZe lze v nich zvolit base K,(t) =

- Zaa,(t) T K1) = z o (1) J; tak, %e

S s, %
(46) (g_ﬁ"_') = (d_f‘ﬂ)
dr' Jo—yq dar* /=,

proa=1,...m;i=1...,n;s=0,1,...,r,

ale neni moZno voliti tyto base tak, Ze

dr+1ani dr+1 :
4 .
= pro a=1,...m;i=1,...,n.
(dtr+1 =10 dtr+1 r=t0 ’ s IThy > s
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Tato definice je invariantni vzhledem k volb& zakladni base J,, ..., J, prostoru V,.

Zvolim-li totiZ jinou basi Iy, ..., I, tak, Ze J; = ¥ a;l;, je
i=1
K= 500, K0 =01,
Bai t) Z a.n °‘a1( ) (t) = Z an aJ(t)

Podminka (46) je pak nahrazena podminkou

(47) ( dts >t=fo < dts >!=!

proa=1,...myi=1...,n;s=0,1,..,r

Podminky (46) a (47) jsou viak ekvivalentni; ditkaz implikace (46) = (47) je trivi4lni.
Necht naopak pro uréité s (0 < s < r) plati (47), tedy

(49) z ( _%>=0

dr
pro vSechna a = 1,...,m; i = 1, ..., n; protoZe det |a;;| + 0, e)ustu]e k matici (a;;)
inversni matice (4; ,) takZe plati z audy; = 0;; 2z (48) plyne
n n K ; Sk S, 5.,%
dez ay, d%, _doc,,J =d<xak__docak=0’
i=1 j=1 dzs ar dr dr

&li (46). Ze rovnice (46) jsou invariantni pfi zm&n& parametru ¢ = (7) je dobfe
Znadmo.

2. Styk systémil podgrup analytické grupy. Bud dana analytick4 grupa & a v ni
systém analytickych podgrup téZe dimense, zavislych na parametru t:8 = §(1),
t; £t £t,. BudiZ g Lieova algebra grupy & a §j = §(z) systém jejich podalgeber,
odpovidajicich podgrupim §(7). Rekneme, Ze systém §(¢) je pravé z-krdt diferenco-
vatelny, jestlize systém vektorovych podprostord fj(#) v prostoru g je pravé z-krat dife-
rencovatelny. BudiZ dan jiny alespoii z-krat diferencovatelny systém podgrup ﬁ(t),
jenZ je v korespondenci se systémem podgrup $H(z). Rekneme, Ze systémy mnoZin §(7)
a R(¢) maji v podgrupg H(t,), t; < to < t,, styk pravé (aspoi) r-tého fddu (r < z),
jestliZe systémy podprostor f(f) a ¥(r) maji v prostoru B(t,) styk pravé (aspont) r-tého
fadu.

BudiZ nyni X analytick4 varieta, na niZ plisobi analyticka grupa &, tj. kaZdému
prvku g €@ je pfifazeno vzajemng jednozna&né zobrazeni T, :X — X (pfislusné
inversni zobrazeni oznaCme T, ') a dale plati, ¢ mnoZina viech T, tvofi grupu iso-
morfni s @ pfi isomorfismu tg = T,. V X bud dan jednoparametricky systém pod-
mnoZin # = A(t), t; < t £ t,, takovych, Ze mnoZina viech ¢ € & pro n&% T, %(r) =
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= 4(1) tvoii analytickou podgrupu §(r) grupy & dimense = > 1, pfi &emZ t nezivisi
na t. Systém takovychto mnoZin %(t) nazvéme potom pfipustnym systémem ¥adu «.

BudteZ #(1) resp. ¥(t), t; <t < t,, mnoZiny, tvofici pfipustné systémy pod-
mnoZin stejného ¥adu 7 v prostoru X; ozna&me R(¢) resp. &(f) podgrupu v &, tvoFenou
vemi g € &, pro n&z T, %(t) = %(t) resp. T, F(t) = &(t). Potom fikame, Ze systém
A(1) je z-krdt diferencovatelny, jestlize systém R(t) je z-krat diferencovatelny. Dva
aspofl r-krat diferencovatelné systémy podmnoZin (1) resp. &(t) maji v mnoZin
A(to), t; < to < t,, styk Fddu pravé (alespoit) r-tého, jestliZe systémy podgrup R(z)
resp. &(1) maji v R(to) styk pravé (alespoti) r-tého Fadu.

3. Styk kfivek v afinnim prostoru. Abychom ukézali opravnénost nasi definice,
ukaZeme nasledujici vétu:

V afinnim prostoru A, budteZ ddny dvé aspori r-krdt diferencovatelné kfivky
x = x(f), y = y(t), ty £ t £ t,, jeZ maji v bodé x(t,), t; <ty < 15, styk prdvé r-tého
Fddu. Bud Y Lieova grupa vSech reguldrnich afinit prostoru A, na sebe, U™ souvisld
komponenta jejiho jednotkového proku. Bud U%(t) = U°(x(1)) resp. U°*(1) = U°(¥(1))
podgrupa viech téch afinit grupy U, které zachovdvaji bod x(t) resp. y(f). Pak
systémy (1) = Y°>t) N U™, U*() = UX(t) " U™ jsou asposi r-krdt diferencova-
telné a maji v grupé Slf(to) styk prdvé r-tého Fddu. Tuto vétu je mozZno obrdtiti.

Dikaz. V prostoru 4, zvolme afinni systém soufadnicovy, bod x(z) necht ma sou-
fadnice [x,(%), ..., x,(t)]. Pfedpoklddam tedy, Ze funkce x(f), y(t) jsou aspoti r-krat
diferencovatelné a

(49) (dxi> =(§—Jﬁ> pro i=1,..,n55=0,1,...,7,
t=1tg t=1tg

de* dr

ale neni

r+1 r+1
(50) ('—*-d xf) = (—-————d yi) pro vsechna i .
t=tp t=to

dtr+1 dtr+1

Lieova algebra grupy U™ je isomorfni s vektorovym prostorem %, za jehoZ basi
miiZeme zvoliti vektory L;;, L; vySe zavedené. Lieova podalgebra, odpovidajici pod-
grupd (1) resp. *(1), je pak vektorovy podprostor (1) resp. £*(1), tvofeny vektory

K(f) = Ljj — x(f) L; resp. Kj{t)=L;—y()L,i,j=1,..,n.
Soufadnice vektorl K, K7; jsou jednak konstanty, jednak tvaru x(f), (), takZe
zaver prvé Casti ditkazu je jiZ jasny.

UkaZme spravnost véty obracené. V prostoru £*(r) zvolme basi
K?j(t) =k élaij,kl K;ckl(t) =k;=1°‘ij,u Ly _k lzlaij,kl J’t(t) L.
Necht nyni systémy 2() a £*(t) maji styk nultého ¥adu a necht K,(t,) = K5(1)-

ProtoZe mohu psati

Kijt) = ¥ 6ijuikna — Y, 6 x,(1) Li,
kI=1 k=1
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kde 6;;,; = 1 resp. 0 pro stejné resp. riizné dvojice ij, mn, je zfejm€ a;; ;= ;5 15
takZe K(to) = K}(t,). Zbytek dikazu je jiZ jasny.

Pe3rome

KACAHUE CHUCTEM IMOAI'PVIIII I'PVIIIIBI JIX

AJIOMC IIBEIL (Alois Svec), Ilpara

Iycrts ¥V — ananuTHyeckoe MHOroo6pasue, & — rpynna JIu B3auMHO OZHO3HAY-
HBIX IIpeobpasoBanuii MHOroo6pasus V wa cebs; g — anrebpa Jlu rpymmsr
R = R(1), t; <t < t,— oHHONApaAMEeTpUYECKas CHCTeMa IOIMHOXECTB MHOTO-
obpasus V; H(f) — MakcumansHas rpynna 3JeMenToB u3 &, s xoTopeIX cooTBeT-
CTBYIOLIME NpeobpasoBanus coxpanstoT Z(1); dim B(f) = 1 we 3asucur ot t; L (1) —
cEcTeMa C IOJOOHBIMHE Xe CBoMcTBaMu, Kak 1 %(¢) (c rpynmamu K(f) u anrebpamu
£(2)); dim B() = dim £(2).

Omnpepenennie 1. ITycts V, — BeKTOpHOE HPOCTPaHCTBO; I, ..., [, — ero 6asmuc;
V() u V,(f) — nBe cucteMsl ero noanpocrpancts. Cucrema V,(¢) siBiisercs z pa3

mubdepeHUpyeMoit, ecnu B kaxxaoM ¥, (t) cymectByeT 6asuc
L=, a=1..m
i=1

TaK, 4To o,; — z pa3 mubdepeHmupyemere Gyukumn. z pas gudpdepeHIApyeMEble
cucreMsl V, (1), V() umeror xacanue nopsoxa s (s £ z) B mpocTpanctse V,(zo),
ty <t <ty eCH B KaxIoM V,(f), coors. V,(t) cywectsyer Gasuc I,(f), COOTB.

n
I(t) = Y on(D) I, Tax, uto
i=1
ate) =Pty mis a=1,...m; i=1,...n; p=0,1,...,5;
al ST D(e) + oSt 1(1) IS HEKOTOPBIX @, i .

Onpepenenne 2. Cucrema Z(f) sBisercs z pas dubdepeHuupyeMoi, eClid CucTe-
Ma B(#) moanmpocTpaHCTB NpOCTpaHCTBa § z pa3 mubdepeHnupyema. z pas mudbe-
peHmmpyemble cucTeMsl Z(f) U (t) uMeroT xacaHue mopsigka s (s £ z) B MHOXECTBE
A(t,), eciu cucreMsl B(f) u B(r) mveror xacadue nopsoka s B npoctpaHcTse B(Z).

Onpepenemne 3. Ilycte A, — abdunnoe npocrpancrso; P, Iy, ..., I, — ero 6asuc;
NYCTh JaHBI IBES KPUBLIE

XO=P+YyxOIL, YO =P+ y0I.
i=1 i=1
Kpusas X(¢) 6yner z pa3s nuddepennupyemoit, ecmi GyHxumn x;(f) SBISIOTCS z pas
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Impdepermupyemeivu. Kpusbie mMeroT kacanme mopsaka s (s < z) B Touke X(%),
ecim

XP(to) = yP(t)) mma i=1,..,n; p=0,1,...s
XT(t) + yTV(t,)  IIA HEKOTOPOTO 3HAYEHHS .

Teopema. ITycme V = A,; & = Y — zpynna Jlu pezyisapuvix aggunnuvix omobpa-
ocenuii npocmparcmsa A, Ha cebs; A1) = X(f) u F(t) = Y(t) — ose xpusvle 8 A,
Toz0a onpedenenusn 2 u 3 kacanus kpusvix cosnadarom. Ecau xpueas X(t) z pas ougde-
peHyupyema no onpedeaeruro 3 (CootB. 3), mo ona z’ paz ougdepenyupyema no onpe-
denenuro 3 (COOTB. 2), npuyem z’ = z.

Résumé

CONTACT DES SYSTEMES DES SOUSGROUPES D’UN GROUPE
DE LIE

Avrors Svic, Praha

Soit: Vune variété analytique, & un groupe de Lie des transformations biunivoques
de Ven elle-méme; g I’algébre de Lie du groupe &; £ = %(t), t; <t <t,, un systé-
me 1-paramétrique des sousensembles de la variété V; §(f) la groupe maximale des
éléments de & pour lesquels les transformations correspondantes laissent fixe Z(¢);
dim B(¢) = 1 ne dépend pas de #; &(r) un systéme aux propriétés analogues aux celles
de (1) (avec les groupes K(7) et les algebres £(7); dim §(¢) = dim £(z).

Définition 1. Soient: ¥, un espace vectoriel; Iy, ..., I, sa base; V(1) et V() deux
systémes de ses sousespaces. Le systéme V(1) est z-fois différentiable si dans chaque
V,(?) il existe la base

n
L) =Y, a=1,...,m
i=1
de sorte que a,(?) soient z-fois différentiables. Les systémes V;,(t)V;(?) z-fois différenti-
ables ont un contact d’ordre s (s < z) al’espace Vy(to),t; < to < 1,, si dans chaque
n
V() ou Vi(2) resp. il existe la base Iy(t) ouI(z) = ¥ o(1) I, resp. de sorte que
i=1
wPto) = dhPt)) pour a=1,...m;i=1...,np=01..5;
(1) *+ ol V(t,) pour certaines valeurs d’g, i.

Définition 2. Le systéme 2(1) est z-fois différentiable si le systéme f(r) de sousespa-
ces de I’espace g est z-fois différentiable. Les systémes (1) et (1) z-fois différen-
tiables ont un contact d’ordre s (s < z) & I'ensemble A(to) si les systémes B(r) et f(t)
ont un contact d’ordre s & I’espace §(to)-
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Définition 3. Soit 4, un espace affin; P, I,,...,I, sa base; soient données deux
courbes

n n
XO)=P+ Y x®)I,, Yt)=P+ Y y()I,.
i=1 i=1
La courbe X(¥) est z-fois différentiable si les fonctions x,(f) sont z-fois différentiables.
Les courbes ont un contact d’ordre s (s < z) au point X(t,) si
xXP(t) = yP(t)) pour i=1,..,np=0,1,...,5;
xEFD(t0) + y*V(t,) pour certaine valeur d’i .
Théoréme. Soient: V= A,; & = U le groupe de Lie des affinités réguliéres
d’espace A, en soi-méme; K(t) = X(t) et F(t) = Y(f) deux courbes dans A,. Alors
les définitions 2 et 3 du contact des deux courbes coincident. Si la courbe X(1) est

z-fois différentiable d’aprés la définition 2 (ou 3 resp.), alors elle est z'-fois diffé-
rentiable d’aprés la définition 3 (ou 2 resp.) on z' 2 z.
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