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&asopis'pro p&stovani matematiky, roé. 100 (1975), Praha

ULOHY A PROBLEMY

SEMIREGULARNI MNOZINY V HARMONICKYCH PROSTORECH

JArOSLAV LUKES, Praha

V tomto ¢asopise, roc. 97 (1972), str. 334, pfedloZil Joser KRAL nésledujici ilohu:

‘Necht U je resolutivni mnoZina s hranici U* #+ @ v harmonickém prostoru X
(viz [1]) a ozna&me pro kaZdy kompakt K = X symbolem C(K) prostor viech spo-
jitych (kone&nych) redlnych funkci na K. Kazdé funkci f € C(U*) je tedy pfifazena
harmonicka funkce H}’ na U, kter4 je zobecnénym fefenim (v Perronov& smyslu)
Dirichletovy tlohy pfislusné k mnoZin€ U a okrajové podmince f. Necht U, znaci

mnoZinu viech x € U*, pro né&Z limUH,”(y) = f(x) pro kaZdou funkci fe C(U*).
y—=x,ye

MnoZina U se nazyva semiregularni, jestliZe pro kaZdou funkci f € C(U*) lze pfislus-
nou funkci H{ rozgifit na F € C(U L U*). Je-li U semiregulérni, pak U, je kompaktni.
Obréceni tohoto tvrzeni neplati v Bauerovych harmonickych prostorech. Rozhodnéte,
zda obréacené tvrzeni plati v Brelotovych prostorech (nebo alespoii v harmonickém
prostoru indukovaném klasickymi harmonickymi funkcemi na n-rozmérném eukli-
dovském prostoru X = R"), tj. rozhodn&te o spravnosti nasledujiciho

Tvrzeni. Necht X je Brelotiv prostor a bud U < X relativné kompaktni oteviend
(a tedy resolutivni) mnoZina, U* % Q. Pak U je semireguldrni, prdvé kdyZ U, je
kompaktni.

IVAN NETUKA dokézal v tomto &asopise, rog. 98 (1973), str. 419 —421 v poznamce
o semiregularnich mnoZinach, Ze odpovéd na uvedenou otazku je kladna, jestliZe
mnoZina U;, = U*\U, viech iregularnich bodu je polarni. Neni t&Zké sestrojit
pfiklad Brelotova harmonického prostoru, v némZ existuje oteviena relativné
kompaktni mnoZina s uzavienou mnoZinou regularnich bodii, ktera neni semiregu-
larni. Jeden pfiklad takového prostoru podava C. CONSTANTINESCU v Rev. Roum.
Math. Pures Appl. 10 (1965), 267—270, jiny uvadi Ivan Netuka v tomto Casopise,
rod. 99 (1974), 90—93. V této poznidmce podame tiplnou charakteristiku semiregu-
larnich mnoZin v obecnych, ne nutn& Brelotovych, harmonickych prostorech.
DokaZeme totiZ nasledujici vétu.
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Véta. Necht (X, 5) je silny harmonicky prostor ve smyslu’ Bauerovy axiomatiky
[3], v némZ konstanty jsou harmonické funkce a kde harmonické funkce oddéluji
body. Potom relativné kompaktni oteviend mnoZina U je semireguldrni, prdvé kdyZ
mnoZina reguldrnich bodii je kompaktni a mnoZina ireguldrnich bodit md harmo-
nickou miru 0 v kaZdém bodé mnoZiny U.

Jestlize A = U¥*, fikejme v dalSim kratce, Ze A4 je nulovd, ma-li harmonickou miru 0
v kazdém bodé mnoZiny U. Poznamenejme, Ze kaZda polarni mnoZina obsaZena v U*
je nulovd a Ze obecné mnoZina iregularnich bodt miZz mit v nékterych bodech,
anebo i ve viech bodech, mnoZiny U, kladnou harmonickou miru.

K diikazu uvedené véty vyuZijeme podstatn€ vysledkii praci [4] a [5], shriime tedy
jejich nejduleZitéjsi myslenky.

Bud Y kompaktni metricky prostor a &/ uzavieny linearni podprostor C(Y) obsa-
hujici konstanty a oddé€lujici body Y. Na &/ uvaZujme supremovou normu a oznac-
me &/’ topologicky dual a «’" jeho positivni kuZel. Zobrazeni ¢ : x — g,, kde &,
znadi Diracovu miru v bod& x, je homeomorfnim vnofenim Y do «/'* a Choquetova
hranice Ch,, Y je pravé vzor viech extremélnich boda mnoZiny S(2/) pfti zobrazeni 6,
kde S(«) je slaby uzavér konvexniho obalu §(Y) v &2’ *. Je znamo, Z> nasledujici dv&
podminky jsou ekvivalentni:

(i) S(##) je Choquetiiv simplex,
(ii) pro kazdy kompakt K = Ch,, Y lze kazdou spojitou funkci na K prodlouZit
na funkci z & se stejnou normou.

Predpokladejme nyni, Zz (X, ) je silny harmonicky prostor ve smyslu Bauerovy
axiomatiky [3] a necht pro jednoduchost konstantni funkce jsou harmonické a har-
monické funkce oddéluji body X. Je-li U = X relativné kompaktni oteviend mnoZina
a zvolime-li za o systém vSech spojitych funkci na U, které jsou harmonické v U,
vznika otazka, zda pro tento systém funkci je splnéna néktera z ekvivalentnich
podminek (i) &i (ii). Takto formulovali v [6] sviij problém E. G. ErFfros a J. L.
KAzpAN, pfiCemZ sami dokdazali, Ze pfi spln€ni dodateCného tzv. dominacniho
axiomu D, je vidy S(2/) simplex. Nedavno J. BLIEDTNER a W. HANSEN v praci [4]
ukézali, Ze S(o7) je simplex bez jakychkoliv dalSich axiomi. Navic v [5] dokazali
(Proposition 7), Ze maximalni miry v Choquetové uspofadani representujici body
mnoziny U splyvaji s vymetenymi (balayage) Diracovymi mérami na doplnék U
(coZ jsou v podstaté harmonické miry) v kazdém bodé U, pravé kdyZ mnoZina
iregularnich bodi je nulova. ProtoZe bod x € U* leZi v Choquetové hranici, pravé
kdyz maximalni mira jej representujici je pravé Diracova mira, a bod x € U* je
regularnim bodem mnoZiny U, pravé kdyZz Diracova mira v tomto bodé splyva
s vymetenou Diracovou mérou, dostavame odtud ihned nésledujici

Lemma. Je-li mnoZina ireguldrnich bodi nulovd, splyvd Choquetova hranice
s mnoZinou reguldrnich bodii.
Pfejdéme nyni k diikazu hlavni véty uvedené v ivodu. Je-li U semiregularni mno-
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Zina, potom je mnoZina iregularnich bodi nulova (viz [2], Vé&ta 35). Necht naopak
pro otevienou relativné kompaktni mnoZinu U je mnoZina U, uzaviend a mnoZina U,
nulova. Podle lemmatu vime, Ze U, = Ch, U. Zvolme fe C(U*) a ozname F =
= f /' U,. Podle (ii) existuje G e C(U) a harmonickd na U tak, Ze F = G U,.
Stadi nyni dokazat, Ze H? = G na U. PolozZime-li oviem & = H‘,’ — G na U, jest
funkce @ harmonicka a omezena na U a pro kazdé z € U, jest lim @(x) = 0. Odtud
podle principu minima pro harmonické funkce (viz [3], V&ta 4.4.6) vyplyva, Ze
¢ =0nal.
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