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0 ploSe tecen, stanovenych ke kiivkam inten-
sitnim v bodech urcité krivky kruhové na
libovolné plose tocné.

Sepsal

Vilém Jung,
professor statnf primyslové Skoly v Praze.

(Dokonéent.)
BudiZ & thel, v némz protind normala toéné plochy jejt
osu Z.
Mizeme tedy psat1
fl2 _ j??
[T =

c08*S =

jakoZ i
v,=vcosS, p, =up.

Protind-li ptimka P,, (F)) ptimku V; = V v dhlu &,, (8,),

platf dale:
vi e, f?
g, = =2
tg 9, . tg 9, u 0 U
t. j.
)02
tg®, . tg ¥, = 75
4 g8 . tg ff'

Teénd rovina T v bodé m mé rovnici:
E— x4 (9 —y)y —ffE=0
¢ili
) T=(—x)cosp+@m—y)sing—,E=0.
Pkmka P jest prisecnic teéné roviny T s rovinou U,
kterd prochézi bodem m rovnobéiné se smérem S a stojf kolmo

na roviné T.
19
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Platf tedy:

U=4¢ —»)+Bn—y) 4 C¢=0
AaL BO-FC =0, U||S,
Acosgp +Bsing—Cff =0, ULT,
4 B _C
—sing ~ cosp +af  asing’

proto

tak Ze

(6) U=— (¢ — =) sin 9 + (1 — y)(cos @ + af’) + fasinp =0.

Abychom obdrZeli rovnici pifmky £,, musime z rovnic (5)
a (6) vylouditi veliinu §.

Nazveme-li thel, jejz svird ptimka P, s osou X, ®,, mi-
Zeme psiti:

tg o, = —1—Y_ ——acoscpsip«p—i—f’.sin_w.
17 ¢—2 f cos ¢ + af’*-} a sin’ep

Piimka V=V,, dotykajicf se v bodé m kruZnice K, md
rovnici:

fcosp4nsinp=_f
Znamend-li 3Z(V, X) = =, platf

cos @

tgz:—sian.

Znamend-li ddle X (F,X)=a,, a jsou-li & 7, { sou-
fadnicemi libovolného bodu pifmky F, miZeme psati:

n-—y n—f.sing
E— §-—f'°08¢'

Déle jest patrno, Ze

tg w, =

tgo, —tgr
14 tgotgr’

o o tge,—tgT
tg’&s—tg(“"z t)_l—l-tga)gtgr'

Dosadfme-li do téchto vzorch misto tg @, tg m,, tgz pif-
. sluiné hodnoty, obdriime po kritké redukei:

tg & =tg (0, — )=
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(1+af .cos@)ff Ecosg+nsing—f
. tgd, =
(Dt & . tg 9 = al-+f¥sing = Esing—rncosg
— v f’ .
i

Rovnice (7) spojena s rovmnicf (H) urcuje polohu teéné
pifmky F.

Dosadime-li do rovnice (5) hodnoty &= f. cos @, y = f.sin ¢,
obdrzfme

&) Te=fcosp f-ysing —f—f.£=0.
Rovnice (7) proméni se ndsledkem relaci:

Ecosptnsing —f=f.¢

a

sin @(£ sin ¢ — u cos ) = & sin’p — % sin @ cos @
= §sin’p — (f-|-f'.E —&cosg)cos g
=§—(f+ 1 .Ecosy,

v rovnici:

- (1+af . cos g)t 1
WP E—TF 7 - Gose) 7

Rovnice (5’) a (7’) stanovi tefnu F, sestrojenou v bodé m
ku kiivce intensitnf- J.
Vylouéfme-li z rovnic (5'), (") a z rovnice

(8) ~cos’p |- sin?p =1,

veli¢ciny cos @, sin @, obdrifme rovnici hledané plochy, kteza
jest obecné plochou zborcenou.
2. Poloz{me-li

afil+ %)+ af (L4 P + F2E = P,
a(l + fHE—ff".£=Q
fHrE=ER

mizZeme rovmice (5’), (7’), (8) predeflého odstavce psdti ve
tvaru:

@ Pcosyp =Q,
an - Ecosp|-nsing — K,

(J1II) cos*p 4 sin’p = 1. »
. 19¥
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Z téchto plyne vylouéenim veliéin cos @, sin g
av 7%Q? 4 (PR — £Q)* = *P?

jakoZto rovnice hledané plochy.

Tato rovnice jest 4. stupné, nebotf vyrazy P, R jsou line-
arnymi funkcemi veli¢éiny ¢ a vyraz Q linearnou funkef veli¢in
& a ¢&; mimo to jest ohledné n soumérnou.

Znamend tedy zborcenmou plochu 4. stupné orthog. soumér-
nou ohledné roviny (ZX)||S. Stanovme rovinny fez L této
plochy s rovinou » = 0.

Z (IV) plyne pro n =0

) (PR— §Q)*=0;
tato rovnice znamend, Ze rovinnym fezem L jest kuZelosecka,

kterou nutno povaZovati za dvojnou kiivku plochy.
Rez této plochy s rovinou

=P Pcosp—Q=0

mé rovnici
n?P%os%p 4 (PR — &P cos ¢)* = y*P?
t. j. '
N2V P*=0,
(VII) n’sin%p = (R — & cos ¢)2%

Rovnice (VII) spojena s rovnici (I) znamend dvé- povr-
chové piimky plochy, t. j. dvé teény k jistym intens. kiivkdm
plochy tocné.

_ Rovnice (VI) spojena s rovnici (I) znamend pifmku U¥)
kolmou k roviné (ZX).

Tato pffmka jest dvgjnou primkou hledané plochy.

Zéroveir jest patrno, %e dvojnd piémka U protind dvojnou
kuZeloseku L v uréitém bodé, nebof hodnoty P=0, Q =0
vyhovuji rovnici (V).**) :

*)'Z rovnice (IV) vysvitd, Ze piimka U v hledané ploSe lei, nebet
hodnoty P—=0, Q@ =0 vyhovuji rovnici (IV).

**) Dvojnou kfivku plochy tvoif tedy kuZelosetka L & piimka U, jez
se v jednom bodé protinaji. Tato dvojnd kfivka mé s kaZdou po-
vrchovou pifmkou plochy (4 — 2)==2 body spoleéné; v bodech této
kiivky m4 plocha obecnd dvE rdzné roviny tecné.



293
Rez s rovinou (XY) obdrifme ze (IV), poloZime-li {=10
'+ (f* — &) =2"f%,
Fi—8=0 &l E=+7
kterdZto rovnice znamend dvé s osou Y rovnobéiné pi{mky

v roviné (XY) t. j. dvé tecny ve vrcholech jistych intens. ktivek
plochy tocné; jakoZ i
£ +n*=r

jeZz znamend povrchovou kruZnici K.

Jest tedy hledand plocha stanovena nasledujicimi #idécimi
dtvary :

a) kruhovou kiivkou K v roviné (XY),

b) kuZelosetkou L v roviné (ZX),

¢) pifmkou U, kolmou k roviné (ZX).

Ridicf kiivky K a L maji dva body spoletné; pifmka U
protind kuZelosecku L v jednom bodé.

t. j.

z toho plyne

KuZelose¢ka L a pfimka U jsou dvojngm? utvary, kruZnice
K jednoduchym utvarem plochy hledané.

K témZe vysledkim dospéjeme krdtce bez uZiti rovuice
(IV) takto:

Rovnice (I) znamend svazek rovinovy 1. ttidy, jehoZ osa
jest stanovena rovnicemi P=0, @ =0. Rovnice (II) znamen4
rovinovy svazek 2. tffdy, jehoZ roviny dotykaji se kuZelové
plochy tocné, opsané dle povrchové kruznice K ploSe tocné.

Povrchovymi ptimkami hledané plochy jsou prliseénice
sdruZenych rovin obou svazki rovinovych.*)

Proto se nalézé osa U rovinového svazku 1. tfidy ns hle-
dané ploSe. '

Rovinny tez plochy s rovinou (ZX) obdrZfme, dosadfme-li
do rovnic (I) a (II) hodnotu # =0, t. j.

*) Kazdé roviné svazku 1. tfidy pifslusejf dvé ohledné roviny (ZX)|| S
soumérné poloZené roviny svazku 2. tifdy. Oba svazky rovinové na-
lézajf se v souvislosti jednodvojznadné; soumérnost, vyskytujicf se
ve svazku 2. ti{dy, jest zvld§tnim pifpadem involuce 2. stupné.
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@) Pcos o = Q,
dr) Ecosp =R.

Tyto dvé rovnice znamenaji dva projektivné svazky papr-
skové v roviné % —0; vytvorem jich jest kuZelosecka L, jeZ
prochdzi obéma stiedy téchto svazkd, z té pric¢iny protind osa
U kuZelosetku L v jednom bodé.

Jest tedy hledand plocha stanovena krugnici K, kuzelo-
se¢kow L a primkow U. Obé Fidicf kiivky K, L maji dva body
spolecné a piimka U protind kuZelosetku L v jediném bodé.

Stupen plochy obdrZime dle znidmé zdsady, totiz

n=22.2.1)—1.2—2.1=4.

KruZnice K jest 2.1 — 1 = 1duchym, kuZelosecka L
2.1 —=2ndsobnym a pifmka U 2.2 — 2 — 2ndsobnym utvarem
plochy.

Tato plocha jest zvldStnim piipadem s2borcené plochy 4.
stupné, uréené dvéma kuZeloseCkami K, L, jeZ maji dva body
spole¢né, a primkou U, jeZ protIna jednu z kuZeloseéek na pf.
L v jediném bodé.

Svazek rovin, jehoZ osou jest dvojnd pFimka U plochy,
stanovi ve dvginé kuZelosetce L jednoduchow ¥adu bodovou a
v jednoduché kuZelosetce K tnvolutorni fadu 2. stupné. Tyto
dvé ¥ady bodové jsou v souvislosti jednodvojznacné a majf dva
prvky spoleéné, jex se obecné rizni od: samodrufngch prvki
fady involutorni. Tyto samodruZzné prvky jsou bud dva rdzné
realné aneb pomyslné, nebof pro piipad, Ze se oba samodruZné
-prvky ztotoZnf, pfejde zmfnénd plocha v plochu 2. stupné.

Jsou-li samodruzné prvky involutornf fady realnd, jsou

s nimi dva body jednoduché fady ve dvojné kuZeloseice L
zdruZeny; v kaZdém z téchto dvou bodd protinaji se dvé sou-
mezné povrchové pifmky plochy, dvojnd kiivka méa v nich ka-
raktér kfivky vratu, jsou tedy cuspidalnémi body plochy; tato
mé dle povrchovych pffmek jim piisluSnych rozvinutelné ele-
menty. Pri ploSe tuto vySetiované ztotoZiuji se body spoletné
ktivkdm K a L se samodruZnymi prvky -involuce v kfivce K,
tak Ze jsou cuspidalnimi body plochy. Radé bodové ve dvojné
prémee U pisludf soustava kuZelovych ploch 2. stupné, je? maji
dvojnou kuZelosetku L za spoleénou tidfef kfivku.
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Rovinnym tezem této soustavy kuzelovych ploch s rovinou
jednoduché kuzeloseCky K jest soustava kuZeloseek, jeZ pro-
chdzejl dvéma body a sice obéma présettky kuZeloselek K, L
plochy; mimo to se vSechny dotykaji jisté pifmky v urcitém
bodé, maji tedy 4 body spoletné a tvoif involuci 2. stupné.

Dvojné ptimka U plochy jest spoleénou povrchovou prfm-
kou kuZelovych ploch; dle této maji kuZ. plochy spoleénou ro-
vinu tecnou, stanovenou duvginou piimkow a tecnou ke dvojné
kuZelosedce L, sestrojenou v priseéiku jejim s dvojnou pifmkou
plochy. Soustava kuZelosecek stanovi v jednoduché kuZeloselce
K, jeZz onémi dvéma body prochdzf, involutorn{ fadu bodovou
2. stupné.

Ka%dému bodu dvojné piimky U piislulejl dve body in-
volutornf Fady v jednoduché kuZelosecce XK. M4-li tato involuce
dva realné samodrugné prvky, nalézaji se na dvojné primee dva
cusptdalnt body plochy.

Cuspidalni body*) hledané plochy mozno analyticky nésle-
dujicfm zpisobem nalézti.

BudiZ déna zborcend plocha rovnicemi
A=Azt Ay+ 4,2+ A4,=0,
a=a,x -+ ay+a,z+a, =0,

pti CemZ A;, a; jsou funkcemi parametru ¢.
ZnamenejZ déle

4, = (ilé a,= Z—Z’ .

Cuspidaln{ body plochy zborcené jsou ddny rovnibemi
A=0,a=0, A =0,a =0.

Znamenejme déle

p=all-+F%), a=ff, n=af (L+fF +£7),

potom plat{ pro rozvinutelné elementy plochy nésledujicf rovnice:

*) Viz mé pojedndnf: ,Nekolik analyt. studif o plochdch 2zborcenjch®
v tomto Casopise. Zborcené plocha n-tého stupné md obecné (2n — 4)
cuspidalnich boddi; zborcend plocha 4. stupné tedy 4 cusp. body.
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0] PE— (q+ncos @) — pf.cosp =0,
2 cosp.f+tsing.y—f.§—f=0,
3) nsing .§ 4 pf . sin p =0,
“) —sing.§tcosp.n=0.
Této soustavé se vyhovi hodnotou sing =0, éemuZ pii-
sludf @, =0, @, = =, tak Ze cosp, =1, cosp, = — 1.

Ze (4) pak plyne %, = 0, 5, =0.
Z rovnice (1) a (2) obdrZime:

pE— (g £ n)f =+ pf, TE-SFE=S
Témto rovnicfm vyhovuji hodnoty

=0, §=f §&=0, i=—f
Tomuto teSeni ptisluleji 2 cuspidalnf body (¢, =+ £,
’7120: §1:0) a (Egz_fv ’72:()» §2:0).
Druhé feSenf podava pro veliCinu ¢ obecné dvé takové
hodnoty, %e¢ sing =0; z té pri¢iny moZno rovnici (3) veli-
¢inou sin @ kratiti, ¢imZ obdrifme:

of +nf=P=0.

Z rovnice (1)=Q — Pcosp =0 plyne Q =0.

Z té pritiny nalezaji se pifslusné cusp. body na dvojné
ptimce U, uréené rovnicemi P=0, Q = 0. : ‘

Soufadnice téchto cusp. bodd obdrzime

z (3) C:——R{,
z (1) : E:—%—::—%{,
‘a8z (4) ’1]:§::)—1;%;.‘

Dosazenfm téchto hodnot do rovnice (2) se poddva:

1
RO=TT S §+f__?z7”
Proto obdrifme

n= +qfva2j.‘12
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Tomuto teSenf ptisluseji dva [realné

\pomysin é} body cuspidalnf,
a’f*>1
kdyz {a’f’2< 1 }

Jest-li af’ = =+ 1, ztotoinf se oba body cusp., nebof n = 0.

Dodatek. Pro bod obratu merid. kitvky platf f” =0, a ve-
Skeré body piislusné povrchové kruZnice K jsou parabolickymi
body plochy toéné. Urcité dvé intensitni k¥ivky plochy tocné
majf v praseéfeich kfivky K s meridianovou rovinou, rovno-
béZnou se smérem S, vrcholy, jeZ jsou pro tento piipad body
vratu zmfnénych intens. kiivek, tak Ze v kaZdém z téchto dvou
bodi existuje svazek tecnych pifmek v roviné tecné.

Z té piiciny rozpadd se hledand plocha na dvé roviny
tetné a na toénou plochu kuZelovou, opsanou dle povrchové kruz-
nice K ploSe tocné.

To se d4 také analyticky dokdzati, nebof pro f” =0 ob-
drzfme

P=a(l4f)(f+f.0=a(l+F?).E, ‘
‘Q =a (14
R=f+F ¢

Dosadime-li tyto hodnoty do rovnice (IV) a kratime-li ve-

li¢cinou a*(1 -+ /%3, obdriime

[R2 —_ §2]‘.’. — n'.’[R‘Z S §2]1
t. j.
RRP—g=0¢li é=+((f+1.0
co% znamend dvé teéné roviny, dotykajict se tocné plochy v bo-
dech (£, 0, 0.); jakoZ i
V+E=RE=+r.0%
coz znamend tocnou plochu kuZelovou, opsanou dle povrchové
kruZnice K ploSe tocné.
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