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- O transformaci diferencidlnich vyrazi.') -
Napsal Bohuslav Hosltinsky.

1. Oznatme pismeny x, a x, kfivotaré soufadnice bodu na
dané plose; pohybuje-li se ten bod podél kfivky, jeZ probihi na
plo3e, jsou x, a x, funkcemi parametru f a diferencidl ds oblouku
vyjadfi se zndmym vzorcem :

ds\? dx,;\? - dx, dx, (dxg)”
=\ =a, (> 2a,, —= Ay [—2) . 1
(dt) “(dt) T2 Ty )

Koeficienty ai jsou funkcemi soufadnic x, a x,. Ndsobime-li pravou
stranu rovnice (1) druhou mocninou diferencidlu df, obdrZime to,
co se obylejnd nazyvd kvadratickou diferencidlni formou ds?;
v dal§im budeme v3ak poCitati stdle s derivacemi soufadnic x, a
x; podle parametru f a zachovdme névev ,kvadraticka diferenci-
alni forma“ pro pravou stranu rovnice (1), &¢imZ se ovSem néco
mélo odchylime od obvyklé terminologie. '
Zavedme nyni nové prom&nné y, a y, rovnicemi

X =X, (Y1, Vo), Xy =Xz (Y1, Vs) (2)

Predstavme si, Ze né&jaky vyraz (na pf. kfivost plochy) zévisf
na veli¢indch @i a na jejich derivacich podle- soufadnic x;, a x,.
Jak se zmé&ni takovy vyraz transformaci (2)? Z Cetnych uloh, které
od doby, kdy Gauss zavedl do teorie ploch kfivotaré soufadnice
(Disquisitiones generales circa superficies curvas, 1828), byly
v nauce o transformaci diferencidlnich vyrazii probirdny, pfipomi-
ndm tyto dva jednoduché ptiklady:

a) Derivujeme-1i rovnice (2) podle parametru #, obdrZime

dx, dy, dyz ‘
=U,, —— U g ——=

dt Yt + dt l

dx; _

&. l N

dy,
= Uy — + Uy —
dt ™ dt Tt dt

) Hlavni vﬁledky této prace byly obsahem pfednasky, kterou jsem mél "
;l;lgkgl. ledna 1926 ve schiizi Brnénského odboru Jednoty &sl. matematikit a
sikil, . : , T
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kde klademe pro struZnost

llm—':m, (l.,k#],Z).
Ok

Dosadme do pravé strany vzorcii (3) na mist

%’ti* do vazarce (1). Vychdaf
) 2 2 dx, . & 23, 2, 2 dy: dye
22w at A A e e a

kterou¥to rovnici lze psati téZ takto:
dx, dxs _

dy; dyk
Z Z S = Z 4
s at dt Z dt dt’ @
zavedgme-h ozna_éeni

b«l - blk :Z Z Ars Uri Usg. (5)

V rovnicich (4), (5) jakoZ i ve v8ech dalSich jsou vynechdny suma&ni
meze; rozumi se, Ze podle kazdého sumadniho indexu secitd se od
1 do 2.

Puvodni kvadratickd diferencidlni forma, kterd stoji na levé

stran& rovnice (4), pfechdzi tedy transformaci (2) ve formu s koefi- '
cienty by, které jsou definovdny vzorci (5). .

b) Budiz
rs
Uil

t. zv. Christoffeliv symbol, vyraz to utvofeny uritym zplisobem
-z koeficientll ay plivodni kvadratické diferencidlni formy; definice
symbolu bude uvedena pozdg&ji. Budiz ddle U (x,, x,) libovolnd
funkce prom&nnych x, a x,. Vyraz

Uy = U _ {fS} @_Q ) (U)
. 0Xr 0Xs 1 X

nazyvé se kovarlantni derivaci funkce U, pon&vadZ se transformuje
prdv& tak jako a,s. Pfejde-li totiz funkce U transformaci (1) ve
funkci V novych promé&nnych, bude

U(xl' xl) - V(}’n}’z),

oznalime-li, jako dfive, pismeny b koeficienty transformované
kvadratxcké diferencidlni formy, znakem

| {ris}b
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Christoffeltv symbol utvofeny pro transformovanou formu a piSeme-li

- \'a %4 ,
Vrs_ o - {rs}_a_, (6)
Yr s T U)oy _
lze dokdzati, Ze
Vik = ZZ Urs Uri Uske (7)

Souvislost mezi veli€inami Ups a Vix, vyjddfend rovnici (7) je

tedy zrovna takovd jako souvislost mezi a,s a by vyjddresd rovnici (). -

~ 2, Nauka o transformaci vyrazfi, které se vztahuji k dané
kvadratické diferencidlni form&, zaloZend Gaussem, byla pozd&ji
péstovdna hlavn€ Riemannem a Christoffelem. V novéj$i dobég
zdokonalili ji Ricci a Levi-Civita?) a nazvali ji ,absolutnim diferen-
cidlnim poltem“. Zdjem o ni stoupl zejména, kdyZ Einstein ve své
nauce o vSeobecné relativit€ pouZil absolutniho diferencidlniho
poltu (pro &tyfi nezdvislé promé&nné).

Vzorec (1), kterym se podle Gausse vyjadfuje element ds
oblouku, byl pozdéji podle vzoru Riemannova a jeho pokralovatelit
rozmanité zobeciiovdn, ale vidy tak, Ze v tivahiach absolutniho
diferencidlniho poltu pracuje se s kvadratickou diferencidlni formou.
Se stanoviska ryze matematického naskytuje se pfirozen& tato
otdzka: Jsou rozmanité transformacni vzorce absolutniho diferenci-
alniho poltu — jako na pf. vzorce (5) — omezeny jen na ten
pfipad, Ze bé&Zi o transformaci kvadratickych forem, nebo je moZno
dati jim obecn&j8i vyznam? KdyZ jsem Cetl rozmanité préace
o transformaci kvadratickych diferencidlnich forem, shledal jsem,
Ze viechny vypolty zakladaji se pfedev3im na vzorci (5), kterym
se definuje premé&na koeficientd ax v koeficienty b4. Soustava
Cisel ay (Cili ,tensor“, jak se nyni Casto fikd) transformuje se
urlitym zptisobem; z toho pak plynou v3echny daldi dasledky.
Cely absolutni diferencidlni pofet d4 se pojimati z obecné3§1ho
hlediska a sice takto:

BudiZ

F (xhxe, dxl dxg) ,

dt dt

libovolnd funkce veliin x, a x,, které povaZujeme za funkce pe-
mocného parametru #, a jejich derivaci podle . Zavedeme-li nové
promé&nné y, a y, rovaicemi (2), obdrZime

' dx, dx dy, dy
F x)x‘lr"_‘“ = G( » )2 ! 2)
~(‘ dt dt) Yo Ve T

) G. Ricci—T. Levi-Civita: Méthodes du calcul différentiel absolu
et leurs applications (Mathem. Annalen, Bd. 54, 1901, p. 125-201). — ObSir-
né]é( dila: H. Galbrun: Introduction a la theone de la relativité (Paris,

1923). T. Levi-Civita: Lezioni di calcolo differenziale assoluto (Roma 1925).
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Poné&vadz
' A 5 dx,
3G _ s 2F T dtf
dy{ r dxr ) @g}i[_
. dt dt
a ddle, uZijeme-li znakd u,; difve definovanych,
5 dxr
! d AT 1 dr
X = Z d ‘_:11'{' Uri,
t 6_}’_
dt
bude’
3G 3F y
T = < Hri
d dyl r 6&
dt dt
. . . dyk .
Derivujeme-li tuto rovnici podie a4 vychazi
| 312G 32F
iy~ S T, e ®
dt dt dt dt

Srovnejme -vzorec (8) a (5); dostdvame v&tu: BudiZ F libo-
volnd funkce veliin x,, Xy a jejich prvnich derivaci podle parametru
t. Zavedeme-li nové proménné V1> Ya rovnicemi (2), transformuje se
soustava veli€in '

32F :
aik——m(’ k=1,2) )
dt = dt
- prdvé tak, jako soustava koeftaentu a;x kvadratické diferencidini

formy.

Levou stranu rovnice (8) oznadime pismenem b;;; rovnice (8)
stdvd se pak totoinou s rovnici (5). Ve specielnim pﬂpadé kdy
funce F je totofni s polovinou kvadratické formy (1), jsou veli-
8iny a;; totoZny s koeficienty této formy a b/ jsou totoZny s koe-
ficienty formy transformované.

3. Vzorce pro invarianty a kovarianty kvadratickych diferen-
~ ciflnich forem dajf se na zdklad® uvedené vé&ty zosobniti tak, Ze
platl pro funkce F, které jsou zdvisly jakymkoli zplisobem na ve-

lidindch xi. x, ana lej:ch derivacich dx; - dx, . Budit P(——Q Atk
dt dt. X

A ax

m) kovariant diferencxélni formy F o koeficientech a;x;
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vyraz P obsahuje jednak derivace prvého fddu funkce U (x,, x,),
jednak koeﬁcnenty aix a jejich derivace. Kovariance je vyjddfena

rovnici
P (a*g', Ay M) =P (a 4 blkv 2 bik)
dX; X dYi dYi

kde znati V funkci, jeZ vznikd z U transformaci (1), a bix jsou
koeficienty transformované diferencidlni formy. ,

KaZdy kovariantni vyraz P zstidvd kovariantnim, nahradime-li
kvadratickou diferencidlni formu funkci F, kterd zdvisi na x,, x,,
i na jejich derivacich podle # zcela libovolnym zpasobem; ovSem
tfeba soufasn& zavésti na misto veli¢in a;x nebo by derivace
druhého tddu funkce F definované vzorcem (9) neba derivace
transformované funkce G, jez jsou definovdny levou stranou
rovnice (8).

Postupem, ktery se vyklddd v teorii ploch B) odvodime tyto
vysledky (pismeny ai a by znalime vidy druhé derivace funkci
F a G, jak prdv& bylo vyloZeno) platné pro zcela hbovolnou
volbu funkce F.

Determinant veli¢in a; transformujeme podle rovnice

b1y, 04,
bl‘lv bz‘z
co? plyne ptimo z formuli (5) podle pravidla o nisobeni deter-
minanti.

Jsou-li U(x,,x;) a U’ (x,, x,) dv& libovolné funkce promén-
nych x; a x,, jest vyraz

aU AU’ (aUaU’ AU aU’)
12 —_— ) 4

— all‘ al‘Z
al2| a'!‘l

Uyy Uy 2‘
Uy, Uy,

1
ay; Ay — A% ) X1 9 X,

+ay, —

3X, Xy X, X,
U eU’}

kovariantni viidi libovolné transformaci (1)
Zavedeme-li Christoffelovy symboly (zobecn&né pro libovol-
nou funkci F) rovnicemi

[lk] (aaxl + dak baik)
L, 2 \exe  axi  axi)’
[1k} ZA"[lk]

kde Arl jest minor pfisludny prvku ay v determinantu

aluan}' :
a,5,044

8 Viz dila svrchu uvedend nebo knihu Bianchi-Lukat: Vorlesungen
iiber Differentialgeometrie 2. Aufl. (Leipzig, 1910), § 23.
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déleny hodnotou determinantu samého, a znalime-li obdobné&
(s indexem &) Christoffelovy symboly utvofené pro funkci trans-
formovanou G, shleddme,*) Ze pro kovariantni derivace (6) a (6)
‘plati zase transformacni relace (7). Z toho plyne kovariance druhého
diferencidlniho parametru

Z; A Uire atd.

4. Nalezené vysledky plati zcela obecn& pro jakykoliv polet
nezdvisle prom&nnych velié¢in. BudiZ
ax,  dx, dxn)
dt ' dt ' dt
libovolnd funkce n prom&nnych x; a jejich prvnich derivaci podle

pomocného parametru f a ozname symbolem ax (i, k=1,2,...n)

ax jako dfive;

F(xl, Xg - . - Xn}-

jeji parcidlni derivace druhého fddu podle %1‘ dat

viz vzorec (9). KaZzdd formule nebo rovnice absolutniho diferenci-
dlniho poctu kovariantni s danou kvadratickou diferencidini formou,
jejiz koeficienty a;; jsou ddny jakoito funkce proménnych Xx;,
prejde ve formuli nebo v rovnici kovariantni s funkci F, nahra-
dime-li koeficienty a; druhymi derivacemi funkce F podle vzorce
(9). Kovariant takto utvofeny bude obecn& zdviseti nejen na pro-
%’%, i kdyZ pavodnf ko-
variant (utvofeny pro kvadratickou diferencilni formu) derivaci
neobsahoval.

- ménnych x; nybrZ také na derivacich

*

Sur la transformation des expressions différentielles.
(Extrait de 'article précédent)

Soit F une fonction donnée de deux variables x,, x, et de

dx1

leurs dérivées v ?it prises par rapport & un paramétre auxi-

liaire ¢ et dés:gnons par ai les dérivées partielles du second ordre
de F prises par rapport & ces dérivées (voir la formule (9)). Par
le changement de vanables défini au moyen de formules (2) et (3),
4y, dy,,
dt’ dt’
by (lies dérivées -du deuxiéme ordre de G prises par rapport a
Yk

et a

4) Viz Bianchi-Lukat‘l.‘c.‘§ 26.

soient
dy,
df
Les relations qui existent entre les quantités a; et by sont

F devient égale a une fonction G de Vi Vo
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exprimées par la formule (5). Il en résulte que les expressions du
calcul différentiel absolu, covariantes avec une forme quadratique
différentielle & coefficients a;x, deviennent des expressions covari-
antes avec la fonction F a condition de remplacer les coefficients
de la forme quadratique différentielle par les dérivées du second
ordre de F suivant la formule (9).
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