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Zobecnéni problému normal na elipse.
- Dr. Josef Kounovsky.

1. Problém normal kuzeloseéky mozZno zobecniti’ tlohou:

V roviné kuzeloselky sestrojiti primky, jez prochdzejice danym
bodem mimo kuZelosetku protinaji ji v daném hlu.

, BudiZz déna elipsa £ ob&ma osami, ostry thel «, v kterém
maji 4dané piimky elipsu protinati & to v urditém smyslu (v obr.
jest vyznaden Sfpem ve smyslu pohybu hodinovych ruditek od
teény k Zadané piimce) a bod o, jimZz maji Zadané p¥{mky pro- .
chizeti. Kineticky vyjadfeno pohybuje se neproménny thel o«
tak, e jedno rameno prochézi pevnym bodem o a druhé raméno
obaluJe danou kiivku E. Jinak formulovano , maji se sestrojiti
bodem o paprsky, zname-li jich thel dopadu R -— « na elipsu.

Je-li P, proménnd tedna elipsy, sestrojme bodem o pi{mku
P ) P, a primku P gvirajici 8 P, v daném smyslu dany dhel a.’
Jsou-li p’ a p" pruseéiky piimek P’ a P s teénou P,, jest geometric-
kym mistem paty p’ upatmce (04 ehpsy pro bod o a geometrickym
mistem prasediku p” kfivka C”, jiz miZeme nazvati Sikmou
apatnici elipsy. Pravotahly A op p” se-stdlym tGhlem ¢ zachova
ve viech polohich svou podobu, pomér stran-op’ :op”=sin a
jest staly. Otodfme-li paprskovy svazek o(P...) ve smyslu
uhlu ”a o ftihel 'R —a, obdriime paprskovy svazek o(P ...),
bod p se otod{ do polohy p” a k¥ivka C” do kfivky C". JelikoZ
op: op” =sine jest staly pomér, jest krlvka C’" homotetloka
s tpatnici ¢ v poméru sin a. Tedy:

- Sestrojime-li libovolnym bodem paprsky protinagics teény dané
kiivky v daném_<ihlu, jest geometrickym mistem prislunych prise-
ikt krivka podobnd dpatnict dané Imvky pro ten bod v poméru
sinu daného whlu.

Prisediky s1kmé upatmce C’" 8 danou khvkou poskytu]i'
fe¥eni nadeho problému pro libovolnou kiivku,

2. Paty normél prochézejicich bodem v na ehpsu E’ sestro]u]i '
~ se jako jejf prisetiky s rovnoosou hyperbolou Apolloniovou takto

-vytvofenou: Vytkneme prom&nnou dvojici sdruZenych primérd .
,ehpsy P, P, a sestrojimebodem o kolmici P’ |- P;;-prisedik- kol- * -

nnce P’ 8 primérem P, jest bodem pomocné hyperboly, _ktera ]est" -
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vytvofena projektivnimi paprskovymi svazky o (P'...) A s (Py...),
kde s jest stfed elipsy; svazek o (P’...) jest kolmy ke svazku
8(P;...) a s nim shodny. Hyperbola prochazi vrcholy o, s svazkt
a Gb&inymi body na osach elipsy.
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. Paprskovy svazek o (P ...) vznikd otodenim svazku o (P’'...)
o thel B — a v opadném smyslu Ghlu e. I jest patrny projektivni
vztah svazkio (P ...) A 8 (P;...); jich vytvarem jest geometrické
misto bodu p . . ., kuZelosetka K, jez prochdzf bodem o a sttedem s.
KuZelosetka K jest tedy geometrickym mistem prisediku pri-
méru dané elipsy s piffmkou, jeZ prochézejic bodem o svird s pri-
mérem jemu sdruZenym dany thel «. Prisetiky kuZelosetky K
s danou elipsou, v obr. body ¢ a u, poskytuji fe¥eni{ vyteného
tkolu; pifmky T=ot a V=ou protinaji elipsu v @hlu a.
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Budiz o thek: jejz svirajf oba stejné dlouhé sdruzené praméry
danéelipsy; thel dvojic jejich sdruzenych pruméru pohybuje se vme-
zich w a R. Druh kuzeloseSky K zavisi na oboulthlech ¢ a w. Je-li
a < w, pak jest K elipsou, jeito konstrukce poskytu]e viechny
body kiivky v koneéné vzdalenosti. Pro ¢ = wYjest K parabolou,
majic jeden bod v nekoneénu, a to na jednom z obou sdruZenych
pruméri stejné dlouhych. PH o« > vyskytnou se na elipse dvé
dvojice sdruZenych priamérd, soumérné podle-jejich os, jez sviraji
ahel a; ty poskytnou dva nekoneéné vzdalené body kuZelosetky K,
kterda jest v tomto pFipadé hyperbolou; pro a= 90° stivd se
hyperbolou Apolloniovou.

Sestrojme poldru @ bodu o vzhledem k elipse £ a vytknéme
jeji dvojici sdruZenych pruméria @, @,, kde @, prochdzi godem )
a @, Q;1ijest o =¢q bodem kuZeloseéky K, jevicim se jako pri-
seik pruméru @, s pfimkou @, jeZ prochazejic bodem o protind
pramér @, v Ghlu a. P¥imka @ jest tedy teénou kuZelosetky K
v bodé o jakoito paprsek piifadény spojnici so vrcholi obou
projektivnich svazku, &itdme-li ji do svazku o vrcholu s.

Sestrojime-li bodem o pfimku svirajici s malou osou B, elipsy
thel «, protind velkou osu v bodé b kuZelose¢ky K; a piimka
oa | ob svirajic s velkou osou A, elipsy thel a protind malou
osu v bodé @ na K.

Tim jest kuZelosetka K Gplné uréena: prochazi body osa b
a dotyka se v bodé& o pfimky €. Snadno sestrojime teénu v bodé s,
prochézejici direkénim stfedem d obou projektivnich svazkd,
ktery jest uren na tetn& @ spojnici I I1, plynouci ze zndmé k-
%0vé konstrukce kuZelosetky; I = (oa, sb), II = (ob, sa). Involuci
sdruZenych prumért sestrojime osy. Je-li K parabolou nebo hyper-
bolou, sestroji se pomoc{ prvkd ub&Znych. :

3. Paty normél prochazejicich bodem o na danou elipsu se-
strojuji se dualné k difive uvedené konstrukei pomocnou para-
bolou Steiner-Pelzovou, jeZ jest polarné reciprokou kiivkou
uvedené Apolloniovy hyperboly vzhledem k zakladni kuZelose&ce.
Otaci-li se pfimka P kolem bodu o, obaluje jeji kolmé sdruZens
polara vzhledem k zdkladni elipse tuto pomocnou parabolu, kters
se dotyksa os uvaZované KuzZelosebky a poliry Q. Spoleéné teény
obou kiivek uréuji dotyénymi body na dané kuzeloseéce paty
zadanych norma4l.

SestrOJme v naSem obrazci polarn& remprokou parabolu K
k pomocné ‘kuZelosetce K vzhledem k zikladni elipse E. Jejt

proménné tedna P, poléra to bodu p, ktery lei na praméru P,
jest rovnobéznd s prumérem P, a svird s piHmkou P dany thel a.
Spoleéné teény paraboly K a dané ehpsy, v obr. T a U, urduji

dotyénymi body ¢ a pruseélky ehpsy s pfimkami vyhovu]iciml
dané podmince.
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P61 ¢ teény @ kuZelosetky K vzhledem k elipse, jest dotyd-
nym bodem pomocné paraboly na teénd Q.

Konstruktivng dilezité jsou jeji tetny 4 a B, polary prise-
¢kt a a b kuZelosetky K s osami dané elipsy; A 1 B a jejich
prisedikem [ prochazi ¥dic{ p¥mka R paraboly.

Sestrojme normdlu N | @ kuZelosetky K a na ni jeji b bod n.
Polara-N | Q, protoze pHimky N | Q sviraji s N resp. @ dany
thel a. Pruseéikem 3{_ (N, Q) prochazi rovn&z ¥idici primka
paraboly, tedy R = I n, kteraZ jest polarou prisediku r = (ab, ng).

Bod r jest pélem involuce, kterou vytinid na kuZeloseéce K
pravouhld involuce paprskova o stfedu o; dvé jeji dvojice jsou

oa, ob; on, og. Kazdé dvojice této bodové involuce na K poskytuje
dvé vza]emné kolmé teény pomocné paraboly, protinajici se na

jeji pf¥imce Fidici. Vytkneme-li bodem r tétivu sv na K, p¥isludeji

dVOJICI bodl s a v Gb&ind tedna paraboly a jeji tetna vrcholova
VI R.

4. Tim jsou dany vzdjemné souv1sepci konstrukee dulezitych

prvki obou pomocnych polarné reciprokych kiivek, jez fesi vytteny

ukol pro elipsu. Pfi hyperbole a parabole jest feseni zcela obdobné.

Zobecnéni problému normdal mozno takto vyjadiiti:

Otadi-li se v roviné kuZelosetky primka kolem pevného bodu,
protind primér kuZelosecky sdrufeny k praméru, s nimi piimka
svird dany thel (i smyslem) v bodé, jehoZ geometrickym mistem jest
kuZeloseCka; jeji pruseiky s danow kuZeloseékow jsou body, jichz
spojnice s uvatovanym pevnym bodem protinaji kuzelosecku v daném
dhlu. Primka sestrojend polem otdéejici se primky a protimajici ji
v tomto daném wuhlu obaluje parabolu, jejiz spoletné teény s damou
kuZeloseckou 7edi dotyéngmi body na ni tentyZz +ikol.

Kiivy- svazek teten P paraboly K jest patrné kolmy na
svazek o (P'...) a tedy rovnob&iny se svazkem teten paraboly
Stemer-Pelzovv prifadéné bodu o, ¢imZ dano jest samostatné
jejf prOJektlvni zdtivodnéni (bez polarnostx s ktivkou K). Ka,zdym
dvéma vzijemnd kolmym pimkim ve svazku o vrcholu o jsou
piifadéhy vzéjemné kolmé tecny této paraboly

Vyvozenych vztahi mozno pouZiti pii pohybu smykavém
jako specidlnim pohybu kardicidickém, pfi némZ po evoluté dané
elipsy jako poloidé nehybné kotdli jejf tetna jako poloida hybné.
Pohyb ten jest dan danou elipsou jako trajektorii vrcholu pohy-
bujictho se pravého thlu, kdyZ jedno rameno zistivd normélou
kuzelosetky; snadno posoudime ?e okamzity poél jest v piislus-
ném stfedu_kfivosti elipsy. PHmka prochazejici vrcholem pra-
vého thlu a protinajicf v libovolném thlu danou elipsu obaluje
kiivku 4. t¥dy, jejiZ tetny z libovolného bodu vyehézejici jsou
dény zobecnénim problému normél. Dotydny bod v kaidé poloze
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jest patou kolmice na pfimku piislusnym stiedem k¥ivosti (po-
lem). A libovolna prlmka takové pohybujici se neproménné sou-
stavy obaluje jeji ekvidistantu.

*

Généralisation du probléme des normales pour l’ellipse.
(Extrait de l'article précédent.)

Cette généralisation est énoncée par le probléme suivant:
Mener, par un point donné dans le plan de Dellipse, des droites
coupant la courbe sous un angle donné (en grandeur et en sens).
La construction est effectuée de deux maniéres a l’aide de deux
coniques polaires réciproques par rapport a l’ellipse donnée; ces
coniques sont classifiées et déterminées par des conditions simples.
Ces deux courbes sont ’analogie de I’hyperbole d’Apollonius et

“de la parabole de Steiner-Pelz, dont on se sert dans les deux con-
structions réciproques du probleme des normales des coniques.
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