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O pudorysu meze vlastniho stinu na serpenting,

; osvetlene paprsky rovnobéznymi.
v ovkmaws - Napsal Dr. Josef Klima.

‘Serpentina, neb Sroubové, rourovité plocha, vytvoif se co oba-
lovéa plocha plochy kulové o konstantnim poloméru r, jejiz stted S
pohybuje se po Sroubovici §, ktera -budiZ na rotaé. plose valcové

- o'ose 0, kolmé k pudorysne o polomdru a, a jejiz redukovana vyska
budiz v°. V obr. 1 vyznadeny jen pudorysy jatvarh.téch a Sroubo-
vice § bud pravotoélva. Charakteristikou na libovolné poloze plochy
kulové je hlavni kruZnice £, jejiZ rovina je kolma k teéné, sestrOJene
v jejim stfedu k Sroubovici 4. Jeito viechny teény sroubovice § jsou
stejng sklonény k pidorysné o tihel  (tg « = v°/a), budou téZ pado-
rysy vSech charakteristik & shodné elipsy, ]whz hlavni poloosa =r
a vedlej&f; poloosa = r sin a. Serpentinu mozZno si tedy téZ mysliti
vytvofenu Sroubovym pohybem kruznice k. Abychom uréili body
meze vlastntho stinu na uréité poloze charakterlstlky k, sestropme
mez vlastnfho stinu p¥slusné plochy kulové a jeji pruseciky s k jsou
dva body meze vlastnfho stinu serpentmy Mez vlastniho stinu na
ploge kulové je hlavni kruZnice I, jeji% rovina je kolma k paprsku s.
Prisetiky A, *4 kruZnic k a I jsou dva diametralné protilehlé body
cha.raktenstlky k a proto tedny v nich k charakteristice jsou rovno-
bé&Zny a maji tudiZ spoleny pol 1) Sestroﬁme-h tedy pol P svétel-
nych paprskid tim, Ze uréime vrzeny stin ¥’ bodu V osy o, ktery je
nad puidorysnou ve vzdal. v° a tento otodime o 90° ve smyslu ‘oté-
&eni Sroubovice §, musi ptdorysy 4, a 4, bodi meze vlastniho stinu
byti na pruméru elipsy &y, jdouci polem P %) D4 se nyni snadno do-
kézati, Ze pidorys meze je cissoidou elipsy a kruZnice. pro pol P.
Mysleme si tvofici plochu kulovou posunutu rovnobézné tak, a% j ]ep

1) Rohn- Pa,ppentz ,,Lehrbuch der darst. Geometne“, 1. dil str. 144. -

- 1) Tamté% neb pojednénf od Ch. Hanocgq: ,,Sur la separatrice d’embre

et de lmiére dans le serpentine** v Annales de la Société scientifique de Bru-

xelles XXVII {3), rok 1902—-1903, IE. dil. Pojednént to nebylo mi pFistupné,

ale v referdtd o tomto v ,,Revue semestrielle des publications mathémati-

ques*, sv. XII, ro8. 1903, str. 19, pravi se, e dokazan tam nésl. theorérn:

. Priméry t_vol"ic’i koule, jich% koncové body ‘néleZeji mezi vlastniho stinu

_j sou povxﬁka.rm konoidu, majictho za rovinu ¥idicf rovinu kolmou k svi&t.

_paprdku; 'za ¥dici pFimku_svislou pfimku (v nafem obraze je to vertikila

kulen; P) a za Fidici kFivku Sroubovici §, jiZ probihé stied; tvoFief plochy
ov
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stfed je v pélu P a sestrojme piidorys m, jeji meze vlastntho stfnu.
Oznadime-li prisetiky spojnice P4 A s elipsou m, R a 1R a 8 krug- .
nici & oznadeny S;, tu je patrng S,4; = PR a ;S}A1 = PIR. Do-
stdvame tedy:

s Pidorys meze vlastniho stinu na serpentmé’ 0 0se kolme’ k pu-‘
dorysné, je cissoidou kruZnice &, pidorysu to zdkl. Sroubovice a
elipsy m,, phdorysu to meze viast. stinu shodné plochy kulové s tvorict, -
jeZ md stied ve svételném polu P; pro stied této elipsy co pélu.**

Obr. 1.

- Cissoida ta je stupné osmého, je soumérna podle osy Po,, v bodé
P a mé Etyinasobny bod, a teény v ndm prochézejf prisetiky kruz-
nice &, a elipsy m,, z nich% dv& jsou v naSem piipadé redlné a dve -
1magmé,rni Kfivka ta m4 Gb&%né body elipsy m, za samodot. dvojné
body a tedny v nich splyvajf s asymptotami ehpsy m, & ste]né mé .
imag. brody kruhové za samodot. body dvojné a teény v nich jsou -
minim4lnf pﬁmky, jdouci stfedem o, je to tedy k¥ivka bicirkuldrni-
~ abod o, je jejim vyznadnym ohniskem; Kfivka ta v naSemi pH-
padé skldds se ze dvou &éstl. Vnitin{ se podobé Paskalové zdvitniei
(tato by vznikla, kdyby m, byla. kruimci a pél P byl na &’1), a vné;éi X
‘ tvaru ovéloveho, Ll v

ey aaopls pro péstov&-ni mstematiky 8 fysﬂm Roimlk LVIII [
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Na zdkladé toho, Ze pidorysem meze vlastniho stinu je cissoida

_.elipsy m, a kruznice & pro pol P, miZeme snadno sestrojiti tednu
- v obecném jejim bod§, na p¥. 4, tim, Ze polarni subnormala cis-
soidy = soudtu polarnich subnormil kiivek zédkladnich m, a §. Tak
v obr: 1 sestrojena norméla A,N (PN= PU + PU,),kde UR a U, 4,
jsou normaély elipsy m, a kruZnice 4. Stejné bychom mohli uréiti
' st¥ed k¥ivosti v bodé 4,, jak ukdzano tieba ve spise Wieleitnerove
»,Spezielle ebene Kurven‘* str. 4 neb ve Wienerové ,,Lehrbuch der
darstellenden Geometrie*‘, I1. dil, str. 225.

Zvld$tnt pripady: 1. Kdyby ‘redukovand vyska 20 = 0, preila
by serpentina v annuloid, pél P splyne se stiedem o, a dostaneme
znamy vysledek, Ze pudorys meze vlastnfho stinu annuloidu o ose
kolmé k pudorysns, je cissoida ehpsy a soustfedné s nf kruZnice

pro pol ve spoleéném jich stiedu, jez je tu téz konchoidou elipsy.

’ 2. Ktivka, jez je pudorysem meze vlastnfho stinu serpentmy,v
rozpadne se v eltpsu m, a bicirkuldrnd kitvku 6° kdyZ pél P své-
“telnych paprski padne na kruZnici 8, b §. kdyz sklon svételnych
paprskit = sklonu teden Zroybovice &. Jeito stied .o, kruznice &
je na hlavni ose elipsy m,, je nemoiné, by kruznice & mdukovala
v P touz involuci, jako je involuce sdrus. praméri elipsy m; a proto
cissoida ta nemue se rozpadnouti ve dvé kvartiky.

3. V piipads, Ze paprsek s je rovnobéiny s pudorysnou, nelze
uziti na¥f konstrukee, jeito elipsa m, pfejde v tsetku a pél P pa-
prsku & je Gb&znym bodem kolmice k s,. T mozno tu piidorys meze,
jenZ je téZ piudorysem néarysného obrysu, je-li 8 kolmo k narysné,
sestrojiti nasledovné (obr. 2). Na kaZdé charakteristice %, o stfedu S,
jsou dva body meze 4, 14, jichZ pidorysy jsou na praméru elipsy %,
kolmém k pidorysu s, paprsku. Bychom nemuseli elipsu %, otadeti
kol stfedu o,, moZno téZ konstrukei bodi 4,4, provadéti nasle-
dovng. Sestrojme elipsu u, o sttedu o,, jejiZ hlavnf osa je kolma k s,
a jez ]e shodna s pudorysem charaktenstlky (hlavni poloosa = r

ot
2+ 02
- 8 elipsou ul, U resp. 1U, tu patrn® poloméry o,U = oiU = §;4, =
= 814, jesto sviraji s hlavnimi osami shodnych elips w, a k, ty%
tihel. I dostaneme ptdorys nérysného obrysu tim, Ze stfedem o,
* sestrojime’ libovolny paprsek 0,5, a na pifmku jdoucf priusedikem
jeho 8, 8 kruznicf § kolmo k s;, naneseme poloprimér o,U elipsy u,
~ od prusedfku 8; na obd strany. K¥ivka takto odvozend sklada se-
- ze dvou $4stf soumérnyeh podle 8, tvard srdecovyceh, jez majf spo-
leénou osu soumémostl L &3 Z této konstrukce kfivky uréf se

a vedle]si =r sm a -_V Ozna,éime-h pruseéiky spojnice 0181

HJ e~h"polomér Sroubovice. & opét a & polomér koule tvotici r a reduk.
- vy#ka roubovice § oznafena v", je rovnice khvky té, kdyZ @ =0, nSay= 8
LR @ et 0 — g0 (k) o=,

: khvka stupnd oamého a sice bzczrkuldmi - :

P
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snadno body jeji R, 1R 2R, 3R, v mchz tedny j ]sou kolmy k s, a jez
odpovidaji vrcholim vedle]éi osy elipsy u,. Lze téZ urditi dvojné
body X, 1X kiivky, jez jsou prisediky obou éasti na ose s,. Kdy-
bychom totiz pfi nas$i konstrukei elipsu u, nahradili kruZnici o
opsanou nad polomérem 0,!S | s co primérem, tu bod M, ktery
sestrojime podobng jako bod 14, tim, %e pieneseme MT = 0,Q a
MT | s,, padne na p¥imku s,, jak plyne se shodnosti trojihelnfkd

Obr 2.

0,*8Q a 0,1'M. Abychom tedy urdili body X a1X na 8, v nich¥ .
protinaji obé Sasti, stadi urditi body odpovida,]ici prﬁseéfkum Z 1Z
kruZnice & s kruzmci w. - -
Tetnu k této kiivce lze v bodd A1 sestrojiti dvojim zpﬁsobem ‘
1. Podle theorému Dupinova mo#no v bodd tom urditi dva pary. 3
konjugovanych teden, jet urdujf involuci, kterd v bod& 4, je elipti-
ckou, a hledana tetna je pak sdruzenou pHmkou v této involuei -
~ k sméru ;. Jeden pér involuce té je tedna m k Eroubovici jdouef .
» bodem A (my L olAl) a sdruiené, tedna m ]e spadova primka. v pri‘ .
o 2‘



 slufné roving teéi;e, ]éz je rovnobéina s paprskem s a tedy m’ L&
Druhy pér sdruz. te¢en je tetna n k charakteristice £ a smér n’ po-
: vrchovych pfimek opsané plochy vélcové serpenting podle & a je -

patmé #' | 0181 Sdruz. pfimku k sméru s, teénu to ¢ ke kiivce, se-
strojime ne;lépe uZitim kruZnice opsané nad o8, jako primérem.-

2. Mo?no odvoditi teénu tu té% na zéklad$ konstrukce bodd
‘této k¥ivky. P¥ihlédnéme bliZze k vztahu, jenz je mezi body elipsy %, .

‘a body kfivky. Kruznici opsané nad OS (obr. 3) jako primérem

"

Obr. 3.

- a'kni sbﬁméi‘né. kruznici po'dle'stredu O odpovidal primér s, kruz-
 mice ¥ kolmi k O8 a elipsa, je2'je afinn{ ke kruZnici § podle osy s,
- _sméru OS a charakteristiky 2. Té ale libovolné krunici 1% jdouef

body 0,8 a'k nf soum¥rné 1k, podle st¥edu O odpovidi p¥mka p, - |

jet Je. teénou spoleénou obou kru¥nic v doty¥. bodd O a ehpsa A
. afinni ke kruZnici § podle osy. p,.sméru OS a charaktenstxky 2,
. Oznad{me:li bodu 1M kruZnice % odpovidajici. body ‘1M’ a 1M"

L AMT M'[ros MIM” MM'=0'H) a prftseéik OM s 8 bodM :
.v.tu]e patmé i " f e
b o Aoer@AowM e

B "udiﬁubod 1M” padne vidy na teénu p i
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_ Libovolné kruznici 2k, dotyka]ici se kruZnice 1k v bodg 0 ajf
soumérné 2k, podle O odpovfda]i v na¥f transformaci dvé elipsy, -
jez jsou afinni ke kruZnici & podle osy teény p v bod8 O sestr. ke k. -
~ Libov. bodu *M kruZnice % odpovidaj{ body M’ a :M" (MM =
=M*M"=0HM) a ]ezto kruZnice % a % jsou homothetické podle
stiedu O a poméru 020 : O'Q (22 a 1Q jsou st¥edy krutnic 2k a k),
jsou take poméry MM :iM"M a IM"M” :iM"M konstantnf
a tedy body M’ a 2M” vytvoli p¥i otdteni OM kol O dvé elipsy
2}/ a 2", je% jsou afinni ke kru¥nici & podle osy p a sméru OS. Tetny
tedy k ehpsam 2", 2k, 1’ v bodech 2M"”, :M" a 1M’ protinaji se
8 teénou sestrojenou ke kruznici § v bods M v témz bodé Pnaose p. - -
Podle toho lze uréiti teénu v bod$ A, a soudasnd 14, (obr. 2)

k na¥{ kiivce tim, Ze nahradime elipsu u; kruZnici dotykajici se této- -
v bodg U a prochaze]ici stiedem oy, stfed jeji je Q. Prasedkem P,

piHimky o,P | Do, s tednou sestrojenou v bods S; ke kruimcl &, -
-prochézejf teény ktivky v bodech A1 ald,. ’

£

Sur la projectioh horizontale de la ligne &ombre propre sur
' la serpentine, pour les rayons paralléles._ » -
(Extrait de®l’article précédent.) '

_ Sﬁpposon}s la serpentiﬁe engendrée par une sphére au rayon

7 dont. le centre parcourt une hélice » a ’axe o, perpendiculaire - -
au plan horizontal, au rayon a et au pas réduit +°. Le théoréme
a heu -

= La jproyectzon homzontale de la ligne d’ombre propre sur une -

serpentine est la cissoide du cercle h,, projection horizontale de Uhé-
lice fondamentale, et de Uellipse m,, projection horizontale de la-
- ligne d‘ombre propre d’une sphére congruente ‘a la sphére généra~ .
trice, ayant son cenire au pole lummeux P le centre de cette ellzpse’f.«-‘
€lant le pole. ’

. Clest une courbe du- 8e ordre, le pole lummeux P en est -
- point quadruple, les. points & Vinfini de Lellipse m, en: sont des -
“tacnodes, les tangentes en.ces pomts se confondant avec les
asymptotes de Dellipse m,; de méme, les points isotropes sont. .
_ses tacnodes et les  tangentes en ces points sont les droites -
"“isotropes menées par le .centre o, dit- cercle h,. Par conséquent. - :
la" courbe est bicirculaire et le point.o; en est un foyer singulier. :
Si l'inclinaison: des rayons lumineux est la méme que celle des tan-, . -
- gentes de. P’hélice kb, la cissoide: dégénére en 1V elhpse my et en
--une’ -caurbe bwlrculau'e ‘du’-6° ordre:” Dans -le ‘cas ot le  rayc
s est paralléle au plan horizontal’ de pro;ectxon, cette constru -

,,,,,

_:-A'sxon nest pas applicable Pour oe’ eas, 1’auteqr donne
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-méthode de construire les points de la projection horizontale du
contour vertical (on peut supposer s perpendiculaire au plan
vertical de projection). On construit I’ellipse %,, projection hori-
zontale du cercle principal de la sphére au centre o, et au rayon
. r, dont le plan est perpendiculaire au diameétre incliné, au plan
horizontal de projection, sous le méme angle que les _tangentes
de I'hélice fondamentale h.- Un diamétre arbitraire o,8; coupe
Pellipse u, en un point U et le cercle A, en un point §;; par
ce point on méme une perpendiculaire & la direction s, et on y
détermine deux points A4,,'4, de la projection horizontale du
contour vertical, en faisant §;4,=8,24,=0,U. Les points
doubles X, 1X de cette courbe du 8° ordre sont déterminés
comme les points correspondant aux points d’intersection Z, 'Z
de Ulellipse %, avec le cercle ayant o0,1S comme diamétre.
L’auter donne ensuite deux constructions de la tangente en un
point- arbitraire de cette courbe.
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