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. Kritim-li ¢=+1, dost&vém rovnici:
3/ ’ ’ 3/
PIO (t) dt + 'P (t) dtn—l + + P k(t) dtn—k +

+ P W 4 Py =0,

kde F';(f) jsou polynomy téhoz stupné n—1-ho. Tim tedy dikaz
proveden.
Za piiklad méJme rovnice 2-ho i‘adu°

+ ax Iy + ly = 0;
hotejsf substltuci pre)de v tuto:
o) —
dt“ Y4+ @ at)d + byt =0,

coZ jest rovnice Laplaceova.
Rovnice 3-ho fddu:

a’y L@y, dy
6 4 2 7 —
z dx3+ a,z qu“"blz dw +eay=0
pi‘ejde v tuto: .
Y i [ a0t 66|57 4[5, 02— 20, ¢+ 6] 2 — o, yrr=0.
dt" ae at Y

Tuto rovnici lze pak integrovati methodou Poincaréovou,
svrchu zminénou.”

Thermodynamika statického pole gravitaéniho

na povrchu zems,
Prof. Dr. Arnoét Dittrich v Treboni.

Kazd4 vétev fysiky md svij jasn& vyhranény pomér k ther-
mice. Jen jedna tinf dosud vyjimku: zjevy gravitaini. Ohledejme
nejprve piféiny, prot objevy thermodynamiky, pojem vniterné
energie a entropie, dosud pro nauku o tiZi vyznamu nemély,
prot thermodynamika, jez ve vSech vétvich fysiky tak hluboko
zaorala, jen pravé nauku o tiZi pominula.

Kombinace. klasické nauky o tiii s thsrmodynamlkou.
Koule, jez mé4 hmotu m, specifické teplo ¢, jest nad povrchem
zemé& o poloméru- R, Takovou hmotu lze poklddati za thermo-
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dynamickou soustavu, jejiz stav jest urfen dvéma neodvisle pro-
ménnyma; volim za né absolutni temperaturu koule T" a vzdéle-
nost jeji od stfedu zemského k. Zmény téchto parametri lze
povaZovati za zvratné. Nebof vytaZeni koule lze kompensovati
spustdnim a ohfat{ lze si mysliti provedeno pomaloutku a tak, .
aby mezi kouli a jejim okolim Z4dné konetné rozdily tempera-
tury nevznikaly.

Oznacime-li urychlenf tiZe ve vzdélenosti 2 od sttedu zemé&
pismenou g, jest element dodané préce

' mg . dh,

pii ¢emZ vzddlenost koule od stfedu zemé narostla o dk a te-
plota jeji se zménila o dT. Viimnéme si, Ze v elementu pro
prici dodanou schézi &len ndsobeny dT, ¢m vystiZeno, Ze pou-
hou zménu temperatury, bez soutasné zmény vysky koule nad
povrchem zemé nelze vynutiti dodédnfm prdce. Vidime tedy, Ze
parametry T, % jsou ,normované“ ve smyslu Duhem-ové. Tim
jest Feleno, Ze pouhou zménu temperatury nelze zaplatiti praci.
Takové soustavy thermodynamické pYedstavuji jaksi normélni,
pifznivy piipad. Nevybocuji tedy zjevy gravitaéni z rdmce ob-
vyklé thermodynamiky.

Chceme-li dosici zvySeni teploty o dZ7, nezbyvd ndm, nez
dodati kouli jisté mnoZstvi tepla. Jako se dfive dodand prace
vyjadiila pouze vzrostem dh, tak se nyni vyjddii dodané teplo

me.dT

jen vzrostem dT. PonévadZ soutin mc jest vidy kladny, tfeba
soustavé opravdu teplo dodati, m4-1i temperatura jeho risti, aniz
by se & ménilo. Vyhovuje tedy studovand soustava postuldtu
Helmholtzové, — jak ¥fkd Duhem — coZ jest novd zndmka, Ze
soustava naSe chovd se normélng, Ze zapadd do ramce obvyklych
thermodynamickych dvah,

MnoZstvi dodaného tepla méiime v malych kalorifch, mnoz-
stvi dodané préce v ergech. Kde tfeba, uzijeme relace

1 mald kalorie oo 42 . 107 ergi.
Nyni jsme pkipraveni, abychom uZili obou hlavnich vét thermo-
dynamickych. Dle prvé jest vzrost vniterné energie
dE = mgdh 4+ 42 . 10" med T.
14

’
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Dle druhé hlavni véty jest vzrost entropie

me L.
ds =7 aT.

Existence t&chto dvou funkei vede pak k ndsledujicim dvéma
. differencidlnim rovnicim »
%,mg =42.107 .—aa—’;mc,
9 mec
T
jimZz velitiny ¢, g pfimo méfitelné vyhovovati musi.

Nynf vidi laskavy &tendf, proé tyto relace ve spisech thermo-
dynamickych i v sebe podrobnéjich Gvahich o gravitaci se mltky
prechézeji. Vyslovuji dvé myslenky, o nichz dosud nikdo nepo-
chyboval. Druhd pravi, Ze specifické teplo jest na tpati hory tak
veliké jako na vreholu jejim a prvéd pravi, Ze prdvé proto vdha

mg
nezdvisi na temperatute hmoty vdzené. To jest ale tajny pfed-
poklad, jenz stoji jiz za definici metrkilogramu!

Newtonova nauka o gravitaci jest timto neuvédomélym
pfedpokladem jiz sharmonisovdna s thermodynamikou, at tato
vznikla o 200 let pozdéji. Toto shodnutf theorif z tak rdznych
dob jest cennym doporulenim star§i theorie. Jde vSak souhlas
jejf s thermodynamikou jeité déle.

Poznamka k Lagrangeové odvozeni principu virtualnych
posuvil. Principy nelze dokazovat; lze nanejvy3e piipad obecny
a slozity pfevésti na piipad zvl4stni a prihledny. Lagrange ve
slavném dikazu svém pfedvadi pomoci jediné Siiiiry, jez se pro-
tahuje krouzky, princip virtudlnych posuvii na jedinou vétu
o chovénf koule, jez visi na Sidfe.

Tato véta, jez se opird o naSe zkuSenosti, ziskané naiim
trvalym pobytem v gravitaénim poli zemském, tvrdi:

Hmota jest” ve stabilni rovnovéze, kdyZ virtudlnfm posuvem
nemize klesnouti.*) oo

=0,

*) Nerovnost zavedl nejprve Fourier, pdk znovu’ samostatné Gauss
(1829) a Ostrogradsky (1834). Proto se v Rusku princip virtuilnych posuvi
roz8ifeny na vazby dané nerovnostmi nazyva principem Ostrogradského. Viz
Teubnerovu velkou encyklopedii mathematiky, ¢ldnek: Voss, Die Principien
der rationellen Mechanik, str. 74.

s
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Myslime-li si virtudlné posuvy nekonené malé, jest v sou-
hlase se symbolikou pfedchozich vzorci kriteriem stabilnosti, Ze
dh = 0.

Zde mdme onu nerovnost, jez se tak cize vyjim4i v soustavé
mechanickych rovnie, jeZ ale hladce zapadne do rdmce klasické
thermodynamiky. Lze totiz piedpoklad Lagrange-iiv, ktery on
ndm predklddd jako vétu ze zkulenosti vzatou, snadno odvoditi
ze zndmych Gibbsovych kriterii pro stabilnost thermodynami-
cké rovnovihy.

Mechanika se o temperaturu bmot a o tepelnou vyménu
mezi nimi nestard. Chceme-li v§ak o Lagrangeové zdvaif se vy-
jadEiti se stanoviska thermodynamického, musime zaujmouti sta-
novisko, musime %e vyjadfiti o <tow, zda virtudlny posuv koule
pokliddéme za isothermni, za adiabaticky, ¢ za isenergeticky.

Virtualny posuv koule jest nepochybné zjevem mechanickym.
Ukazy mechanické se ale poklddaji vSeobecnd za zvratné. Z ther-
modynamiky vime, Ze nezvratnost jest od neustdlého vzréstu en-
tropie. Zvratnost mechanickd kryje se tedy s mySlenkou, Ze pfi
déjich mechanickych entropie zlstdvd stilou. Pak se Clausiova

nerovnost
B_
i
f{ Q < Sp— Sa
A

T

specialisuje pro virtudlny posuv koule na

"aQ
d
Myslime-li si posuv nekonetn& maly, dostaneme

a9 _,

- Protoze koule na niti visicf jest sama sob& pienechdna,

jest mechanicky isolovand, jest pfi virtudlném posuvu

dP = 0.
Nisledkem toho jest pfi tomto posuvu

dE = 42.107 dQ,

tak Ze z Clausiovy nerovnosti plyne, Ze pii kaidém skutetném
posuvu koule, jenz nastane s&m sebou, jest

dE < 0.

14*
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Jsou-li nyni okolnosti takové, ze pii stdlé entropii
aS =0
vidy
dE = 0,
at jde o jakykoli virtudlny posuv, jest kazdy pohyb vyloulen.
To jest zndmé Gibbsovo kriterium pro stabilnost isolované sou-
stavy pii virtudlnyech posuvech isentropickych. Tro& jsem si je
zde ab ovo odvodil, pro¢ jsem se neodvolal prost® na autoritu
Gibbsovu, dovi se &tendt pozdéji.
Vyvodme nyni disledky, Ze koule jest ve stabilni rovmo-
véze, kdyz '
dS=0
. dE = 0. .
Dosadime-li do t&chto podminek vyjddienf differencidli para-

metry 7, I, dostaneme

medT
7 =0

mgdh + 42 . 107 medT = 0,

z ¢eho Cteme:

Insentropické zmény nasi koule jsou zdroven isothermni.
Jako se mechanika zjevi gravitatnich nestard o entropii, pong-
vadZ tato jest stdlou, nestard se téZ o temperaturu, protoZe i ta
se pti pohybu neméni.

Z nerovnosti Gibbsovy zbude nidm pro isothermmost posuvn

mg . dh= 0,
z teho pro zajisténou kladnost véhy
mg =0
plyne Lagrangeliv pfedpoklad slavné jeho dedukee principu vir-
tudlnfch posuvi '
‘ dh = 0.

Predpoklad Lagrangelv jest zajisté velmi ndzorny a tézko
by i nejzaryté&jsi skeptik o ném pochyboval. Jiz malé dit&, jez
zoufale k¥i¢f ,hapd“, vypadne-li mu hratka, projevuje svym cho-
véanim, Ze jest presv&d&eno o pfedpokladu ILagrangeové. Nenf
divu, Ze se studentu zd4 samozfejmym, co se o mySlence La-
grangeové pozd&ji dovi.

~ Ale pravé pro tuto jistotu vysledku jest pfedchozi dedukce
z thermodynamickych myslenek zajimavd. Rozbor jeji bude nds
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jesté zaméstndvat. Prozatim sluziz za doklad, Ze vypracovéni
téchto myslenek stoji za ndmahu.

Grafické vyjadreni nasich myslenek. V roving, kterou si
myslim svislou, nand$ime v Deskartesové ktiZi smérem svislym
v§8ku £, smérem vodorovnym 7', absolutni temperaturu. Graf si
pofidime pro jeden gram hmoty a pro nevelké zm&ny vysky nad
povrchem zemd. Také zmény temperatury pokliddme za mirné.
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N RN RN RN
» ™~ ™~ N
N BN ™~ \
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| \\\\\\\
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Obr. 1.

Pak 1ze differencidly v relacich pro entropii a vniternou energii
nahraditi differencemi a pofiditi pfiblizné &ary isentropické a
isenergetické, coZ zachyceno na obr. 1. V&tsi a vétsf hodnoty
vniterné energie po piipadé entropie naznafeny siln&jdimi a sil-
néj&imi Earami.

Diagram pofizen pro vodu, ponévadz md spec1ﬁcké teplo
rovné 1. Potdtek jeho, absolutni bod mrazu a stfed zem& padaji
mimo nékresnu. Délka 10 cm smérem vodorovnym znatf 1° C;
délka 1 ¢m smérem svislym znalf vyzvednutf o 100 m. Svislé
¢ary znadf isothermy a zéroveil isentropy; jsou graﬁckym vyja-
dfenim rovnice

AS:TAT; c=1,
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kde velitinu T beru za konstantu, coz dovoleno pro drobnost
temperaturového intervalu, jen 0-7° C. Ostatnd by integrace ve-
dla na logarithmus, pokud specifické teplo jest konstantni. Ale
graf nd8 zdstane v platnosti; jen otislovani jednotlivych kolmic
by se malitko zménilo.
Sikmé &dry predstavuj isenergety a jsou vyjadfenim rovnice :
AE = gdh + 42 . 107 ¢cAT; c¢=1.
Jsou pfimkami, pokud lze specifické teplo poklddati za konstantu.
Grafické odvozeni Lagrangeova predpokladu. Abych doka-
zal, Ze grafické vyjadfenf, prévé vylozené, md cenu, odvodim na

ném znova vétu, Ze koule tdzkd, sama sob& pienechand, pohy-
buje se jen dold.

Sz honst

4T
Obr. 2.

1. Povazujeme-li kouli za mechanicky isolovanou, a virtudlny
posuv za isentropicky, je tim Fefeno, Ze bod zobrazujici stav
koule v roving T, h vazdn na uréitou rovnob&zku s osou k. Viz
obr. 2., kde bod onen naznaten stiedem provrtané koule. Z Gibb-
sova kriteria plyne pak, e koule sama sobé pfenechand miize
se méniti jen tak, aby vnitfni energie klesala. Naleznéme si na
diagramu 2. onu isenergetu, jez prochdzi stavojevnym bodem,
Vytknéme déle Zipkou smér v ném? vniternd energie v obrazci
roste. Pak miZe se stavojevny bod sim od sebe pohybovati po
isentropé jen tak, aby pfechdzel z bodu daného do bodu s nizst
vniternou energif, t. j. v naSem pifpadé jen dold. ,Doli“ v dia-
gramé znamend viak téZz ,doli“ ve skuteCnosti, v prostoru.
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Abych tuto vdzanost jiz v obrazei utinil viditelnou, vykres-
lil jsem mfsto stavojevného bodu provrtanou kouli, na isentropu
navletenou. Ale nenf isentropa obytejnou hladkou #ifirou, mé
pruzné osiny, viz obr. 2., jez pusti sice kouli dold, ale zadrif
ji, kdyZ by cht&la zpét. ’

II. Lagrangeovo zdvaZi nemusi zajisté byti homogennf. Mi-
7eme si beze vSeho mysliti, Ze koule jest obalena obalem pro
teplo nepropustnym. Je-li koule sama sob& prenechand, jest me-
chanicky isolovdna, to jest nedostivd se ji zventi price mecha-

Obr. 3.

nické; je-li zdroven thermicky isolovdna zminénym obalem, ne-
miZe z okolf p¥ijimati teplo; pak zmény na ni moZné jsou do-
jista isenergetické. Za t&chto okolnostf dle Clausiovy nerovnosti
mize koule sama od sebe se pohybovati jen tak, Ze entropie roste.

Pifpadu tomu v&novin diagram 3. Tu jest stavojevny bod;
znazornény provrtanou koulf, navleéen na isenergetu. Pak si vy-
Setfime isentropu stavojevnym bodem prochézejicf a nazna&ime
Sipkou, kterym smérem entropie roste. Nyni v myslenkdch po-
Sineme bod na isenergeté tak, aby z mist s niz&fmi hodnotami
entropie dostal se k hodnotdm vy3%fm. Ta klesid bod na obrazci
t. j. i ve skutetnosti: v prostoru.

At tedy virtudlny posuv koule v gravitainim poli- povazuji
za isothermni, a zdroveli isentropicky ¢i za isenergeticky, coz se
v klasické mechanice nerozezndvd, vidy vychdzi z thermodyna-
mickych kriterii rovnovdhy: koule sama sob& pfenechand mize
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se pohybovati jen doli. Z ¢ehoZ obricenim piedpoklad Lagran-
geova dilkazu principu virtudlnfch posuvii: koule jest ve sta-
bilnf rovnovize, kdyZ virtuslnym posuvem neklesne.

0 rozdilu mezi thermodynamickou zvratnesti a zvratnosti
virtualného posuvu. Nic nesvddi tak velice k chybnym nézoriim,
jako kdyZ se riizné pojmy oznadujf stejnym slovem. Dejme tomu,
Ze ‘koule visi na nepruzné niti. Pak ndlezi zvednuti koule k vir-
tudlnym posuvim. Riké se pak v mechanice, Ze posuv ten jest
nezvratny, pon&vadz — pro neprodlouzitelnost nité — nelze mu p¥i-
faditi stejn& velky posuv opaéného sméru, jimZ by se koule snizila.

Jinak pojim4 se nezvratnost v thermodynamice. Zvednuti
koule, jez vis{ na neprodlouZitelné niti, plati v thermodynamice
za zvratné, pondvadZ je miZeme zase od&initi tim, Ze kouli spu-
stime do pivodni polohy. Zvratnost thermodynamickd mini, Ze
koule po drdze vykonané miiZe zpét; nezvratnd jest zména
v thermodynamice, kdyZz koule nemiiZe zp&t. V mechanice tako-
vou nezvratnost skoro nikdy nepotkdvdme. Koule navletens na
dréat€ s pruznymi osinami jest pifkladem thermodynamické ne-
zvratnosti na mechanické pidé. Dé4le zubaté kolo opatiené are-
taci, jez dovoluje rotaci kola jen jednfm smérem.

Po tomto objasnéni tfeba jeSté jednou zrevidovati naZe
uvahy o thermodynamickém odvozeni Lagrangeova piedpokladu
pro jeho &iifirovy dikaz principu virtuglnych posuvi. Vie ndm
tak krdsn& vySlo, at jsme nezvratny posuv mechaniky povaZo-
vali také za nezvratny v thermodynamice. To v8ak dle dosavad-
nich ndzord nenf dovoleno. Posuv hmoty pokldd4 se v mechanice
za zvratny ve smyslu thermodynamiky a Clausiova nerovnost ve
spojenf s mechanickou a thermickou isolovanosti vede na dvé
rovnice dS=0; dE=0,

z nichZ konec koncii
' T = konst; h = konst.

Dle toho bychom doséhli vzni3enif hmoty v prostoru tfm,
%e ji ddme obal pro teplo neprostupny a pustime ji z ruky, &m
jest mechanicky isolovéna, t. j. uvedena do stavu, v ndmZ ne-
miZe z okoli pfijimati mechanickou praci. '

Osobnf zkuSenosti dvouletého ditéte dementujf tyto podivu-
hodné disledky thermodynamiky. Hmota sama sobé& pfenechand
padd. MySlenku tu vyjadfuje dh << O.
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Tato zajisté spravni nerovnost nedd se ale nikterak vy-
klitkovati z rovnic. Ta musi pochdzeti z jediné nerovnosti, kte-
rou thermodynamika v sob& chovd, totiz z Clausiovy nerovnosti

B
J d—TQ- < Sp— Sa.

Ta plati viak jen o zméndch nezvratnych. UzZijeme-li ji, jak jsme
diive utinili, dospéjeme k pfedpokladu, ze téikd koule sama
sob® prenechand jen padd; ale tim jsme zdroven vyslovili, Ze
tento pdd jest déjem nezvratnym.

Jen statické zjevy gravitaéni jsou zvratné. Neni logického
sporu mezi mySlenkou, Ze zdvaZi teplé v gravitalnim statickém,
- t. j. tasové neproménlivém poli jest zvratnow soustavou thermo-
dynamickou, kdeZto toté% zdvazi samo sob& pienechané kond
pohyb nezvratny. Jest totiz mezi obdma ptipady rozdil, ktery
riznost, na kterou jsme narazili, odiivodiiuje. Zmé&ny zvratné
musi se diti v abstrakci nekonetné zvolna, tak aby hmota zve-
dand nikdy nenabyla kone¢né rychlosti. Koule sama sob& pifene-
chand nabude v8ak rychlosti; v této rychlosti musime hledati
piitinu, prot koule sama sob& pfenechand kond pohyb ve smyslu
thermodynamiky nezvratny.

O takové esentielnf nezvratnosti pohybid gravitaénich viak
klasick4 mechanika ni¢eho nevi. Z toho musime souditi, Ze diffe-
rencidlni rovnice jeji jsou piiblizné. Je to pouZit{ gravitalni sta-
tiky na volné pohyby. Takové pohyby, jako let Merkura kol
slunce, jsou tedy, — jak z Gsp&chu pii zpracovani jeho pomocf
statiky vidime — je§té velmi blizké klidu. Pravime-li, Ze rych-
lost Merkura jest velice malou, musf byti velmi mald vidi né-
¢emu. Existuje tedy jistd rychlost i vii¢i astronomickym rychlo-
stem velikd, jeZ md charakter kosmické konstanty.

Thermodynamické propracovdnf zjevii gravitatnich prozra-
zuje ndm, %e pro tasové proménlivd pole s hmotami se pohybu-
jicfmi tieba vypracovati novou theorii. Néstin takové theorie
obsahuje Casopis pro péstovini mathematiky a fysiky roénik 44.
r. 1914, str. 46. Tam odkazuji.
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