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Uvod do theorie kiivek tietiho stupndé na za-
kladé funkei elliptickych.*)

Sepsal Karel Bobek.

Mnohé vlastnosti kiivek algebraickych lze teprve pomoci
integrald Abelovych pfirozené vyvoditi; jich nejjednodussi
ptipad, vyjmeme-li logarithmus, jest integrdl ellipticky. Obecnd
theorie tu ukazuje, Ze podstatné vlastnosti algebraické cary
f (®, y) = O nezdvisi tak na stupni jejim » jako na poCtu jistjch .
integrald raciondlnych funkef odvozenjch z funkce y. Ma-li
kiivka d bod@ dvojndsobnych, » bodd ndvratu, pak jest pocet
onéch integrald

p=i(mr—1)(n--2)—d—r.

Cfslo to nazvino rodem (Geschlecht, genre) kiivky; p¥i
kiivece 3. stupné bez bodu dvojnisobného neb navratu rovni
se 1. Jediny zminény integrdl, ktery se tu vyskytuje, lze, jak

pozndme, uvésti do tvaru w— f (;—m ; veli¢iny x a y lze dile

vyjadiiti co jednoznacné funkce hodnoty %, o nichZ poznime,
Ze jsou dvojperiodické. ' ‘

Nemoha se odvolati v literatuie ¢eské k theorii elliptickych
funkei vyvinuté smérem daldim dvahdm p¥ispiisobenym, dovolim
si predeslati dle predndsek Wererstrassovjch hlavni véty, jichz
upotiebeno; poddm tedy v prvni &asti zdklady theorie ellip-
tickych funkef.

L

1. Necht znalf s a ¢ souradnice pravoihlé bodu 2w; po-
lozme 20 =s-}1it, kdez = \/— 1, a zndzorhujme komplexni
velidéinu 20 = s 4 ¢t = re!? bodem 2w, tak Ze bod 2 stanovi

*) Srovnej: Clebsch, Ueber einen Satz von Steiner und einige Puncte

der Theorie der Curven dritter Ordnung, Crelle 63, kde poprvé uZito
funkef elliptickych v theorii ¢ar tfetiho stupné.
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zdroveh délku 02w co do sméru i poloby. Pomoci dvou kom-
, , . nN @ ,
plexnich veli¢in 20 a 2@’ tak volenych, Ze podil - Dent

redlny, t. j. tak volenych, Ze piimka 20 20’ neprobihi bodem
o, 1ze utvofiti nesmirné mnozstvi bod@ v roving, jeZ totiz znd-
zoriiuji hodnoty w = 2uw - 2w'e’, v nichZ g a @’ znaci ¢isla
celistvd mezi — oo a 4. Tyto body jsou vrcholy rovnobéi-
niké pomoci trati 020 a 02w’ utvofenjch. Nabyvaji-li u a w’
mezi — o a - oo viech celistvych hodnot, tu pokryvaji ony
rovnobézniky celou rovinu jako sit.

Funkce 1 — — mizi v bodé v =2uwm -4 2u'w’

u
Quo - 2u'e’
a jest v celé roviné jednoznaénou. Soucin

w IT (1 — %)*), w = 2um 4 2u'e’

v némZ znaéf I soucin viech faktorit vychdzejicich pti
w = 2um -+ 2u'e’,
kdyZ u a @ probéhnou viecka celistva ¢isla mezi — o a - o
neodvisle od sebe, vyjimajice vSak kombinaci 4 =0, p =0,
jest tedy veli¢inou, kterd pro kazdé w = 2uw -~ 2u'@’ a pro
=0 zmiz{, t. j. jest nullou ve vSech nahofe sestrojenych
bodech (vrcholech). Tento souc¢in neni vSak absolutné kon-
vergentni t. j. on nesbihd p¥i libovolném sefadéni faktord,
a proto tvori Weierstrass soulin novy, priddvaje ku kaZdému
u 1 fu\?

¢lenu faktor exponencidlny e” i <”’> ;
v rovnici

pak lze dokdzati, Ze

' w L (uN
(6] o‘u:uﬂ’(l—% e” i (

prava strana konverguje neodvisle od potddku faktord a Ze
tedy repraesentuje funkei, jiZz ow znatime. Funkce ou vymizi
(je nullou) pfi v =0 a pii v = 2uw 4 2u'e’, t. j. ve vrcholech
rovnobéznikil sestrojenych pomoci délek 2w a 2w’.

*) Akcent pfi znameni souc¢inu II md naznalovati, Ze nutno pfi tvofeni
gou¢inu jistou kombinaci ¢éisel p a ' vyjmouti; zde kombinaci
=0, u'=0,
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Predevsim uvazme, Ze ow neni nekoneénid pii Zidném
koneéném u, a Ze obecné je funkei komplexni, nebot 2w a 20’
jsou takovymi. Je-li zvldSté pak — a prdvé tim piipadem se
budeme zandSeti — w redlnym a @’ ryze imagindrnou hodunotou,
totiz @ —iw, kdeZ o znali redlné Cislo, pak je funkce ou
pii redlnych hodnotich w téZ redlnou. Nebof k hodnoté
w = 2u® -} 2u' el

mozno z faktort vidy vyhledati sdruZenou hodnotu
w = 2uw — 2Wal;

tu ale je soucin dvou fftktorﬁ

(-2 (=)
redlnym a tvaru p?-} ¢
Funkce 6w je lichd, t. j.
(2 0 (—u)=—oa(uw;
nebot z rovnice (1) vychdzi
St (Ze)

=10}

6 (—u)= -'—u]I’(l-—:———
a jelikoZ v hodnotich
w = 2uw 4 2w’
—w=—2u0 — 2u'e’,
p a w probihaji vSecka celistvd Cisla mezi — o a - oo, pro-
bihaji je taktéZ —u a — @’ a tedy

(—u)__——uH’(l—-—) wtE () = —¢ (u).

Pomoci funkce ou utvofime nyni snadno funkce o dvou
perioddch. Logarithmick)"m derivovém’m rovnice ( 1) obdrzime
d log ou a’u
slogow 02| L)+ o+
a dalsim derivovanim

d*logou _ 1 ,,[ 1 32 1]
du? '——?_L (u—w)_zbui'

Polozme nynf *)

6—1.0

. _ dflogou
3) U —— T du® !

*) g Gtemeo pe.
1*
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pu:%—,—{-Z’ [( 1 )2__1_

w—w w?]’
Rada na pravé strané konverguje, nechf se sefadi Cleny
jeji jakkoli, a tedy

1y 1
) pu—fl‘.(u—w) —Z w?’
w = 2ue 4 2w'e’

' .. .—oo ... Foo;
zde v prvnim souétu se kombinace g =0, w’ =0 pripousti.
Touto rovnici jest funkce guw definovina a zdroveir vyznaCena
jeji dvojitd periodiénost. Vychdzi totiz
1

2 1
b4-20)= 2 , — S = =pu
P( + ) “y'(u_2(y'__1)m_2”;w;) +er' ,w2 P,
1

7Y —— 2 I’ 1 —
p(“+2“’)—f;.(u—2yco—2(y'—1)m') +ﬁmﬁ"‘°“’
nebof u —1 a w — 1 probfhaji zaroveh s g a p’ vecka cisla
mezi — oo a 4o, Obecné pak ‘
®) p (4 + 200 + 2w'w’) = pu,
jsou-li @, o libovolnd celistvd éisla.
Zaroven nalezneme, Ze je funkce pu sudou, t. j. Ze
(6) P (—u) = pu,
nebotf pravd strana rovnice (4) obsahuje jen veli¢inu »?® a jeji
mocniny. Z toho ale vychdzi, Ze je funkce g pro redlné hod-
noty w redlnou a kladnou, jsou-li periody tvaru 2w, 2wi, kdez
@ a © poklddime za reilnd. V tomto pifpadu je ale té% g (vi)
realné, je-li v redlné, ponévadZ (v)? = — v?%; poloZme
) ' ® (v0) = gv.

Pomoci souvislosti funkei gu a ou vyjidtené rovnici (3)
1ze ustanoviti ¢ (v 4 20) a ¢ (v - 20’) pomoci ow. Vzhledem
k rovnici (5) mdme

d*log o (u-}2m) __ d’logo
du? T du?
a tedy jednou integraci
¢ (u-42w) _ c'u
o (u+t2@) — out 2
znacfce % integracni stdlou. Abychom ji vyjidiili pomoci ou,
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poloZme u = — @ a uvaime, Ze ow je funkef lichou, tedy o’'w
sudou, proceZ

) o'
o ow T2
t. j.
__ 0o
T= %0

------

log ¢ (v + 2w) = log 6u - 2qu -+ log C
6 (u+ 2w) = Cou ¢**,
K viili stanoven{ integraénf stdlé, poloime » = —w, pak

60 =— Cow ¢—27°,
C = —e%,

Tim jsme nabyli rovnice, pro ndsledujic{ theorii dilezité
8) 0 (u+ 20) = — e21(vt0)gy,

Podobné nalezneme, Ze
®) 6 (u20) = — e («+®) gy,

kdeZ

. o’'® ao’
©) n= o’ = rr

Zaménfme-li v prvof rovnici (8) u za u -4 2w’ a poloif-
me-li v pravo za o (v -}20') hodnotu z druhé vychizejici,
obdrzime

6 (v 420+ 20") = 2N(uto-+20")+2n" (wto') ou,
obdobné vychdzi z drubé rovnice (8)

6 (u 4 20 -} 2m) = 7 (vH@H2)+m (t) gy,

Musf tedy
2kmt =2y (u -+ @ -+ 260") 4 279’ (v + @) — [27' (v + 0" + 2w)
+ 2y (v 4 w)],
t j. .
k ’% =0’ — o,
4

Z fady pro i—: 1ze, polozfme-li v = w, vyvoditi, Ze k=41

a tedy «
i

10) ne' — o =+ )
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2. Vlastnosti funkce ou vyjadrené rovnicemi (8) posky-

tuji ndm ihned funkce o dvou periodich. PoloZme
_o(u—a)e(u—ay)...0 (u—ay,)
F(u)_'o‘(u——bl) G(—0y)...6(u— by

Je patrno, Ze funkce F (v) vymiz{ pii v =a,, u=ou,,.
©=a, a s. tak, jako (w— a) pii u—=a. Pravime totiz, Ze je
funkce F () pii «=a jednoduchou nullou, mizi-li tu jako
u — a, riznice toho mizeni ode tvaru (u— a)b, kteréd’ zoveme
A-ndsobnou nullou. Obdobné nazyvime » —2b g-nisobnym ne-
konefnem funkce I (v), je-li tato pii w=> nekonecnou jako

1
(u — by
jednoduché nully a jednoducha nekonecna v bodech a,, a, .. a,
resp. by, by . . bn.

Arci jsou zdroven nullami body a; -+ 2uw - 20’0’ a ne-
kone¢ny body b, -} 2ue - 2w'e’, ponévadZz i v téchto bodech
jedna z funkei ¢ (w — a;) neb ¢ (u — b;) jednoduse zmizi.

M4-li F (») miti periodu 20, tedy

F (v + 20) =F (u),

F (v 4 20) =

Nové pravé utvorend funkce md tedy naskrz jen

obdrZime piedevsim

(—Dro(w—a)o(w—a,)..o(n—a,) (2n%i (e —ai o)

(—1)"o (w—b;) 6 (w—D>,)..c(u—by,) (2N Zn(u—br )
a tedy tu nutno, aby
(— ) m=1; 29 [Zi (v — a;+ @) — Zh (u— by + @) =2k nd
aneb '
7 [Zibr — Ziai] + 1 (n — m) (v 4 ©) = kai.
1 1
Tomu v$ak pti libovolné hodnoté u nelze jinak vyhovéti, neZ
ze n=m, pak (— 1)°=1 a ddle musi
7 Z; (a; — b)) = — kni,
1

2 ¥

kde % znaéi néjaké cislo celistvé.
M4-li byti 2e’ téZ periodou funkce F (u), obdriime ob-
dobné podminku

’i]' 5,‘ (a.- —_ b,') = — k' me.
1
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Nisobfme-li prvni hodnotu @’ a druhou @ a odeteme-li
pak, obdrZime vzhledem k rovnici (10)

2 (; — b;) = 2ke” — 2K @,

rovna se tedy m,J(mkc periodé, kteroun tu,bn 26 poznamenati
muzeme. Misto

z"'.(a,-— b) = 26

Ny 2

piseme ale prchlodnqsuu splisobem
Z (@ — b;) =0 (mod 2a 2’),

kde == 0 znadi, /0 se levda strana rovnd souctu celistvych na-
sobkl velicin 20 a 2w’

Shrneme-li dosavadni vysledky, nalezime, 7e mame ve
funkei
vy — C(—a)o(u—a)..o(u—a)
(1) F) = 6(u—>b)e (w—b,)..c (w—b,)

p¥i podmince
(11") Zia;— Z;0;=0 (mod. 20 2w)
1 1
dvouperiodickon funkei, kterd v bodech a; -} 2uw - 2w’ mizi
Jednoduse jako (uw— a;) a v bodech b; -+ 2ve -+ 20’0’ md jedno-

duchd nekonetna jako u—l—b

Snadno lze vySetfiti, co nastane, splyne-li nékolik bodd
a neb b. Splyne-li na pt. v bodu @, 4 bodu a, mime v ¢itateli

¢initele [0 (v — a,)]* a funkee F (u) je pti w=a, A-nisobnd
nullou. Obdobné jest b, w-ndsobnym nekoneénem, vyskytne-li
se ve jmenovateli Cinitel [¢ (v — &,)]*. Pak nutno pfi pocitdni
faktori ve jmenovateli a v C¢itateli poéitat faktor ¢ (u — ay)
A-krite a faktor o‘(u-—— b ) p-krite, a i v podmince

2 a;— 2 ;=0 (mod 2w 20")

1
nutno klasti a, A-krite a b p-krite. Tedy na pt. funkce

(12) f(n):o‘(u——al)o‘(u——a?)..o‘(u———a,,)

o™

s podminkou
Zia; =0 (mod 20 2&’)
1
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je dvouperiodickd; v =0 md n-nisobné nekonecno a v bo-
dech v = a;, u=—a,, ... u = a, jednoduché nully.

Velid¢iny a,,..an, b,,..b, miZeme piredpoklddati v rovno-
béiniku period 2w, 2w’, ponévadZz se funkce F (u) neménf,
zmensfme-li argumenty a,,... a, b,,...D, o nisobky veli¢in
20, 20’. Z toho patrno, Ze dvouperiodickd ta funkce v rovno-
béZniku period prdvé tolikrdt zmizi, kolikrdte je nekonetnou.
Arci se potitd, ze v A-ndsobné nulle vymizi funkce A-krite.

Dvouperiodickd funkce, kterd v rovnobéiniku period ment
nikde nullow a nikde nekoneénou, je nutné stdlou veli¢inou, jelikoz
pak ve vSech rovnobéznicich t. j. v celé roviné nenf ani nullou
ani nekonecnou.

Z této véty plyne, Ze jest dvouperiodickd funkce F(u), kterd
mizt v bodech a, ...a, ajest nekonednou v bodech b, ...b, aZ na
stdly faktor wréena, ddny-li tyto body. X vili jednoduchosti
supponujme, Ze jsou vSecky dané nully a nekonecna jedno-
duchd a poloZzeny v jednom rovnobéiniku period; sestrojme
pomoci jich funkei Fy(») dle formule (11), i musi pak podil
Fi(w
kterd v rovnobézniku period se nestivi ani nekonecné velkou
ani nullou. Musi tedy také body e, ..a., b,..b, podmince (11°)
vyhovéti, i nahliZzime, Ze nelze zvoliti libovolné vSechny body
ay .. 0ny by .. b, v nichZ funkce dvouperiodickd mizi a je ne-
konecna, nybrz jeden z nich jest ostatnimi stanoven.

3. PonévadZ se ndm funkce gu co dvouperiodickd objevila,
zkusme tuto funkei vytvofiti pomoci eu. — Predeviim nalézdme
z rovnice (3), Ze je funkce gu pfi v = O dvojndsob nekonecnou.
Znacf-li v veliCinu stdlou, rovnd se funkce gu — gv nulle pii
v=-v, u=—v. PoloZivie o, =+v, a=—v, b, =0,
b, =0, midme tedy

byti veli¢inau stdlou, jelikoZ jest funkef dvouperiodickou,

ay - ay = by by,
jak dle obecné véty byti musi.
Funkce

o‘(u—é) G (u-+v) ,

%

mé tedy tytéZ nully a tatiz nekonecna, proce’




pu—pv:CG("_vgzz(u+v).

Vyvineme-li pravou stranu této rovnice dle rozsfiené véty
S 1
Taylorovy, nalezneme za koefficient ¢lenu " hodnotu — Cea?v,

z rovnice (3) ale plyne, Ze tento koefficient — 1, tedy Ze

1
C=— e
¢imz
_o(v—wo(vtu
(13) pu—gv= % 6% )

Polozime-]i
(14) po—c¢e , P4 0)=e, po’ =e,

obdrifme zvlasté
6(m—u)o‘(w+u)

pu—ea = 0% 6%

o(w+o—u) oo+ o +u)
15)  pu—e ="l

G(0 —u)G6 (e +u

PU— ;3 = ( 62362;' + ) .

Jako gu jei %E — ¢'u funkce dvouperiodick4 a sice lichd,
ponévadz z
P (—u) =p(w),

plyne
— ¢ (—u) =¢'(u).
Totéz vychazi z rovnice (3), z niZz derivovinfm obdrZfme
2 1
(16) p’u.—_—————2 (u—w)’
_ Nalézame, 7e je #'u pii » =0 trojndsob nekoneiné a Ze
hodnoty ¢'w, #'(0 -} @), '@’ jsou koneCny. PonévadZ
@ (W + 20) = g/,
obdrifme pii v —=u —
puto)=pu—on)=gp@@—u),
a derivujice
¥ (it o) = — ¢ (@—w);

pro = 0:
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t. j.
o =0.
Podobné plyne, 7Ze
#' (0 ) =0, (17)
o’ =0.
Tyto tfi hodnoty , @ + @', @ repraesentujici jednoduché
nully funkce g’w vypliuji rovnici
® + (0 + o) + o’ = 20 4 20’ = 0 (mod 2w 2"),
t. j. hovi skuteéné podmince, kterd se uklidi nullim dvou-
periodické funkce, jeZ je pro » =0 trojnisobné nekonecnou,
jak arci musi byti.
Z drivéjsi obecné véty mdme nyni
o‘(m—}—m ——~u)o‘(m——u)6(ro —u)
o*u
Vyvineme-li pravou stranu v tradu, objevi se c¢len

1—3 .Co (0 + &) oo 6o’

sar,u J—

. 1 .
z rovnice (16) vSak patrno, Ze soucinitel clenu ey jest — 2,

procez
C—=_— 2
- (0wt ) owow’
a tedy :
(18) pu=—22@t @ =0 —uwd(@—u

6% 60 60’ 6(® 4 ®’)

Zménime-li » na — », mame

. G(m-J,-m +-u) 6 (@ + ) 6 @ + u)

pu=— 63u 60 60’ 6 (@ - &) )
Nésobivie obs rovnice, obdriime
, 2__4G(co——u)a(co—[—-u) (04 —u)o (ot o +u)

(Pru)*= R 6*u 6% (0 - o)

o (0 —u) 6 (e —|—u)

6’y 6%’

t. j. vici rovnicim (15)
19) (#'1)? =4 (pu— ¢) (pu — e,) (P — €3).
Tim je (9'u)® vyjidieno raciondlné pomoci gz a sice
polozime-li
(9'0)" = 49w — g, ™ — g, pu — g5,
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jsou e, e, e, koreny rovnice
423 — g,2* — gz — g, = 0.
Lze vSak dokdzati, ze g, =0 t. j. e, } €, + ¢ =0.
PoloZime-li totiz
pu = u~?4 3cu’-Fbeut 4.5 ¢, = 2'1—37 y € = & -
méme
' = — 2u— 34 6eyu -+ 20c,u® . .,
(9'u)® = 4u—%— 24c,u—2— 80c, .. kladné mocniny,
(pu)® =u=°+4 9c,u—? + 1bc, 4. . ” »
($1)? = u—t + G, .. ,
a tedy vloZivie do rovnice posledni pro (g’ u)2 tyto frady
4du—% — 24c,u—2— 80c, -} .. = 4u—°— g, u~*+ (36¢c, — gy)u—?
-+ (60c, — 69,6, —g3) +. .,
z ¢ehoZ jde
9, =0; —24¢, = 3602 923 — 80c, = 60c, — 6g,¢, — g3,
aneb

1
gy = 602’1—0;,

g =1402 .
MiZeme tedy poloZiti
(P'u)? = 4p%* — g,pu — g,
=4 (pu—¢,) (Pu—¢;) (pu—e;) (20)

e +e, + e, =0.
Pomoc{ téchto rovnic vyjidfime argument » funkef gew éili
z. JelikoZ je derivace '» pii redlnych kladnych hodnotich u
dle rovnice (16) zapornou, poloZime

a pak

dz -
pPu=z , p’u:zﬁ_—__ \/433_9{_93 ,
dz
V423—-gez—93 '
a ponévadz pfi v =0 jest 2= o, mzime

21 —
@D fz\/‘iz "‘92 _.‘71
f v4(z—e ) (z—e2) (z—-—es)

du—=——
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Tento integrdl je komplexni, jsou-li g, neb g, takové,
aneb je-li jen z komplexni; an nezdvisi po jistou miru na cesteé,
na niz se od z=oo do bodu z integruje. Nen{ tielem této price,
abychom pojedndvali o integrilech vzatfch v mezich imagindr-
nych; to patii do theorie funkef komplexnich. *) Jen tolik po-
dotkneme, Ze integrujice podél redlné osy z oo do z integril je
potud reilny, pokud je odmocnina \/4(z—¢,) (z—¢;) (z — ¢;)
redlnou.

Predpokldidime, %¢ g, a g, jsou reilné hodnoty, pak je
nutné jeden kofen rovnice

42 —g,2—g, =0
redlny; budiZ to e,. Jsou-li i ostatnf dva redlné, pfedpoklédejme
e, =>e, >>e,. Jsou-li ale ¢, a ¢, 1mag1na1ne, pak jsou sdruZeny
o=+, eg=a—1p.

a) e, >>e,>>e; jsou redlné; pak Jest integrdl na cestd
0od — o ...e, redlny a jelikoZ pro gu=—e, mime v = o, vychdzf
polovice periody

0= ? dz
S V=g,
co hodnota redlnd. '
Pii u = o+ o jest pu—=e¢e, a jelikoZ g'0 =0, méuf p'u
znamen{, jakmile pfekroéime bod = w, proéei

o= _f V4z —Y922—J3 / v453'“.9zz—.93

"“’+f Vie—e)

€2

dz

E—e)@E—e)’

aneb

o = —i f dz
Y 2V(e—2)c—e)(z—e)
Pongvadz z se tu ménf od e, do e,, jest (¢, —2) veli¢inou
kladnou, jakoZ (z— e¢,) a (z—e,), radikal tedy reilny a o’
ryze imagindrné.

*) V. H. Durtge, Einleitung in die Theorie der Functionen einer com-
plexen Variabelen.
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b) Je-li jen koien e, redlny, pak

o — /w dz
) Vi—go—yg,
je realnd hodnota, ponévadZ je odmocnina na redlné ose od
-+ o do ¢, redlnou. o je tu ale komplexni a dd se — coZ
bliZze odiivodiiovati nechceme — uvésti do tvaru o -} o', kdez
®’ je ryze imagindrné.

4. Jako z funkce ocu mizeme i pomoci funkei pu a g'u
snadno sestrojiti dvouperiodické funkce. M4 tu platnost velmi
dilezitd véta:

Kazdd dvouperiodickd funkce ¢(u) sklddd se raciondiné
z funkci pu a g'u.

Je-li pfedné fy(u) dvouperiodickd sudd funkce o perioddch
20, 20, kterd mizi v bodech a,, a,,..a, a tudiZ také v bodech
—a,, —da,,..—ay,, akterd je nekonecnou v bodech =+ b;, + b,,
..+ by, pfi Cemz arci vidy Za; — Zb; =0, poklddajice k vili
jednoduchosti nully a nekoneéna za jednoduchd, tu plati

— o (v —pa)) (pu—pa,) ... (pu — pa,)
510 = C o= pb,) (90— pby) .- (P — )’
nebot vyraz na pravé strané ma v rovnobéZniku period tytéz
nully a tatdZ nekonecna jako dand funkce fj(»). Pii »=0 je

¢itatel 1 jmenovatel nekoneény jako &17" a podil zistivi tedy

kone¢nym.
Je-li pak @(«) libovolnd funkce o perioddch 20, 20’, utvofme
S =i [9(0) + 9(— )],
fi=1 [w(u)—q>(—u)].
2 Plu ’
pak jsou f, a f, dvouperiodické sudé funkce a lze je tudiZ dle
piedchdzejici uvahy vyjadriti raciondlné pomoci gu, tedy
J1(®) = R,(pw)
S2(w) = Ry(pu),
znaci-li R, a R, raciondlni vyrazy veliiny gu. Nyni nalezneme
o(u) = R, (pu) + #'u R,(pu) = R(pu , p'u),
t. j. @(w) je racionalnd funkce dvouperiodickych funkei pu a g'«.
Ze naopak je kaidd racionilni funkce velidin pu a p'u
dvouperiodickou, to se rozumi samo sebou.
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5. Dokazme jeSté, Ze funkce gu a v maji tu vlastnost,
Ze p(u - v) neb 9'(u+v) lze vyjddiiti raciondlng pomoci pu,
P'u, po, v
Podobnou vlastnost md funkee e« o jedné peuod(, 2mni, nebot
et v — gugv,
Determinant
1 pu p'u
= |lgpvev
1 pw 9w
je dvouperiodickou funkei hodnoty w, kterd pii w=0 se stivd

nekonecnou jako 13 a to jen pfti této hodnoté. Nullou se stavd

pii w=w, w =v, a musi tedy jesté jednou vymizeti a sice pii
w=—(uv-+}v).

Z indentity
(Pu — pv)? p'w — [4 — pw (9'u — £'v) 4 (Pup'v — P'upv) ]2 =0,
obdrzime rovnici tetiho stupné (kladouce o4 = 0)
(pu— pv)* (42— g,z —g,) — [2(§"u — §'v) — (Pug'v — Pupv)]* =
poloZivie z — gw, kterd md kofeny

2= pu, z2=pv, z=gw-+0).

MizZeme tedy psati

(#u — pv)* (42° — g,2 — g5) — [2(§'u — §'v) — (Pup’v — §'upv)]®
= 4(pu — pv)* [z — pu] [z — pv] [z — #(v + V)],

nebot koefficienty mocnosti 2% se shoduji. Koefficienty 2z* pak
podavaji rovnici

(#'u— §'v)* =4 (pu — pv)* [pu 4 pv -+ @ (v -+ )],
z niz

pu+tv)= pu—:;l:) — Pu— v, (22)

¢imz naSe véta dokdzdna.

Derivujeme-li tuto rovnici Jednou dle u, jednou dle v,
a secteme-li oba vysledky, obdrZime snadno

(23) #utv) =
—1 (p'u—g'v) (6 — %) (Pu—g@'v) —(Pu— V)],
(pu — pv)? (Pt g,

pii cemz vSak tfeba ptihliZeti k relaci
#'u = 69 — 1g,,



z niz ddle
‘ P = 12 pug'u.
7 téchto dvou rovnic patrno, Ze vSecky vySsi derivace

funkce gu se jevi co raciondlné vyrazy hodnot gu, g'w.

II.

1. Na zikladé ptedeslanych tivah miiZeme jiz snadno vy-
vinouti zdklady theorie kiivky tietilo stupné.
Rovnice této kiivky
a2 ay - bay? bty - cxt o'yt dayFen ey £ =0
obsahuje devét stalych, z cehoZ vychazi, ze takova kiivka je
deviti svymi body stanovena. JelikoZ ale mame kollineaci aneb
transformaci soufadnic
I e ol i i O e o 4wk
o ey +7’ 0" 4-¢&y' 41
osm stalych k disposici, 1ze obecné rovnici tretiho stupné touto
cestou tak ptetvoriti, Ze obsahuje jen jednu stdlou, tak nazvany
absolutni invariant. Ze pii této transformaci proménné ztrdci
vyznam pravodhlych soufadnic, je véei lhostejnou. MaZeme tedy
rovnici kiivky trettho stupné uvésti do tvaru
1 y'—42* + g2 +g; = 0.%)
Polozime-li tedy
@) y=pu, = pu,

@ / \/4%’—99«"—.93 gy
tu nam ukazuje vlastnost funkei gu a @'= vyjidiend rovnmici
(20), Ze « a y vyhovuji identicky rovnici (1) dané kiivky.

Souradnice bodd krivky tretiho stupné vyjddieny co jedno-
znacné dvouperiodické funkce argumentu u, integrdlu to elliptického.

Ponévadz z a y jsou funkce dvouperiodické neodvisle
proménné w, netieba této prisuzovati vSecky hodnoty, staci
nabude-li v8ecky ty, jeZ zndzoriuji body poloZené v rovnobéi-
niku period 20 a 2w’.

*) 9. & g, jsou tak zvané invarianty kiivky tfetiho stupné, dle Clebsche

g. =28, g, =— 4 T; absolutni invariant pak jest %:: g_;; .
3

Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, pag. 569.

Viz
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Poklddajice g, a g, za hodnoty redlné — jinak by byla
celd kiivka pomysind — musfme rizniti piipady dva.

a) Kofeny rovnice 43— g,&# — g3 =0 jsou redlné
-6, >>¢,>>e,. Dle difvéjsich dvah vime, Ze pak periody 2w a 2w’
jsou jedna redlnd, druhd ryze imagindrnd. Rovnobéznik period
je tedy pravothly; my jej tak zvolime, aby bod w =0 byl jeho
sttedem (viz obrazec). Pak je
pii u=0,r=ow, y = w,
3 : u="H40 r=e¢, y=0,

1 +® 2 v=+oto) x=e¢, y=0,
u=—4o x=e, y=0;
tyto body kfivky si v roviné wxy
vytkneme. Abychom nalezli jich

tecny, odvodme si
dy __6e*— g,
3 7 “ dz — y

avonéch bodech pak vyjde% =w

t. j. teny jsou kolmy
k ose tisecek . Méni-li
se v od —o do -} @,
pak jsou gu a p‘w re-
o 4lné t. j. x, y jsou re-
/5 / 4lné; prou =+ o jest
/4’2 2] y =0, x=¢,. Tim p¥i-

7 fadéna hodnotidm u na

- piimce od — o do 4@
\ poloZenym vétev kiivky
K3, kterdse znekonecna

| ose tdsefek soumérnd

%

pfiblizuje a ji v bodu e, protina.

Rovnice (22) a (23) ukazujf, Ze jsou p(u 4 ') a p'(utw’)
téz reilné hodnoty *), ponévadZi g‘w’=0 v naSem pfipadé
o'= o kde? @ redlné, mime pwi = po t6% reilné, protes
e=gpu-+o), y=¢ (-4 w’) jsou reilné. Hodnoty u -+ o’

*) « redlné.
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jsou znazornény piimkami 12 a 34 v roviné st, a pifslusi tedy
témto hodnotam jistd cdst kiivky K*® nesouvisici s prvni vétvi
zidnym redlnym bodem a poloZend mezi e, a e,.
Pro vrcholy této casti musi

d -

% =0, 12z*=g,, e =% V“l"2'92 3
snadno shledime, Ze

9y = — 4y ey + eze; + ¢16) = 4(e] + ere; - €3)

je veliina kladnd (e, -+ e, -+ e; — 0). Prislusné y je déno

y=+V—0.F10V 5
PonévadZ ale determinant
B=—35@79;—9)
=—(—9:—%9. V‘llfz %) (— 9 +3 9. V'il‘zgz),
pti redlnych kofenech je kladny ¥) mdme

— 9 1+3%9, VT‘E.% >0, —g, _§92V1J§92 <0.

Tim obdrZime dva reilné body

w:—vgz, y:iv—gs'l‘gsg‘z\/:l%
a dva imagindrné
e=-+ Vi, y==+ v_gs —39: V20
Prvni z téchto dvou hodnot = zapadd mezi e, a ¢; a po-
ddvd realné body m, n, jichZ tecny jsou rovnobéZné s osou z.
Teény v bodech e, a e; jsme téZ stanovili, i vidime, Ze se celd
druhd vétev kiivky naléza v rovnobéZniku onémi ¢tyfmi teCnami
sevieném. Ze tato celd vétev je v koneénu, je patrno, ponévadz
na ptimkich 12 a 34 nenf Zddného bodu u, jemuZ by prisluSela
nekonecné velkd hodnota gu neb gu. Tato vétev protind kaZdou
piimku, kterd se s ni setkd, ve dvou bodech — coZ pozdéji
jesté ukdzeme — a chceme ji proto vétvi sudow nazyvati, prvni
vétev necht sluje lichou.
Dosavadni vysledky lze takto stru¢né vysloviti.
Maji-li pu a g'u periody 26 redlnou, a 260’ ryze imagindrnow,
a poloZime-l

T=pu, y=pu,
tu jsou x, y souradnice bodw na kiivce tretiho stupné, sklddajict

*) V. Clebsch, Binaere Formen p. 129; dle str. 114, vyjde
2
R=—#} (2795 — 93)-
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se ze dvou vétvi. Argumentu redlnému mezi — o a - @ piislust
vétev lichd bliZici se z nekonedna ose y =0 a protinajici ji v bodu
v=w ¢ Yy, =0, x==¢. Arqumentim tvaru u-} o', kde u je
redlné mezt — & a - o, prislusi vétev sudd, tato jest celd v ko-
nednu a protind osu y =0 v bodech x=¢e,, x=e¢e, v nichZ
u=0 resp. w=0. Viem hodnotdm wu v rovnobéiniku period
tvaru jiného prislusi pomysiné souradnice x, y.

b) Rovnice 423 —g,z— g, =0 méj jen jeden redlny kofen
e,, ostatni dva e,, ¢; jsou sdruZené komplexni. PoloZime-li zase

; . r=pu, y=p'u,

,;§ i tu patrno, Ze redilnym hodnotdm u mezi
@%4—;”‘“ — o a + o piislusi redlné hodnoty z a y.
s “w’ JelikoZ 20 4 20’ je komplexni druhd

eprioda, miZeme rovnobéznik jako v obrazci upraviti, a p*islusi
pak trati — e ...} o vétev redind lichd, pondvadi pii uw=0
mdme x =, y = % . PF Zddnjch jingjch hodnotdch u nemaji
x a y vice hodnot redlnyjch, jelikoZ nyni g(w - @ -+ @) neni
redlné, ponévadi (@ -} ') = e, je komplexni.

Kvrivka tiettho stupné K3 md v tomto piipadu jen jednu

lichou vétev.

V obou pifpadech protind krivka osu potradnic @ =0,
je-li g, <<0, neb pti # =0, mdme y = 4 \/—g;. Pii kiivee
o dvou vétvich se nalézaji tyto body ve vétvi sudé, ponévadi
#u nezmizi p¥i redlné hodnoté w. Totéz vychdzi, uviiime-li, ze
z kofenl e,, ¢,, e, jeden a sice e, musi byti kladny, jelikoZ
e, e, +e; =0. Ma-li pak g¢; = e,e,e, byti zdporné, musi
e, >0, e, << 0 a tedy se hodnota « =0 nalézd mezi ¢, a e,.

2. Ddna-li rovnice

@ f@,y) =0
libovolné krivky m-tého stupné, miZeme se tdzati po bodech
v nichZ protind naSi kiivku tfettho stupné

@) T = pu, y = P'u.

Je-li f(x,y) takového tvaru, Ze se v ni vyskytuje ¢len y*,
pak patrno, Ze je funkce f(pu, p'v) dvouperiodickd a Ze se v ni
vyskytne g4 v mocniné n-té. Za v =0 je ale p‘w nekonecéné

jako % a tedy je tu f(pu , ') nekoneénd jako ‘u‘lﬁ , procez
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musf dle obecné véty na str. 8. v rovnobéziniku period téz
3n-krat zmizeti t. j. musi existovati 3n hodnoty w,, u,,..%us.,
jez ¢inf
f(@,y) =flpu, $'u) =0

a zaroven je

Y — 4+ gow + g3 = $%u — dp*u +- grpu g, = 0.

Body ty jsou prisefiky kiivky n-tého stupné s kiivkou
kubickou. Viéi vété na str. 7. vyslovené z toho vychdzi ihned,
Ze argumenty u,, %, ..us, priaseciki dané kubické Ciry s libo-
volnou Carou n-tého stupné vyhovuji podmince

3) uy -y . . usz==0 (mod 20, 20);

kazdé w; miZeme supponovati v prvnim rovnobéZniku period
(o, + o).

Nevyskytuje-li se v f'(x, y) clen y*, nybrZz je-li nejvySsi
mocnina proménné y (n— m)-td, t. j.

f@y) =fu @y +fop @yt ..,

kde f. je v @ stupné m-tého, pak lzc snadno ukdzati, Ze se
ktivka f(x,y) =0 dotykd dané kubické cdry v bodu z =o»,
aneb »w =0 takovym splisobem, Ze tu splyvd m prasecnych
bodit obou éar. JelikoZ pak pii v =0 fu () je nekonecné jako
1

by iy s

(pu)™ a y»—™ jako (g'w)*—™ a tedy fu (x) y*™™ jako

t. j.

el vychdzi 3n— m co pocet nekonecen nadi perio-
dické funkce f (pv, #'v); zmizi tedy tato funkce pii 83n—m
hodnotich w,, wu, . . Ugs—n. Pfipocteme-li k témto onéch m bodl
priseénych zapadajicich do 2 = oo, y = », mdme opét 3n body
obéma Cardm spolecné.

Z podminky (3) vychdzi, Ze vSecky k¥ivky mn-tého stupné
prochdzejici 3n — 1 pevngm bodem &dry k®, prochdzejt jesté jednim
pevnym bodem jejim,

Plati téZ opané: Zvolime-li body (%,41)s (%3Yy)s « + (Z3nYsn)
na krivce k® takoviym spisobem, Ze argumenty wu téchto bodu
vdfe podminka (3), pak lze jimi vidy véste édru n-tého stupné.
Nebof dle obecné véty na str. 7. lze pak sestrojiti dvou-
periodickou funkci g (v), kterd vymizi jen v bodech u,, u,, .. us,
(jednoduse) a jest nekonecné velkou v stupni 3n v boduw = 0.
Dle véty na str. 13. vyslovené lze vSak g (u) vyjadriti co racio-
Pk



20

ndlnou funkci R (pu, $'u) =R (x, y) a tedy je R(x, y) = 0
rovnice kiivky n-tého stupné, nebof je pii @ =0, y = o0 ne-
konecnd jako zi pii z2=0.

Co zvlaStni piipad vytknéme, Ze argumenty wu,, u,, u,
prisecikit kiivky %2 s libovolnou pfimkou vypliuji podminku

4) Uy +u, +u; =0 (mod 20 2w’),

a naopak, je-li tato podminka vyplnéna, nalézaji se body w,,
uy, u; N3 pifmce. Nazyvime zde bodem wu k vili jednoduchosti
onen bod kiivky K3 jenZ pifsluif argumentu w.

Vedeme-li ¢étyrmi body v, v,, v;, v, libovolnou kuZelo-
secku, protne tato K2 jeSté ve dvou bodech u,, v, a mdme

v, v, v, v, oy +u, =0 (mod 20 2w’).

PoloZime-li
v, +v,+tv, v, =a
pojimajice @ co argument jistého bodu na K3* mime
a-+u, +u, =0 (mod 20 2&’),
t. j. primka spojujict prisediky w,, u, k¥ivky s kuZelosetkou, ve-
denou étyrmi pevngma body v,, vy, v,, v, oné, prochdzi pevnym
bodem a krivky.

Tim ptitadén kaZdé kuZeloseCce C? svazku (v,v,v,v,)
jeden paprsek ¢ bodem @ prochdzejici a naopak, kazdému pa-
prsku vedenému bodem a piifadéna uréitd kuZelosecka C?%, ona
totiZ, kterd primku v téchZe dvou bodech protind, jako kiivku,

neb pakli
_ a-+u, v, =0
pro piimku, je také .

Cu v v tv ey =0
a kuZeloseCka prochdzejici body vy, vy, vs, v, u, prochizi téz
bodem u,. Dan-li bod a, tu patrné, Ze lze body v,, v,, v; libo-
volné vytknouti, bod v, je pak ale stanoven.

Relace takto stanovend mezi svazkem kuZeloseCek a svaz-
kem paprskovym je obapolné jednoznatnd a jsou tedy oba
svazky prométné; kaZdou ktivku tiettho stupné lze tedy pomoci
svazku kuZelosetek a projektivného svazku paprskového se-
strojiti. Nebof snadno ukdZeme opacéné, Ze kaZdé takové dva
svazky vytvorf kiivku kubickou. Jsou-li X; =0, X, = 0 rovnice
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dvou kuzelosecek svazku, pak je libovolnd jeho kuZelosecka
dina rovnici
X, — X, = 0;
a je-li obdobné y, — Ay, =0 paprsek bodem y, =0, y, =0
vedeny, tu jsou svazky projektivné, ptifadime-li elementy témuz
A piislu§né. Priiseéiky sdruZenych car jsou pak na kiivce
Xy, — Xy, =0,
ta je stupné tretitho, ponévadi X, a X, jsou druhého a ¥, ¥,
prvnfho stupné v soufadnicich z, y.

Dény-li 3n—2 body wu,, wu,,...u,—, na k¥ivce K3, tu
protind kaZdd kiivka n-tého stupné jimi vedend K2 jeité ve dvou
hybnych bodech v,, v, a plati relace

Uy Fuy, . F Uy v, +v,=0 (mod 2w, 20’).

Piimka spojivd bodid v,, v, prochdzi tedy pevnym bodem
a, jehoZz argument din shodou

aEul—l—uz—l- e e +u:;n_.2.
3. M4-li pffmka vedend bodem v byti tecnou v tomto
bodu, mus{
vtv+u=0 (mod 20, 20),
z cehoZ plyne argument » bodu tangencialného
% =—2v.

Nezli véc obratime, t. j. neZ vyhledime body, jichZ teCny
danym bodem prochizejf, vytknéme si otizku, zda-li existuji
teény, majici s ktivkou styk trojbodovy. V takovém bodu u
patrné musi

u+w-+4u=0 (mod 20, 2w’)

t. j.
3u = 2a0 -+ 2/,
znadice e, of éfsla celistvd. Tedy
200 -} 20'c’
u= 5

a ponévadZz se bod neméni, ptiddme-li k argumentu jeho ce-
listvé ndsobky period 20, 20’, jest zjevné, Zc stadf klisti za
a, o/ ¢fsla O, 1, 2; tim obdriime devét bodi s teCnami, které
maji styk trojbodovy t. j. devét bodd obratu (inflekénich). Jich
argumenty jsou
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20 4a
0 ) _3' ) ”g— )
20 20+ 20 4o 2
3 3! 3~
40’ 2040’ 4o+ 4o
3 3 ’ 3
Znalime-li struénéji bod o argumentu ?iw——;?ﬁ sym-

bolem ef, jsou obratniky nasf kiivky vyznaeny symboly

00, 10, 20,
o1, 11, 21,
02, 12, 22.

Toto schema ndm ukazuje velmi jasné vzdjemnou polohu
deviti bodd inflekénich.

1. DBody napsané do téhoz fadku neb do téhoZ sloupce
jsou na primce, ponévadZ soucet jich argumentu jest pecriodou.

2. Body do diagondly vepsané aneb body (jako 01, 12,
20; aneb 10, 21, 02) na lomené diagonale jsou téZ na piimce.

3. Tim jsme nabyli 12 pfimek, z nichZ kazdd prochézi
ttemi body inflekénimi. KaZdym bodem prochazeji ctyry takové
pfimky a na nich jsou pak ostatni ony body.

Na pt. bodem 00 prochdzi primky

00, 10, 20;

00, 11, 22;
00, 01, 02;
00, 12, 2L

4. 7 ptimek, prochdzejicich body obratu, lzc sestrojiti ctyry
trojstrany, z nichZ kazdy na svych stranidch ma vSecky body obratu.

Jsou to trojstrany, jichZ strany prochdzeji body napsanymi
do radkd, pak body napsanymi do sloupcd, pak body napsa-
nymi do diagonal pifmych a lomenych, t.

00, 11, 22; 01, 12, 20; 10, 21, 02;

a 02, 11, 20; 01, 10, 22; 00, 12, 21.

Pokldddme-li symboly bod& obratu za elementy deviti-
Clenného determinantu, tu ndm repraesentuji vyvinuté cleny
jeho tyto pfimky.

Chtéjice rozhodnouti o redlnosti bodé obratu, réznéme
vytknuté jiz dva tvary kiivky ttetiho stupné.
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a) Ktivka o dvou vétvich.

Perioda 20 je redlnd, 20’ ryze @'

imagindrni. Jak z vedlejstho By g toww

obrazce patrno, jsou jen body

obratu s argumenty R i PR ~—2§,7,—
0 2o 4o neb — 20 3 )
3’ 3 3 T L Y Y T

redlné, ostatni imagindrné, po- : o :

névad? maji komplexni argu-
menty viak ne tvaru -} @’. Prece vSak miZeme tvrditi, Ze
jsou tfi primky spojujici tyto imagindrné body redlnymi. P¥imka
totiz spojujfci sdruZené komplexni body jest redlnou. Jsou-li
o =M-+4N, «"=M—:N,
y=P4+1Q, y'=P—:Q
souradnice takovych bod#, mame
z, M4:N, M—<N
y, P 4iQ, P —iQ
¢ili po kratké transformaci
z M N/
y P Q
110
co rovnici pifmky body (2'y’), («'’y”) vedené, a ta jest redlnd.
Rovnice (22) a (23) ukazuji, Ze
je-li @ (u—v) tvaru M 4N,
jest @ (w—7v) tvaru M —:N,
a je-li ¢ (w—7v) tvarn P -+ <Q,
jest @' (w—v) tvaru P —:Q,
ponévadz @’ (— ) = &’ (iv). Z toho vychdzi, %e pifmka spoju-
jici body, které maji komplexni sdruZené argumenty, jest vidy
redlnd. Jsou tedy pfimky, na nichZ se ndsledujici body po
tiech nalézaji:

'=Q

=0

20’ 0 2 20420 20 20—20 — 204 20
37 37 3 7 37 3 7 3 !
20’ — 20 — 20’
T3 T3

redlné; nebot argumenty dvou bodi jsou tu vidy sdruZené
komplexni hodnoty. To jsou jediné tii redlné piimky, na nichz
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se nalézajf body obratu po tiech; ony tvoif jediny redlny troj-
stran, obsahujic{ ony body. KaZdd z téchto ptimek prochdzf
jednim bodem redlnym.

Redlné t¥i body obratu se nalézaji na vétvi liché a sice
v naSi soustavé soutadnic jsou dva soumérné poloZeny k ose z,
tfeti v nekonefnu na ose y.

b) Ktivka o jedné vétvi. Perioda redlnd budiz 2e a kom-
plexni 20 = 20 -} 20’, kde @’ je ryze imaginirné.

-w’

20 40
3 aneb 5
jsou opét redlné, arci na jediné redlné vétvi kiivky. Abychom
2w _ 20 20 .

k bodu a=—5=""g nalezli v rovnobéiniku period
sdruZzené komplexni, uvaZme, Ze tjZz bod md také argument
— 4o 4 20’

T
tyZz bod kiivky. S bodem o” je ale sdruZen komplexni bod

— 40— 20 _ —20—20

Body obratu o argumentech +%€3, 0, —

a— 20 =

= a”, ponévadZz bodtim @ a a” prislusi

a =

3 - 3
a tedy je pifmka veden body a:%’, a' = ——20)3_303, 2?60
o, . 20 | 20 20 20
reilnd; podobné pro body b = 35 -+ 5 b= — 5 — 5
a pro body 2%, 0, —gg—.

Mime tedy i v pripadu kiivky o jedné vétvi jen tiiredlné
body obratu, z nichZ kaZdym opét prochdzi jedna redlna p¥{mka
obsahujfci dva komplexni sdruzené body obratu.
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