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O jistyeh integralech pseudoelliptickych.”)

Augustin Panek.

Ukolem téchto ¥adkd jest ukdzati, Ze pivod substituci,
jichZz uzito k vycislenf pseudoelliptickych integrdld tvard alge-
braickych, jez aZ dosud v rdznych Zurndlech a sbornfcich uve-
fejnény byly, dluZno hledati v substitucich Eulerem publikova-
nych, podle nichZ lze je konstruovati.

1. KdyZ Euler vyéislil integraly

' . 2> dx
. Jimie
@ JRET
1+ de
@ G—a) V1o
1—aY)dx
@ Jaravies

zplisoby, o nichz jsme se zminili v tomto Casopise rot. XXVIIIL.
str. 105. na konci Pozndmky, vyéislil je pak také spoleénou
substituci algebraickou '

*) Préci tuto lze téZ poklddati za dokonden{ &linku uverejnéného
v tomto Casopise rod. XXVIIL str. 97. s ndzvem Vyé&islent jistych Eulerovjch
integrdli neomezengch. '
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5 —_—— T .*
® e ¥
T 1 pt
V pojedudni , De integratione formulae %

_aharwnque ejusdem generis, per logarithmos et arcus circulares”,
pozdéji akademii Petrohradské predlozeném,**) Euler vraci se
opét k integrdlu

l — x‘
a tu pravi:

,KdyZ jsem o .vyrazu tomto bedlivé uvaZoval, shledal jsem
%e lze jej zbaviti irraciondlnosti podivuhodnou substituci

I T i

- ty2 ,

Zvl4itnimi obraty pak dospivd Zddouctho vyésleni, nz
konec poznamendvaje:

S,Privem mozno tdzati se, kterym umélym obratem jsem
dospél substituce této, o niZ by se pii prvém pohledu mohlo
zd4ti, %e k cili nevede. Zajisté by nikdo na substituci tu ne-

- pfipadl, a j4 sim nemolu se upamatovati, jak jsem ji mohl
dosici. **¥)

(6)

¥) Viz Euler ,Inst. calculi integr.“, 4. dil, str. 26. aneb Salomontv
némecky preklad, 4. dil t4Z strénka.

**) jbid. pag. 37. :
. *##%) V citovaném dfle na str. 39. pravi Euler déle: ,Aviak uvdziv
viechny momenty, .dospél jsem muohem jednoduSsi methody, podle niZ
mozno vypodet bez velikjch oklik vykonati ..., i podivd methodu s nid-
zvem ,Jednoduchd a pfirozend methoda, kterak piedloZeny vyraz integralnt
vysethtx “.Pod timto titulem vyéfsluje Euler integral (2) substitucf V' 1 + =*
== p'z, at viechen daldf sloZity appardt pofetnf moZno znalné zjednoduditi,”
jak némi bylo- dokdzdno. (Viz tento Casopis ros. XXVIIL) Konstatujeme,’
Ze nejjednodu¥l moind a spoleind substituce, vedouci zdroved nejrychlejs:
k vyéfsleni viech integrdld (1), (2), (8), (4) jest ndmi zavedend a Eulerem
poprvé avéak pouze k vyéisleni jediného integrilu (2) uZitd substituce
VIiFat Fat= p. (Viz A, Pdnek ,0 vy¥sleni ndktergch mte_qnilﬁv Eulerovych
spolednou “substituct "algebraickou®. Véstnik kr4l. &eské Spolednosti nduk.’
.V Praze, 1893.) ' ' :
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Ukédzeme nynf, jak Euler mohl asi substituci (6) dostati
ze substituce jim pfed tim zavedené (5).

Zdvojmocnime-li totiz ob& strany rovnice (5) a upravime
ji, nabudeme

Pt —22° + p*=0,

nacez

——mt
@ o= LV
tudiz

1 ,—I::
r—=—V1 1 —pt.
o Lt V—p

Dle zndmého vzorce

(@) vﬁrﬁ;V“+Vg’—b+ \/“_fo“b*'

#) Dovolim si tu ukdzati, jak jsem jiz pied 25. lety svym zdkdim na
byvalé méstské stiedni Skole na Malé Strané v Praze tento vzorec odi-
vodnoval.

Polozime-li

(@)  Var Vi= Vit Vi,
jest
® VaeVb = Vz—Vy.

Z rovnic (@) a (p) stanovime z, y.

Seéteme-li ob& rovnice, dostaneme
» Vet Ve +Ve—Vs=2Vaz,

a odeéteme-li rovnici (8) od («), nabudeme

) o VaqrVE—Vi_Vi=2Vy.
Zdvojmocnfme-li rovnici (7), jest patrné

at+ Va—Fh

“(e) ) = )

22%
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bude —
iy =15 +V1‘
proteZ
_ Vit +V1-—p
6/
(6) i3

coz jest, pifeme-li tu ¢ misto p, Eulerova substituce (6).

Kdybychom neptihlizeli ku vzorci (), mohli bychom po-
stupovati téz takto:

Pritteme-li k rovnici (1) na obou stranich 1, bude

a zdvojmocnime-li rovnici (), bude

© ==V

coz vzhledem k (¢) moZno piimo napsati.

Hodnoty (), (¢) dosadime do rovnic () a (#), které spojime, pisice
—— Vat+ Va—t  \a—Va—s
‘/a:t \'23 :v 9 + 3 ,

coZz jest zndmy vzorec, ktéry v uéebnicich pro stfedni $koly jednim ze
- dvou obvyklych réiznych zpdsob& byvé. stanoven.

Toto rozvedeni druhé odmocniny z vyrazu surdického v soudet neb
rozdil dvou takovych odmocnin jest vyhodué jen v tom piipadé, je-li

V af = éislo raciondlné.
Z4ddme-li, aby vyraz a® — b byl tplnjm &tvercem, tieba poloZiti

a? — b —ux?
éimz b nabude hodnory
(n) b=a—2z'== (a4 z)(a ~x).
» Cheeme-li zpz.;méyi konstruovati pfipadné éiselné ph’kiady pro druhou

odmocninu z éfsla surdického, jest nutno, abychom napted védéli, ze Va? —6
bude &fslem racionsinim,

Kdyby déno bylo na pf. a =2, vohme éislo = na pf. =1, nadez
# rovnice (n) vypodteme b —=3 a tudii predlozeny piiklad bude Vz i: V3
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g P 1HVT—p
() 4= Ik
Ny VTP V7
T p P

Av8ak vzhledem k (5) jest faktor

V1+p V1+ V1+1+x4_1+x2

22F T 2
tudiz (p)
NEIOIS & S [V f—p2+w—p2
z\2 P

z ‘tehoZ opétné plyne

& _Vi+p+Vi—p*

(6) _

pV2

I miZeme z kterékoliv substituce Eulerovy (m), (n),
uvedené v tomto Casopise rot. XXVIIL str. 105., a (b), bez
velikych obtiZzf konstruovati zcela nové substituce algebraické
pro integrdly (1), (2), (3) a (4).

Konstruujme snaz8{ substituce charakteristické jako

| 142  1-—a
aneb )
| Vigat Vifat
9), (10) TF#—P TP

aneb kladme
n——_— “‘4 — _1___ .“‘.
I i =D, -t

znadf-li p vidy nové zavedenou integrain{ proménnou.

(11), (12)

Ze jsme tyto substituce nazvali charakteristickymi, oddvod-
hujeme tim, Ze v kaZdém z uvedenych &tyf integrald jsou. za
symbolem integra¢nim obsaZeny nékteré z vyrazi
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(») 1422 11—zt 1—2z'\ VI44a

z nichZ prvni nebo druhy anebo tieti, spojen jsa se étvrtym ve
tvaru zlomku, poskytuje ndm substitu¢nf rovnice (7) az (12) té
_ Vlastnosti, Ze kaZdou jednotlivou z nich moZzno vy¢isliti viechny
integraly (1), (2), (3), (4).
Tato moznost dokazuje, Ze vazba téchto CtyF integrdld jest
v jakési souvislosti, i patrno dle povahy integrdlu (1), ktery
z nich jediny obsahuje kromé poslednich dvou vyrazi v (»)
uvedenych jedté x?, Ze lze stanoviti dal§i jednoduché substituce,
a to

(13) | Vitat_
x
aneb
14 —':ﬁ_._ p— y
(14) Vite ¢

kde p i g jsou nové integraéni proménné.
Ze substitucf (7) az (14) uvddi Euler pouze dvé a to
substituci (13), jak jiz feteno, pfi vytisleni integrdlu

/V1 + ac“

a integrdli obecnéjSich tvard, a substituci (14), kterou zavedl
pri vyéfsleni nékterych integrald, vtomto Casopise rot. XXVIII.
vytéenych.

V nésledujicim poddme instruktivni methodu, jak 1ze ng-
kterych z téchto novych substituci pouziti k vytislenf vSech
integrdld (1), (2), (8) a (4). v

II. Euler, vytisliv integrily (1), (2), (3), (4) spoleénou
substituct (5) odst. I., podivd je v poradi (3), (4), (2), (1).%
Dle tohoto postupu nazveme integrdly ty po fadé V,, V,, V,,
V,. K jich vyéfsleni volme na pi. substituci (7), kladouce

_ 14a*
(@) - p= ViTa"

*) Srov. Euler tamze str. 26. -
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z Cehoz
_ 2x(l—2*)dx
(8) dp =———75—
(12?2
Sestrojme vyrazy
e 2V2
Vp2—1 x)2
(I—=??
M2 —
(8) 2 p - 1 _+_ x«i
o (14 xz)i_

a (&) nasobme p , zdvojmocnénou to rovnici (e),

14t
kteryzto soutin piSme v podobé
. o[ 1—ax*\?
© 1‘(192—1)2_(—1??—) .
Délime-li (8) souéinem (J) a (¢), nabudeme
pap vy (tahdzs
@—p)V'—1 = (1—a)Vl+a*
tedy
Y :i_ pdp .
TTVeY @—p) VP —1

PoloZime-li

pP—1=12% jest pdp = zds
tudfz

__lll+z

v __1f_§i_ L .
TR/ T2 Ty e
Vritime-li se k pivodni proménné, jest predeviim

(@) s=Vp*—1
a dle () bude
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, _ 72

@ T

a jeito
ey 1—a®
. (@) Vi—zt= i
nabyvime dosazenim (a’) a (b) do V,
_ 14a)de Vl—l—x +mV“

& JaosnrE TR e

vysledek to s Eulerovym souhlasny.*)

Délime-li (8) soutinem rovnic («) a (y), obdrZime

dp —V 1 — xzﬁw
pVp*—1 1+ @) V142"

a integrujeme-li obé& strany,

dp

V,=—= -————-—iarcsecp
Y pe—1 ‘V§

1 1
= _— arc cos — — —— arc sin

V2 V_
Vzhledem k (d) bude V, neboli
(1 — a2 dx 1 . x)2
B ——— — — arc 8in ———
@ f<1+‘x2m+x4 V2 142
co jest opét vysledek Eulertv.**)
Délfme-li (8) rovnici (8) i (§), dostaneme

VP—1
)

pip R
=T~ T

*) Viz Euler tamze str. 23.
**) Viz Euler tamZe str. 23.



349

a tedy

e Y - DT 1
kteryzto integrdl vloZenfm p? — 1 = 2% pdp — zdz lze prevésti
na tvar integrélu differencidlu raciondlniho, tak Ze

= fl = 3\/2 f{lﬁazh{_lfzz}

ZL {l =

—}—arctﬂz}

Zavedeme-li opét piivodni proménnou, jest vzhledem k (a.')
a (b) integrdl V,, t. j.

© Syt

vysledek opét totozny s Eulerovym.*)

Posléze ndsobme (B) rovnici (d) a soutin ten délme rovnici
(&), timZ obdrzime

Vp? — tdp x¥dr
L ] A—
@—p)p V2 (1—z*) V1+=2*

Integraci{ obou stran povstane
_ 1 /Vp“’—"_l dp
T Y (2—pYp

a nédsobfme-li za integrainim symbolem ¢Eitatele i jmenovatele p,
lze psdti

v — L [pVp’—1dp
Toyed 1— =1

Integrdl tento vede opétné na integrdl differencidlu racio-

*) Viz Euler tamZe str. 39.
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nédlnfho, pouzijeme-li diivéj§i substituce p?— 1 =27, tak Ze
piimo jest patrny tvar integrdlu poslednfho

%z 1 |

T—2t f{l——zz 1—1—z‘1

1 { 14+ z

Vi— 2

PrihliZzfme-li opétné k plivodnf proménaé, lze dle V, psé,ti
integrdl V,, t. j

x?da
o Sz

. { Vl Lot ﬁ—xVJ _
T U e SVital

— arc tg z}.

Abychom dostali vysledek Euleriv,*) uvazme, Ze

arctg ¥ = arcsin _lb__,
VI + 92

kdez
zV2

——Vl—}—x*

A tak lze vy&fsliti ostatnimi, v odst. I. uvedenymi substi-
tucemi vSechny integrily (1), (2), (3) a (4), pti temZ konstruo-
van{ ptislu§nych vyraz r{df se dle differencidlu, stanoveného ze
zavedené integralni proménné p.

Pozndmka. UkdZzeme jesté, jak lze vycéfsliti integral V,
substituénf rovnicf{ (8), uvedenou v odst. I., kdeZ piSeme

1—2?
k —_—
’( ) P
Stanovme o
2z (1 + 2% d

- 1+ x*?

*) Euler tamze str. 25.
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a sestrojme
z VQ

(m N—pi=-—=
) ¥ Vira

natez, nasobice (k) rovnic{ (m), nabudeme
— z(l —2z%
(n) I’Vl—l’ V-? 1+x4 .

Délfme-li (?) rovnici (»), povstane

f'—*d—/p———~\/§ (1 4+ 2?) dx
pVI—p T A=) i+t
tedy V,, t. j
f 1 + z?) dx ____1_\/‘ dp l -I_Vl_p
A—a)Vita V2’ pVi—p V2 ?

a vzhledem ku (k) a (m) nabyvime vysledku (A).

Jest na jevé, Ze ve vSech naSich substitucich moZno misto
p zavésti goniometrickou funkei jakoZto novou integradni pro-
ménnou, coz budiz predmétem tvahy nasf v odstavei ndsledujicim.

III. Volme tiebas posledni tvar substituce (k) v odstavci
predeslém uvazované, kladouce nyni

1 cosp = L%
M Vitas'
kterouZzto rovnici lze téZ vyCisliti vSechny integrily V,
k=1,2,3,4).
Z rovnice (1) stanovime

1—}—33
2 d 2 =17 dx
@) p=1)2 T

coZ ndsobime rovnici (1), i bude

(3) cos:pqu:dsinw:\E——_—sdx'
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Déle sestrojime vyrazy

) —_ (1+'x2)2

) Lsintg = T
1—zt 2

a2 2 —_— — qin4 J—
(3) (14 sin?¢)cos?p =1 —sin (p__(~-—~1_i_gc4 )

Délenim rovmnice (2) rovmici (1), dosp&jeme differen-
cidlu V,,

dy _ s (IFayde o
(6) e V2 PO V2. dvV,

a délfrae-li (3) rovnicf (4), dostaneme differencial V.,

A=2Ydz __y5 av,,
(I4=) V1 + = .

délime-li pak (3) rovnicf (5), nabyvdme differencidlu V_,

dsu.uf =V5
1+smn*g@

M

dsing s V1 +at
P =V

T—sinfe de=1Y2.dV,

®)

2
a koneéné, ndsobime-li (8) rovnici sin® g :TE—F , obdrzime

differencidl V,,

sin?pdsing .= wde s
T =22 2

©)

Integrily V. jsou tedy vyjddfeny jakoZto integrily diffe-
rencidld raciondlnich, které vedou k resultujicim hodnotdm
vytéenym v odstavei ptedchozim.

Substituci goniometrickou vyéfsleny poprvé a dosud jediné
tyto &tyii integrdly Vi zvéénélym Gustavem Skrivanem, profes-
sorem polytechnického tstavu krdlovstvi Ceského ve ¢lénku
»Note iber einige Integrale.*)

Dle obvyklého zpiisobu, pfi jistych integrdlech differencidli

*) Schlomilch, Zeitschrift fir Mathematik u. Ph,ysik..Rdé. VIIIL., 1863,
str. 303.
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irraciondlnich s vyhodou uZfvaného, irraciondlnost odstranuje se
zavidénim piipadné goniometrické funkce, aby z uvedené od-
mocniny, kdyZ si ji myslfme samu o sob&, vznikl jeden ze
zndmych zékladnich vzorci goniometrickych, plynoucich z véty
Pythagorovy. Proto Sktivan klade 2*> = tgy, i jest tudfz

VIFaf = V1 +tg2y —secq.

Ztejmo, Ze mohlo se téz klasti x* = ctg .

Tato Sktrivanem zavedend spoletnd substituce jest sice
nejpiipadnéjsi substituce goniometrickd, uevede viak k nej-
rychlejSfmu vyéfslenf integrdld téch, jako na pi. goniometrickd
substituce (1) a jiné, které lze napsati dle substituci (7) az (14)
odst. I., z nichZ (%) jest v tomto odstavci (1). Tteba tu opétné
konstatovati, Ze ndmi zavedend spoleénd algebraickd substituce
V1 + x* = pz jest nejjednodussi viebec moind substituce, ve-
doucf nejrychleji k vyéislen! integrdld Vi, coZ ndmi v citovaném
¢ldnku, uvefejnéném v krdl. Spole¢nosti nduk, bylo ukézdno.

IV. Legendre*) zabyval se integrdlem tvaru

. rdx
1 V= A —
1) f(l_xa)‘;éix:;__l

ktery mozno vydéisliti takto:
Zavedme substituci

3 .
2 vz——;/;‘_——f =y,*)
z niz plyne |
z = .Iglyi
4 y?
a
do=— 7"t
Vor3 +y)?

*) Srovnej Legendre ,7raité des fonctions elliptiques et des intégrales
eulériennes. T. I, pag. 171, Paris, 1825.
**) O této substituci viz Pozndmku na konci tohoto odstavce pii-
pojeunou. :
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Po dosazenf téchto hodnot do (1) bude

38 (1—y) V" + 3y
Jeito
1 1 1
(a) !: =3 - )
(1—y)Vy* + 3y 2Vy3+3y(1_y H'y)

" nabude (3) tvaru

e e LA
3V8 Y (1—=9 V¥ +3y A+9) V¥ +3y
4
= "X: Vi —Vy),
kde V, znamend prvy a V, druhy integral.

V obou integréalech jest vyraz pod tfet{ odmocninou roven

—1V+ @+ 1)
T2 :

VloZenfm této hodnoty do integrdlu druhého udélime tomuto
podobu

®) V=V f-——%

@*—Dn\1 +(§i_{)3

Klademe-li nynf
y+1 _
*) Oznaé¢me-li druhy integrdl f(¥), jest patrné prvf f(—y), tak e

s

"
V= VE {f(—!/)\f(g()}.
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obdrzime differencovanim

dy dat

—1— 2

coz délime-li (6),

) dy dt

Ty —1 7 2t
Dosadime-li hodnoty (6) a (7) do (), nabudeme
1 ©ode
VT oiTE
Podobnym zptsobem dospéli bychom ku

(9)V1:Vi‘f -flil/————_?: 1_/ d
a—p\ir( ) VAT VIF

8) V,=—

Jest tedy

1 dt dt
i Vo=l et [
V& Y V17 AT

Druhy z téchto integrdli ptejde ve formu prvého substituct

=, tak s pak V &l integrd]
xdx 1 dt ds
1’) o o { 3 - 3 } .
( /(1~x3)v4w3—1 3\3 "/VT—W fV'i'_‘F'z‘s'
Zndmé integraly pravé strany jsou téze formy.

fdt

Vite

kter§ vyéislime jinjm postupem neZ dosud se dé&je.

Volme z nich prvy

- ‘Polozme
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3

Vl———i—F: tu,
ili

18 =133,

kterouzto rovnici ptimo differencujme a ihned kratme 3t%; pak
jest

dt = uj dt + tu’ du,
aneb

(1 — u3)dt = tu, . u, du,.

Hledfce k pivodni substitucoi rovnici piSme ddle

3
(1 —ud)dt =YL+ 5. u,du,.
Rozloutfme-li proménné, bude

at  _ u,du,
3 T 1l—ul

yiee
a integrujeme-li ob& strany této rovmice, jest hledany integrél
f a  __ rowdu,
ST R

patrné vyjddien integrdlem differencidlu raciondlnfho.

Touze cestou, kladouce

ViTF=m
'dojdeme k nové formé druhého integrdlu v (1), t.j. k integrdlu
St = [t
Vi s .
Integrdl (1’) bude miti nynf tvar
zdzx 1 L uydu, : :
) S (1— 2 Viz* —1 23\73:{ 1_2:?7::'— {L—f—:‘;_}
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z néhoZ patrno, Ze predlozeny integrdl (1) jest vyjadfen inte-
grély raciondlnich differencidld.

' Pozndmka k integralu predchozimu. . Serret ve svém vyni-
kajfcim spise o poctu differencidlnim a integralnfm uvadf bino-
micky differencial

@ wW=—T__ 4
(1 — 2%s
jejz substituct
3
Vi—a® _
®) Tz =
transformuje piedev§im na tvar
© do ?‘”w:dv
Ji—ar T

Na to stanovi

' 1—x V3
d e ——
@ 1+2 V&5 1
¢mz (¢) nabyvd formy
V3
AV = ———
© V4£5 —1

Kdyz ¢ nahradfme z, tu vyraz -—V‘i—ls?’—,;l—, poloZen rovny
DY —

¥, jest ona substituce, kterou jsme pfi vyéfsleni Legendrova
*) Viz 'Serret, Cours de calcul différentiel et intégral. 2. édit., pag. 66,
Paris, 1879 aneb na téZe strénce ve 4. vyd., Pafiz, 1394 aneb Harnackdv
némecky pfeklad str. 58., Lipsko, 1885.
23
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integrdlu (1) zavedli a oznalili (2). Tato substituce, jak patrno,
md svij pivod v substituci (b), kterouz dle povahy piedloZeného
integrdlu (1) sestrojiti lze dle substitucf, ndmi uvedenych na
str. 345., k nimZ jsme dospéli tdvahou opfenou o substituce,
.Eulerem, podané.

Tieba tu téZ poznamenati, Ze tvar integrdlu

V=S

vyskytuje se v Eulerové dile IV. na str. 293. Také Legendre
ve svém Traité des fonctions elliptiques, pag. 18D uvddi tyz
integrdl, pfi némZ poprvé zavedena je substituce (b), kterou Serret
v citovaném dfle svém reproduikuje.

(L — a2

V. Legendretiv integrdl tvaru
xdx
W v=/ F
(2° +8) V' - 1

ktery vyéislil téz Clausen, a kterym zabyval se Geinther,*) pte-
vedeme na tvar Eulerova integrélu.

Klademe-li tu

[l
-

1+ 3u?,
jest
Ao — — 2udu .
(1303
tak ze

*) Legendre, Traité des fonctions elliptiques et des intégrales eulériennes.
Tome I, pag. 165, Paris, 1825. Clausen, Ueber ein Integral in Legendre’s
Traité des fonctions elliptiques (Astronom. Nachrichten, Nr. 442.). TotéZ re-
produkoval Grunert ve svém Archiv der Mathematik u. Physik, IIIL dfl,
pag. 835, 1843. Ganther, Sur Udvaluation de certaines intégrales pseudo-ellip-
tiques. (Bulletin de la Société mathématiques de I'rance, pag. 88, Paris, 1882.).
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2 d
W v

3137 (34 u) \T =32

coz jest integrdl Eulerdv.*)

y

Jezto
1 1 (A — (1 —w)?
e T T 5w du
nabude (1‘) podoby
@V = f (1—{—74)‘2 du —'f (1—u)"' du |
6\:5 (3u+u3)\/1+3u” Bu + o’ )\/1—}—3@02[
:—1; (Vl'—vz);
6V3

pii Cemz patrné oznacujeme prvni integrdl V, a druhy V,.
Prvni integrdl V, vycislime, substitujeme-li
1—u

3 - =Y;
© V1 + 3 u?

differencujeme-li tuto rovnici, bude

(- )" du ———&y
(1+3u)V1+3u

(4)

*) Integrédl tento uvddi KEuler s ndzvem ,Integratio succincta
Jormulae integralis maxime memorabilis

f___'%z____«
' 3
Bf2) Vitse

(Convent. exhib. die 28. april. 1777). N. Acta Petr., X, 1792, p. 20—26. Viz
téz Legendre, Traité des fonctions elliptiques. Tome 1, pag. 170.

23*
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Sestrojime vyraz

5

1+ 3u*

‘nacez, délime-li (4) rovnici (5), obdriime

(14w *du — dy__,
u@+u) VI F3u? 1—y
tak Ze
_ dy
(6) Vl_-—fl—;?,

¢imZ integrdl V, vyjddien jest integrdlem raciondinfho diffe-
renciglu.
Druhy integrdl V, vytislime substituct

: 14u
) ==
V14 3w
Ptimym differencovanim rovnice této nabudeme
1 — u?) du
(8) ( i =dz
(14 3u?) V1 + 3
a jezto
NENTCERY)
(9) 4 4 1= 1 x S ut )
dostaneme, dclime-li (8) rovnici (9),.
(1 — u?) du __ dz
u(3—+—uz)\,/_1-1—-—7:%7é #—1
a tedy
‘ dz
V2 = — —1—____—?°
Difference

Vl—vzz'—"/‘iiifys—{"flfza’




361

tak Ze hledany integrdl

) zde 1 e _dy__}
3 — T __ 8 -
@+ oVF—=1 6y5 Y 177 1=y

vyjadfen jest integrdly raciondlnich differencidld.

Kterak lze dokéazati vétu o osach podobnosti
tri kruznic uzitim deskriptivni geometrie.
Napsal

Dr. Ant. Sucharda v Brné.

1. Ve &étvrtém vyddni Mongeovy deskriptivni geometrie,
jez potidil r. 1820 Zék jeho Brisson, dokazuje se na str. 56.,
ze Sest bodd podobnosti tif kruznic lezf po tfech na étyFech
piimkdch (osdch podobnosti). K vysledku tomu dospivd Monge,
hledaje spoletné tetné roviny t¥i ploch kulovych, sestrojenych
nad kruZnicemi témi jako hlavnimi, kterouz ilohu ¥e$f uzitim
kuZelovych ploch, opsanych kazdym dvéma z téchto ploch ku-
lovych.

Dikaz Mongeiv vyZaduje, aby zddné dvé z danych kruZnic
vespolek se neprotinaly, jezto sic vnitini jejich teény, tedy
i pislusné plochy kuZelové a proto i nékteré z teénfch rovin
jim spoleénych stdvaji se pomyslaymi. *)

V nésledujicich fddeich pokusim se o dikaz také na de-
skriptivni geometrii zaloZeny, ale nezdvisly na vzijemné poloze
danych kruznic.

Za tou pric¢inou volfm ono znénf véty, které uvidf Salmon-
Fiedler (Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 4. vyd., p.
193.) a z néhoz jsoucnost &tyr os podobnosti snadné vyplyva.

Dédny-li v roviné tfi libovolné kruznice K K’ K”, prochdzf

*) Bez fefené vyhrady dokazuje se véta planimetricky z obrdcené
véty Menelaovy (sr. Spieker, Lehrbuch der ebenen Geometrie 21. vyd.
P.oz0Lw g : : .
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