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Kterak strojiti readlnou plochu kulovou z prvki
imaginarnych.
Podava

Vincenc Jarolimek,
feditel vysSsi Ceské realné Skoly v Praze.

Strojeni obecné plochy druhého stupné z deviti bodi redl-
nych jest obecné zndmo;*) ano methoda ta i pro p¥fpad bodiv
imagindrnych podvojné sdruzenych jest upravena.**) Le& pif-
slu§né konstrukce jsou tak velice sloZité, ze sotva ktery kon-
struktér se pokusil, prakticky (ovSem s pouzitim deskriptivni
geometrie) jich skutetné vykonati. Ve zvld$tnich vSak pifpadech
lze uziti method specidlnich, jez vedou k dvahdm zajimavym
a konstrukcim snadnym, nepfesahujice uloh stupné druhého.
Ukolem nadf stati budiz Feliti ilohu s plochou kulovou K, pii
¢emz k redlnym a imaginirnym bodiim ptidinfme urdovaci prvek
jesté druhy, totiz redlnou nebo imagindrnou rovinu teénou.

Jezto pak, jak povédomo, prochdzi-li redlnd plocha kulovd
uréitym bodem iwagindrnym, musi nezbytné obsahovati také
sdruZeny s nfm bod imagindrny, a dotykd-li se urcité roviny
imagindrné, mus{ dotykati se i sdruZené roviny imagindrné, na-
skytd se celkem devét uloh riznych. Znati-li a, b, ¢, d body.

*) Chasles, Comf)tes rendus, dil 41, 1855, pag. 1097, — Dr. Schroter,
Theorie der Oberflichen II. Ordnung, § 53. — Heger (Schlomilch, Zeitschrift
far Mathematik und Physik, XXV, pag. 98) — Rohn — Papperitz, Dar-
stellende Geometrie, IL, pag. 186 —189. — Reye, Geometrie der Lage, II. —
Wiener, Darst. Geom, a j. Prvni reieni nalezl jiZ Steiner r. 1836, ale
uvefejnéno teprve Geiserem r. 1867 v Borchardts Journal f r. u. ang Math
dil 68, pag. 191 ‘

‘*) Cardinal, ,Zur Construction einer Fliche II. Ordnung (Schlﬁ-
milch, Zeitscbritt etc., XXVIL, 1882, pag. 119.) - . ,
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redlné, a' b, cijii, body imagindrné (znatka __ spojuj elementy
imaginérx;z sdruzené), jimiZz kulovd plocha md prochdzeti, o, o,
7, ¢ roviny redlné, ¢’ o, ’i, ¢‘ roviny imagindrné (podvojné
sdruZené), jich ploch;m kulovd md se dotykati, budou data
jednotlivych tloh tato:

1. a, b, ¢ diy 5. a, b, v ¢
2. @b, cf\;li; 6. a, o, tivq)i;
3. ;,/9, cmi;_ 7. 0, o, t"\J‘P?’;
4. 9, o, c?\jd"; 8. @' b, riq)i;

9. ¢ o, 7' ¢

Body ci/d" urleny budtez pokaZdé jakozto samodruzné
body elliptické involuce bodové na redlné pfimce P, dané dru-
Zinou m,m, symmetrickou k stfedu involuce o, tak Ze potence
jejf = om? =om? = —}2 Stied plochy kulové prochdzejici
body c"\_t/l" bude na redlné roviné soumérnosti ¥ obou bodd,
tudfZ na roviné ¢ | P prochdzejici stfedem involuce o. Tetné
roviny 7' ¢' dény budou obdobné samodruznymi rovinami ellip-
tické involuce rovinové o uréité ose Q, jez dama bud nejlépe
druZinou symmetrickou s, g, (t. j. symmetrickou k rovindm
& | n pravoihlé druZiny involuce). Stred redlné plochy kulové
dotykajfcf se rovin z* ¢ bude v roviné &, ktera piili-tupy uhel
rovin g&,, ., jeito, jak se ukdZe, ve vedlejSsim ostrém thlu nenf
z4dnych tetnych kulovych ploch redlnych.

1. PApad. Dény jsou dva body redlné a, b, dva body
imagindrné sdruzené c‘\/d‘ jakoZto samodruZné body elliptické
involuce na dané pfimce P (&ili imagindrné -prasetiky ptimky I
8 plochou kulovou). Rovina (aP)== (obr. 1.) seée plochu K
v redlné kruznici L; jeji prostorovd osa O protne rovinu sou-
mérnosti ¥ Gsetky ab v stfedu s plochy K, jejiz polomér — sa.
Jde tedy jen o sestrojenf redlné kruZnice L urcéené body a, ¢, d/,
Jezto ostatek jsou elementdrné tlohy deskriptivnf geometrie.

Involuce na pffmce P bud ddna symmetrickou druzinou
m, m, ke stfedu o, potence involuce tedy — — om®. -Veskeré
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kruznice jdoueci body ¢, di tvoki svazek, jehoZ osa jest oH_| P.
Svazek ten vytind z H involuci o stfedu o a potenci — +o_7;{f
Spojme tedy ao a ustanovme na ao bod e tak, aby eo.ao =om: .
Na pi. polokruZnice nad ao sete G' (kruZnici o poloméru om,)
v bodé r; re | ao d4 e. Bod e je dal§i bod kruZnice L; sym-

metrala tétivy ae d4 tedy jejf stfed » na H, ua polomér.
Dodatky. KruZnice svazku, prochdzejici body ¢, di, jsou
orthogondlné ke kruZmici G. — KruZnice L je spoletnd vSem.
plochém kulovym, které prochdzejice imagindrnymi body ¢, d,
maji své sttedy na ose O kruZnice L; tvoif tedy svazek kulovy.

Obr. 1.

2. Pripad. Dény jsou dvé dvojiny imagindrné sdruZenych
bodi af b, ¢ &, elliptickymi involucemi na piimkdch P, R
spolu mimobéZnych.

Sttedy obou involuci proloZme roviny ¢ | P, ¢ | R. Na
priseénici (po) = S bude stfed s plochy kulové K. Rovinax | S
proloZend pffmkou P protinati bude K v kruZnici L, kterd pro-
chézejic body af, b, md stied svij v prisettku (S)=wu. Ob-
dobn& rovina ¥ | S prolozend pfimkou R sete K v kruznici M,
kterd jdouc body ¢, d', md stfed svij v priseéiku (¢S)=-v.
Redlné kruznice L, M leZice v rovindch = || ¢, stanovi kulovou
plochu K. - :

15¢
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Jde tedy zase o sestrojeni kruZnice L v roviné = _| S
prolozené piimkou aid*= P. Stied jejf w jest v priiseéku
(wS) = u. KruZnice probfhajicf body ¢’ d’ tvoif jako prvé svazek,
jehoZ osa jest H (obr. 1.), na niz se vytind involuce o stfedu o
a potenci — —-om?. Veskeré kruZnice tohoto svazku jsou tedy
orthogondlné ke krunici G. TudiZ tetna uf ze stiedu » ku @
vedend d4 polomér kruZnice L. Obdobné sestroj{ se kruznice M
v roviné v. Pfipadne-li stied « do vnitt krubu @&, jest dloha
nemozné, t. j. plocha K jest imagindrnd.

3. Piipad. Dén jest bod redlny a, redlnd rovina teénd o
a dva body imagindrné ci/d" na piimce P.

V roviné (aP) == sestroji se body a, ci/d" redlnd kruz-
nice L jako v pfipadé 1., naceZ kruZnicf L proloZi se zpiisobem
zndmym plocha kulovd K tefnd k roviné ¢. Je-li prisetnice
(mo) =: S, stredem u kruZnice L proloZend rovina ¢ | S, a
seCe-li prise¢nice (¢v)= R pifmku S v bodé v, obdrz{me na R
dotyény bod £ tetné roviny ¢, vedeme-li z bodu v tetnu vm

ke kruZnici L a utinfme-li. na pfimce R vt =wvm. To viak
utiniti 1ze smérem dvojim, proceZ vysledky buiou dva.

4. Pripad. Dény jsou dvé redlné roviny teéné ¢, ¢ a dva
sdruzené body imaginérné ci/d".

Stied s kulové plochy K bude v roviné ¢, kterd pili od-
‘chy]ku rovin @, 6. Proloime pifmkou ¢'d’= P rovinu P o.
Rovina ¥ protne plochu K v kruznici L, kterd prochdzejic body
¢, di, m4 stred svlj w na prisetnici S= (vp). Stred u ob-
drzfme v priseéfku pffmky S se symmetrdlou H bodid ¢, &
v roviné ¢ ‘(obr. 1.), naleZ ze stiedu # opfSeme kruZnici L
orthogondlnou ke kruznici G (piipad 2.). Kruznici L posléze
prolozime plochu K tefnou k roviné ¢ dle ptipadu 3.

5. Prfpad. Dény jsou dva redlné body a, b, dvé imagindrné
sdruzené tetné roviny z‘ (8

Rozpolme redlnou ro rovinou § fupy whel rovin g, , y,, Jlmli
jest ddna symmetrickd druZina involuce rovinové (¢'¢f) o redlné
ose Q. Stfed s plochy kulové K bude na priiseénici S roviny &
8 rovinou soumeérnosti ¢ bodd a, b (obr. 2.). Rovina ¢, kterd
jde body a, b_1 S, sete S v stredu w redlné kruznice L jdouct
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body @, b, kterou plocha kulovd bude obsahovati. L sete ro-
vinu £ v bodech z, y, jimiZ prochdzeti bude hlavni kruZnice K
plochy, lezfcf v roviné &. VeSkeré pak plochy kulové, jez do-
tykajice se rovin z! ¢¢, majf stiedy své na piimce S, vypliuji
soustavu ploch ZK podobné polozenych dle stiedu », v némZ
S sece osu Q. V této soustavé jest Zddand plocha obsaZena.
Rovina § sele soustavu 2K v soustavé kruZnic R podobné
poloZenych dle stiedu v, jichZz stiedy leZf na S; této soustavé
ndle#l kruznice K. Podafi-li se ndm sestrojiti libovolnou krui-
nici R soustavy X R, zbude pak tloha zndm4, redlnym bodem z
proloziti kiuznici K podobné poloZenou dle bodu podobnosti v

Obr. 2.

ke kruZnici R, jejiz stfed ¢ miZeme si vytknouti kdekoli na
ptimee S; R jest pak hlavni kruznice plochy Kr nélezejici
soustavé XK.

Kulovou soustava XK obaluje rotaénf plocha kuZelovd;
dotyéné pifmky jejl na rovindch 7 @' jsouce imagindrné sdru-
Zeny, lezf v roviné redlné sice (_L &), ale nezndmé. Snazdf bude,
plochu Kz vyhledati v soustavé Z’K ploch kulovych dotykajf-
cich se 7/, ¢, jich% stredy lei na piimce ¢y | Q. Plochy tyto
jsou podobné polozeny dle stfedu g a jsou obaleny imagindrnou
rotaénf plochou kuzelovon o stiedu g a ose cg=X, aviak
imagindrné dotytné ptimky jeji 7,, 7, na rovindch %, @i leZi
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v reddné roviné m | Q, polozené osou X. Soustava 'K sece
pak rovinu z v soustavé kruznic Z’K podobné polozenych dle
stfedu g, specielné plochu Kr v kruznici C o stiedu ¢. Rovina =
sete. ddle dany svazek rovinovy (z'g’) v involuénfm svazku
‘paprskovém, jehoZz pravothlou druZinu daji prisecnice (7§) =X,
(wn)=Y, paprsky samodru¥né prisetnice (z'§)=T, , (¢'&) =T,
jichZz kruznice C se bude dotykati, a paprsky symmetrické dru-
Ziny prisecnice (u &)= M,, (1, §) = M,. Nyni jest v roviné¢ =
(obr. 8.) fefiti tilohu: ze sttedu ¢ opsati redlnou kruZnici C

Obr. 3.

tetnou k imagindrnym samodruznymn paprskim 77, 7, involuce
paprskové, urtené druZinou symmetrickou M, M,. Protnéme in-
yoluci primkou N _| X*) v involuci bodové I, jejiz stied jest o,
m, m, druzina symmetrickd. Sestrojme kruZnici E (kterd soustavé
2’ K bude pkindlezeti), jez dotykd se 7,, T, v samodruznych
bodech ¢' d' involuce I; g jest pol a N pifslusnd polira kruz-

*) Dle ptedpokladu X pdlf tupy thel paprskd M;, M,: piislunon
konstrukci snadno lze se pfesvédéiti, Ze ¥ nevede k vysledkim redlnym,

t. j. Ze v ostrém dhlu M, M, nenf redlné kruZnice dotykajici se imag-
piimek T, T,.
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nice E. Svazek kruZnic jdoucfch body ¢, d' vytind na X invo-
luci J o redlnych samodruznych bodech wu,, u, (ou, = ou, = om,
= om,), if% p¥islusf druzina p, p, na E. Primér p,p, kruznice E
musf tedy byti rozdélen harmonicky body w,, ,, ale i body g,
o (pélem a poldrou). Sestrojime tedy p,, p, jakoZto samodruZné
body hyperbolické involuce U, dané dvojinami u, w,, go; primér
P, p. dd kruinici E. Nynf sestrojime jiz kruznici C ze stiedu ¢
jakoZto podobné& poloZzenou ku E dle bodu podobnosti ¢: vedme
kterfkoli polomér ef, cg || ef, polomérem cg opidme C.

Plocha kulové Kz opsand ze stfedu ¢ polomérem cg sete
rovinu = v hlavni kruZnici C, rovinu & pak v hlavnf kruZnici R,
nalezejic{ soustavé ZR (obr. 2.). Pozistavd je§té v roviné &
proloZiti bodem z kruZnici K podobné poloZenou ku R dle
sttedu podobnosti v. Paprsek vz sede R v bodech m, n; spojme
em, cn, vedme zs || mec, s’ || ne, a opisme z s, s’ poloméry sz,
s’z kruznice K, K’ a zéroven plochy kulové iloze vyhovujici.

Dodatek. Plochy kulové soustavy 2’ K, jejiz osa jestcq | Q,
maji obalovou plochu kuZelovou, jak patrno, imagindrnou, veskeré
plochy soustavy maji stfed podobnosti ¢ uvniti. Soustava vSak
ZK, jejiz osa S jest ku Q naklonéna, mize miti obalovou plochu
redlnou, kdyZz totiZ stied podobnosti v = (SQ) ptipadne vné
plochy Kz (jak z obr. 2. patrno), kterou jsme nahofe sestrojili.
Vsecky plochy obou soustav jsou piimkou Q protaty v bodech
redlnych, tudiz Q lezi vwmitF prostoru omezeného plochou kuZe-
lovou jednou i druhou, a proto tecné roviny jeji 7%, ¢’ z pimky
Q jsou pomyslné.

6. Pripad. Ddn jest redlny bod a, redlnd tetnd rovina o
a dvé imagindrné sdruZené te¢né roviny z' ¢ (o redlné ose Q).
Tti te¢né roviny urcuji soustava ploch kulovych XK podobné
poloZenych, jichz stiedy vypliujf ptimku, osu O trojhranu (ot ¢%)
bod a obsahujfciho. Obalov4 plocha soustavy jest rotaénf kuZe-
lovd, jejiZ osa jest O a vrchol v prisettku (¢Q)=wv. Plocha
kulovd K v této soustavé, prochdzejfci bodem @, snaduno se se-
strojf, jakmile zndma bude jedna plocha K. soustavy. Usta-
novime tuto zase pomoci jiné soustavy =K ploch kulovych, jez
dotykajice se rovin ¢, @', majf stfedy své v libovolné roviné:
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x| Q, tedy na priseénici (§x) = X, rozpoluje-li § tupy ibhel
rovin 7, @‘. Jednu plochu této soustavy Kz, jejiz stfed ¢ na X
zvolime, sestrojfme jako v iloze 5. V této soustavé Z’K ploch
podobné polozenych (osa X) dle stfedu (QX)= ¢ jest nyni vy-
hledati plochu K., kterd soucasné ndlezi soustavé ZK, t. j. kterd
se dotykd také redlné roviny @. Dotyény jejf bod lezeti bude na
orthogondlném primété X, osy X na rovinu ¢; rovina (AX)) | ¢
se¢e soustavu X’ K v soustavé kruznic podobné poloZenych dle g,
v nf% najiti jest kruznici L dotykajicf se pifmky X,. K této
soustavé ndlezf{ také kruZnice C”, ve které redlnd plocha prve
sestrojend Kz (o stiedu ¢) sete rovinu (XX,). V této roviné
(obr. 4.) sestrojime kruZnici L takto: Vedme ke kruZnici C*

Obr. 4.

tetnu U|| X,; paprsek gu protne X, v homologickém bodé f,
nadez polomér fg||wuc dé stied g kruznice L. Plocha kulov Ky
o stredu g a polomé&ru gf ndlezf soustavé 3K a spojnice gv==0
jest osou soustavy i trojhranu (o 7' ¢f). Pozistdvd jeSté vyhledati
v 2K plochu kulovou, kterf prochdz{ bodem a. Spojnice va
sete plochu Kz v bodech «, o’; utinfme-li v roving (a0) as|| ag,
bude s na O stfed, sa polomér plochy Zddané. Bod o’ di vy-
sledek druhy; je-li v8ak bod a vnitt ostrého dhlu rovin p,, g,,
jimiZz déna jest symmetrickd druZina involuce !, ¢, jsou vy-

sledky pomyslné. K dal3fm dvéma vysledkim vede event. druhd
tetna {| X, ke kruznici C".
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7. Pripad. Dény jsou dvé redlné ¢, ¢ a dvé imagindrné
sdruZené z‘\/q;" roviny tecné. .

Nechat jeden thel rovin @, ¢ pilf rovina ¢, tupy thel
rovin #, @¢ rovina ¢. Prisetnice (py)==S obsahovati bude stfed .
plochy K. Prisettk piimek S a (¢, 6)=4 bud u, priseéik

piimek S a (z'¢) = Q bud v. — S jest osou soustavy {é“t}

ploch kulovych dotykajicich se rovin {si‘ :,.}, podobné poloZe-

nych dle stiedu { :‘} Jde tedy o sestrojeni plochy K spoleéné

Obr. 5.

obéma soustavam. Rovina v sete soustavy ZK, XL v soustavich
kruZznic ZK a ZL podobné poloZzenych dle stfedi w, resp. v.
Kruznice M spoleénd obéma soustavdim bude hlavni kruZnicf
#4dané plochy K. Vytkndme na S bod ¢ vnitt tsetky wv, se-
strojme ze stkedu ¢ plochu kulovou teénou ku 7z, ¢! jako
v uloze 5., a jeji hlavnf kruZnici L v roviné ¥; po té opiSme
z téhoz stfedu c plochu kulovou teénou k redlné roviné ¢ a jeji
hlavai kruznici X v roviné . Jest nyni dlohou, v roving ¢
sestrojiti kruZnici M (obr. 5.), kterd jest ku L podobné polozend
dle v (ptipadd do vnitF L) a soutasné podobné poloZend ku K

dle » (vn& K). Vedme libovolnym smérem ckl, spojme vk, ul;
priset(k téchto paprskd m d4 bod Zddané kruznice M, ms||lc
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jéj( stied a polomér. Plocha kulovd o stiedu s a poloméru sm
¥est tlohu. kv a wl’ protinaji se v bodé m’, m’s’ || Vc; kruznice
M ze stiedu & polomérem s'm’ d4 vysledek druhy, rovina pélici
druhy thel rovin @, ¢ vysledky tfetl a &tvrty. Jsou-li vSecky
* Ctyki roviny redlné, lze k nim sestrojiti, jak povédomo, osm
teénych ploch kulovych; pomyslnosti dvou rovin redukuje se
potet vysledkd na étyti, jezto, jak jiz dotéeno, v ostrém dhlu
t&chto rovin nenf redlnych kulovych ploch tetnych.

8. Pripad. Dény jsou dva imaginirné sdruZené body a’ b
a dvé imagindrné sdruZené tetné roviny =i rp (osa Q). Nechaﬁ
rovina £ pili tupy dhel symmetrické druZmy @, ¢, rovinové in-
voluce z¢, ¢. Redlnd rovina soumérnosti ¢ bodid af, b* sele ro-
vinu & v pfimce S, na nfz bude stted plochy K. Redlnd rovina
¢ prolozend p¥imkou a’bi= P kolmo ku S sete S v stredu »
redlné kruznice L jdoucf body of, &, kterou plocha kulovd bude
obsahovati. Konstrukei kruZnice L obsahuje tloha 4. Dalsi pak
feSenf shoduje se uplné s ptipadem 5. Vysledky budou dva.

9. Pfipad. Dény jsou dvé dvojiny imagindrné sdruzenych
rovin tetnych ¢’ o, T ¢l Osy involuéni budtez P, Q, roviny
pilicf fupé hly druZin symmetrickych, jimiz involuce jsou dény,
budtez v, & Prisetunice (&) = S, protinajic P, Q v bodech u, v,
jest spoleénou osou soustav redlnych ploch kulovych XK, ZL
podobné poloZenych dle wu, v, které dotykaji se jednak o ' o,
jednak 7 \_ga". Vytknéme na pffmce S bod ¢ a sestrojme dle

lohy 5. ze stfedu ¢ redlné plochy kulové K, L, z nichz K do-
tykd se rovin ¢‘, ¢/, L pak rovin 7/, ¢’. Rovina ¢ sele pak
soustavy ZK, ZL v soustavdch kruZnic podobné polozenych
jednak dle w, jednal\ dle v: k nim néleZejf i hlavni kruznice
Kv) =K, (Lv)=L, soustfedné. Kruznice posléze M, M,
z nichZ kazdd jest. podobné polozena ke K dle u a k L dle v

(konstrukce v pifpadé 7.), jsou hlavn{ kruZnfce p]och Zddanych.
Vysledky jsou dva.
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