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a0, t. j. stted bledané ellipsy jest pilici bod tusetky spo-
jujici bod a, se stfedem ellipsy dané.

Ponévadz kruznice K i K’ jsou v téze rovin€, budou pri-
méty obou kruZznic ellipsy, jichZz osy navzdjem jsou rovnobézny,
a4 pomér os u obou bude tyz.

integral partikularni jakoZto obalka.

Napsal

Dr. Karel Vorovka,
s. professor na Krdl. Vinohradech.

Obyéejnd differencialn{ rovnice prvnfho stupné

n f@yy)=0
mé obecny integrdl tvaru
@) F(z,y,C) =0,

kdez znati C libovolnou konstantu. Klademe-li misto ni néjakou
uréitou hodnotu, obdrzime integrdl partikuldrni. Integrél takovy
poddvd pak zdroveri rovnici jakési uréité kiivky, kdezto integrsl
obecny znaéi soustavu takovych kfivek.

Zvolme v obecné poloze bod 3£, o soufadnicich z,, y,
a vyhledejme, které kfivky dané soustavy bodem t{m prochdzeji.
K tomu cili dosadme soutadnice jeho do rovnice (2), &mz
obdrifme

3) ' F(zy,y,C)=0.

Z rovnice té lze pak C vypotitati. Vychdzi-li na pf. pro
C rovnice linedrni, jejiz koren jest C'—= e, pak bodem M, pro-
chdz{ jenom jedna k¥ivka; rovnice jeji zni

F(z,y,«) =0,

coz jest zdroveni partikuldrni integrdl piivodn{ rovnice differen-
cidlnf. O kiivkdch dané soustavy lze pak Fici, Ze pokryvajf
rovinu jednodufe. — Vychdzi-li pro C rovnice kvadratickd, jejiz
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kofeny jsou « a f3, pak bodem M, prochdzejf dvé kfivky, jejichz
rovnice jsou

F(z,y,) =0 a F(x,y,p) =0.

V tom pi‘fpadé‘ pravime o dané soustavé kiivek, Ze rovinu
pokryvé dvojndsobné.
Na pt. differencidlni rovnice

2/2.1/’2 + Yy —rt =
m4 obecny integral
(@— )+ y* —r =0,

Integrdl tento znaédf soustavu kruh& o st4lém poloméru 7,
jejichz sttedy leZf na ose z-ové (obr. 1.).

LN SN

Obr. 1.

Jest vidéti, Ze tato soustava krubfi md za obdlku dvé
$ osou z-ovou rovnobéiné piimky P, a P,. Dosadime-li do
obecného integrdlu souiadnice bodu M, daného v poloze obecné,
obdrzime pro C rovnici kvadratickou, kterd ddvd dva rézné
kofeny, protoze diskriminant jeji nerovnd se nulle. Kdybychom
viak misto bodu M, zvolili néktery bod obalujfcf ptfmky, na pi.
bod M,, bude pifslusnd kvadratickd rovmice poddvati jenom
jeden kofen, protoZze diskriminant jeji se annulluje. Bodem M,
v poloze obecné prochdzeji tedy dvé kiivky, bodem obdlky vsak
M, pouze kfivka jedind, coZ jest i z obrazce patrno.
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- Vlastnost takovd pifslu§f bodim kazdé jakékoliv obdlky.
Prochdzi-li tedy bodem v poloze obecné n rizmgch kiivek dané
soustavy, pak kaidym bodem prislusné obdlky prochdzi alespoi
o jednw kiivku méné.

Zndme-li rovnici obalky
) 9=y =0,

miZeme snadno najiti soufadnice & a % téch bodd, v nichZ se
stykd obdlka s kiivkami p¥islu§né soustavy.*) Resime jednoduSe
rovnice '

g n) =0
F(énC)=0

~dle £ a 5. Z tvaru téchto rovaic lze souditi, Ze obecné koreny

budou zdviseti na proménném parametru C, Ze tedy kaZdd krivka
bude se s obdlkou stykati v jiném bodé. Pozdé&ji v8ak pozname,
ze jsou mozny téz odchylky od tohoto pravidla.

Rovnice obédlky pravidelné jest integrdlem pifsludné rovnice
differencialnf; nedd-li se vSak z obecného integrdlu Zddnou
specidlnf stdlou hodnotou libovolné konstanty odvoditi, neni
integrdlem partikuldrnim, nybrz singuldrnim. To jest také oby-
¢ejny pifpad, a jen vyjimetnd se stivd, 'Ze nékterd z dané
soustavy kiivek jest ostatnim kiivkdm obdlkou, takie integril,
jakozto singuldrni vyhledany, vlastné jest integrdlem partiku-
ldrnim. Pékny takovy piiklad uvddi Serret:**)

Je-li ddna soustava kiivek rovnicf

y=Clx— 0,
rozpad4d se obdlka ve dvé kfivky, jichZz rovnice jsou
4x°

y=0n y=9r

Z téch viak prvni jest zaroven ktivkou dané soustavy; nebot
rovnice jeji plyne z pivodni, klademe-li v této C =0.
V Harnackové némeckém zpracovénf zminéné knihy Serretovy

*) Stykem rozumi se zde dotyk i protindni.
*¥) Serret, Cours de calcul diff. et int., 1880, II. str. 387—388.
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jest ptiklad ten také uveden, ale k nému p¥ipojeno jest tvrzenf,
které se ve francouzském origindle nevyskytuje a které je ne-
sprdvné. Znf totiz: ,Nur bei einem Kurvensysteme, welches die
Konstante ¢ mindestens in der dritten Potenz enthilt, welches
also die Ebene mindestens dreifach iiberdeckt, kann dieser Fall
eintreten. Die Einhiillende bildet den Ort der Punkte, in denen
mindestens drei.Fortschreitungsrichtungen zusammenfallen, und
die Tangente der Ortskurve ist in jedem Punkte mit dieser
Richtung identisch.“*) Také v nejnovéjsim Bohlmannem pofi-
zoném vyddni téZe knihy jest text tento doslovné bez nejmensi
zmény prijat. **) ,
Usudek zde obsaZeny jest asi ndsledujicf{: Mysleme si
ktivku K (obr. 2.), kterd obaluje soustavu kfivek K, K,, K, ...,

Obr. 2.

sama vSak zdroveli do této soustavy patti. KaZdym bodem jejim
M prochdzeji tedy dvé kiivky dané soustavy, totiz kiivka K
sama a nékterd z kiivek K,, K,, K, ... ProtoZe v3ak obdlka
m4, jak zndmo, tu vlastnost, Ze kaZdym bodem jejim prochdzf
z dané soustavy alespoii o jednu kfivku méné, nezli jich pro-
‘chdzf bodem v poloze obecné, mus{ v naSem piipadé bodem
v poloze obecné prochdzeti nejméné kfivky tfi. Pak oviem nutné
obecny integrdl obsahuje libovolnou konstantu C' alespoii ve tfetf
mocning, jak tomu také jest v p¥ikladé jiZ uvedeném. :

*) Serret-Harnack, Lehrbuch der Diff.- und Integralrechnung, sv. 1L,
2., Str. 48. ,
**) Tamze, sv. IIL, 1,, 1903, str. 26,




233

Tento vysledek vSak nemiZe byti spravny, jeZto lze snadno
gestrojiti obecné integrély, které obsahuji libovolnou konstantu C
v nejvyssf mocning druhé, a prece za obdlku podévaji integraly
partikuldrni.

Chceme-li integrdl takovy sestrojiti, piedpokldddéme jej ve
tvaru

®) wy (2, y) C* +u, (2,9) C+ u,(2,9) = 0,

kdez funkce w,, ,, u, musi byti jednoznaéné, jezto by jinak
C urtovdno bylo vice neZ dvojzna¢né. Pro jednoduchost omezme
se jeSté na funkce algebraické celistvé. Totéz necht plati o viech
ostatnfch funkecich, které se v pocétu vyskytnou.

Rovnici obalky poddva diskriminant

(6) : w; — duyu, =0,

a pozadujeme, aby tatdZ kiivka, kterou tato rovmice znadl,
plynula z obecného integrdlu pro nékterou specidlnf stdlou
hodnotu C. Nebude na djmu v3eobecnosti, budeme-li Zzidati,
aby takovy piipad nastal pro ¢ = 0, protoZe substituci C=C,+«
miZeme jiny pifpad C — « na prvni jednoduchy piipad uvésti.
Pro C =0 plyne v8ak z obecného integrilu

(M u, = 0.

Vyhledejme piedevifm spoleéné body ktivek danych rov-
nicemi (6) a (7). Dosazenim piisluiné hodnoty z poslednf rovnice
do pfedchozi obdrzime novou rovnici

8 u, =0.

Misto soustavy rovnic (6) a (7) mame nyni soustava (7) a (8).
Kofeny téchto dvou rovnic ddvaji body spoleéné obéma kiivkdm.
Jest jich obecné polet omezeny a netvoii dohromady zdidné
souvislé &ary. My vS8ak chceme, aby celé pismo bodi tvoficich
souvislou kfivku bylo ob&ma kfivkim spoleéno. Je-li rovnice
této spoleéné kiivky

9) 9 (x,9) =0,

pak pozadavku tomu nejvieobecnéj8im zplisobem vyhovime, po-
loZfme-li .
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(10) u, = ¢*K (z, y)
a

(11) u, = ¢'L(z, ),
kdez % a I jsou éfsla celd a funkce K a L funkci ¢ jakoito
faktor jiZ neobsahujf.
Rovnicems (10) a (11) jest dloha resena. Obecny integrdl,
ktery md stanovené vlastnosti, jest tedy

(12) u,C* + p*EC+ g'L = 0.

Zbyv4 jesté podotknouti, Ze funkce », nesmi funkei ¢ jakozto
faktor obsahovati, jelikoZ by se pak jim celd rovnice krdtila.
Také funkce K a L a &isla k a I, jak ddle uvidime, nesméjf
se zcela libovolng voliti, m4-li viibec mozZnost obdlky potrvati

Lze snadno potvrditi, Ze integrdl takto sestaveny Zddané
vlastnesti skuteéné md. Pro C =0 plyne

(18) gL =0,
a jakoZto rovnice obdlky vychdzi
P*K? — 4u, 'L =0
¢ili, vytkneme-li tu ¢ v piislusné rﬁocniné,
(14) - "M =0,
kdez funkce M s piedeslymi funkcemi jednoduchym zplsobem
souvisf.
Rovnice (13) poddvd ktivky
=0 a L=,
rovnice (14) podobné
' =0 a M=0O.
Kiivka @ == 0 jest tedy integrdlem partikuldrnfm a piece
zdrovei obédlkou v3ech kiivek, které ptedstavuje integrdl obecny.
Pristupme nyni k podrobnéjSimu rozboru:
1. Lze dokdzati, ze kfivka ¢ =— 0 viZdy musi byti stiho
stupné neZli obecnd kiivka dané soustavy. Kdyby totiZ stupen

rovnice (12) mél byti tyZ jako stupeh rovnice ¢ — 0, musilo
by patrné £ =1!/ =1, a mimo to by misto funkc{ K a L musily
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byti dvé konstanty p a ¢q. Potom v3ak by rovnice (12) mohla
nabyti tvaru

% pCtq,
[ c?

kteryZto tvar ani moZnost obdlky nepiipousti. Misto vyrazu na
pravé strané mizZeme totiz dosaditi novou libovolnou stdlou D,
¢imz obdrzfme okamzité integrdl, ktery libovolnou stilou urcuje
pouze jednoznalné a tedy obalky miti nemiZe. — NemoZnost
obdlky lze jesté jinak ukdzati. Derivujeme-li celou rovnici tuto
dle xz, vylouéf se tim hned libovolnd stdld, a vysledek derivovani
jest tedy piisluSnou differencidlni rovnici. Ta by vSak v kazdém
bodé ddvala jen jednu hodnotu pro y’, coz by nebylo moZno,
kdyby kaZzdym bodem dvé rizné ki¥ivky prochazely. — Podobnym
rozborem lze také poznati, ze nepiipustny jsou téz pifpady,
kde & =1 a soutasné K — konst. L.

2. Z rovnic (13) a (14) pozndvdme, Ze se obdlka i pifslu$nd
kfivka soustavy rozpadaji. Na pifkladé uvidime, Ze to vidycky
byti nemust.

3. Vyhledejme body, v nichZ se stykd ona zajimavd Cdst
obédlky s ktivkami soustavy obalené, t. j. FeSme rovnice (9) a
(12) dle # a y. Jednd-li se jen o body v konelnu, plyne dosa-
zenfm pifslusné hodnoty z rovnice (9) do (12)

u,C* =0,
z tehoz
bu¢ C=0 aneb u,=0.

Piipad prvy nepoddvd nic jiného, neZli Ze se kfivka
@ = 0 sama se sebou stykd a mimo to jesté s kfivkou L = 0.
Zajimavéjsi je druby p¥ipad. ReSenfm rovnic u,—=0 a ¢ =0
obdrzime body styku s kfivkami ostatnfmi a to zcela neodvisle
od C. Pri felenf tom jsou patrné mozny tii pripady.
&) Obé rovnice obsahuji spor a nemajf spoleéného TeSeni.
Obédlka ¢ =0 jest tedy od kiivek obalenych zcela oddélena. -

B) Vsechny koteny jsou komplexnf; redlnd cdst obdlky
jest tedy od redlnych kiivek soustavy oddélena. Styk déje se
v tastech imagindrnich.
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p) Nékteré aneb v8echny kofeny jsou redlné. V bodech
téch nastivéd pak redlny styk mezi obdlkou a kiivkami obalenymi.

V kazdém z téchto tf¥{ piipadd pozorujeme vSak veliky
rozdfl od supposice, kterou jsme v obr. 2. ulinili. Tam totiz se
* obalka stykd v kazdém svém bodé vidy s jinou kfivkou sou-
stavy; zde vSak bud Zddny styk nenastdvd, aneb se déje v ome-
zeném poctu bodd, jejichZz soutadnice jsou koteny rovnic u, =0
a @ =— 0. Nejdilezitéj8f vSak pfi tom jest, Ze poloha bodid téch
nezdvisf na C, takZe se obdlka v nich stykd se vSemi kiivkami
najednou. Nastdvd zde patrné odchylka, o niz byla jiz na str.
231. zminka udinéna.

Tim se vysvétluje neshoda mezi tvrzenfm svrchu uvedenym
a vysledky nadimi. Supposice, Ze kazdym bodem takové zvladtnf
obdlky prochdzeji dvé kiivky dané soustavy, nemusf totiz byti
vidy splnéna.

Rovnice ¢ =0 a w, =0 mohou ndm podati jesté vice
nezli body styku. Krdtkym vypocétem lze odvoditi, Ze obdlka se
kfivek obalenych skutetné dotyka, jestlize se kfivky obéma
témito rovnicemi dané dotykaji, a naopak, jestlize se protinajf,
Ze také obdlka kiivky soustavy protind.

Oviem dasledky dosud uvedené maji platnost Jen pro body
v koneénu.

Priklady.

1. Jest ddn obecny integril

C+20z—y)—(@—y)(x+y) =0.

Srovndme-li jej s obecnym tvarem (12), nalezneme snadno, Ze
zde jest

wy=Lo=r—yk=l=1,K=2L=—(x+y).

Pro C' =0 obdriime dvé ptimky P, a P,, jejichz rovnice jsou
y==x ay=—=z Pro obdlku vychdzi rovnice z (x —y) =0.
Obdlka sklddd se-tedy z pfimky P, a osy y—ové. Piimka P,
jest tedy éasti soustavy obalené a ptece zdroven &dsti obdlky.
Chceme-li vyhledati, ve kterych bodech stykd se pfimka ta s kFiv-
kami dané soustavy, feSme dle z a y rovnice .
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uy=0a @ =0.

Protoze by v3ak po dosazenf v rovnicich obsaZen byl spor, sou-
dime, Ze se ptimka P, v koneénu nikde s kfivkami soustavy
obalené nestyki. — Obecny integrdl lze snadno uvésti na tvar

@—0F (y— O
oz -

z néhoz plyne, Ze soustava sklidd se ze samych rovnoramennych

hyperbol, jejichz stfedy lezf na p¥imce P, a jez svymi vrcholy

=1,

Obr. 3.

dotykaji se osy y—ové (obr. 3.). Pro C = 0hyperbola degene-
ruje v pifmky P, a P, a piimka P, jest spoleénou asymptotou
viech hyperbol a soucasn& jejich obdlkou.

2. Obecny integrdl nechf mé tvar

2C?4-2Cy— y* =0,
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kdez patrné jest w,=x a @ =y. Jiny tvar téhoz integrdlu jest
y—OpF=C(+1),

2z néhoz poznévdme, Ze soustava sklddd se z parabol, prochéze-
jicich potdtkem a dotykajfcich se svymi vrcholy piimky P, ve-
dené rovnobézné s osou y—ovou ve vzddlenosti — 1 (obr. 4.).

Obr. 4.

Druh4 4st obdlky jest osa z—ovd, a rovnici jejf y — 0 obdrZfme

téz z obecného integrdlu, poloZime-li v ném C=0. Protoze

pHmky dané rovnicemi # =0 a y =0 se protinajf, protinajf
také viechny paraboly osu z-ovou.
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3. Ma-li obecny integrdl tvar
(pK*—1) (? + 4KpC+ 49 =0,

nerozpadd se ani obdlka ani pifsluSnd kiivka soustavy obalené.
Pro C =0 plyne totiz rovnice jediné kfivky ¢ =0, a jakoito
rovnice obdlky vychdzi '

16K*¢* — 169 (K> — 1) =0
¢ili opét = 0. Tim se doplhuje tvrzeni uvedené na str. 10., 2.

Rozsireni dosavadnich vysledki.

Dosadfme-li do nalezeného obecného integrdlu misto C vyraz
D — «, obdrzime obecny integrdl, ktery pro D — « poddvé parti-
kuldrnf integrdl tvoffci soutasné obdlku. Jest v8ak patrno, Ze .
pozadavky svoje miizeme roz&ikiti, tak aby tentyZ obecny integril
pro nékterou jinou hodnotu libovolné konstanty ddval opét jiny
integral partikuldrni, ktery by taktéZ byl &dst{ obdlky atd.

Chceme tedy sestaviti obecny integral, v némz jest C
uréeno dvojznatné a z néhoz lze odvoditi &4sti obdlky:

=0, 9,=0,..., =0
pro
C: a“ 0: “21--- N C: Q.

Tvar jeho jest oviem dosti slozZity. Integrdl takovy obdrzime
totiz, jestlize do rovnice

4, C* + u,C+u, = 0
dosadime

uo:P(x,y)-%‘Pz-..wn-fE_?l_q’%;l_'ﬁr_t_M
1=1

U =—2[Q,9) 9P - Pn+ E (p‘q)" qD"N]

o =R@9) . 9.9s. - 9at Y e —————"""’;l' ~%2 N,
=1

kdez funkce P, Q, R, N; smime rozmanité voliti vyjimaje N; = 0.
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Presvédime se jedtd, Ze integrdl takto sestaveny viem
stanovenym podminkdm vyhovuje.

L. Dosadime-li na pf. C=e, do ného, md se ve vysledku
vyskytnouti faktor ¢,. — Kazdd ze t¥f rovnic pro u,, u, a u,
obsahuje na pravé strané jenom jediny clen, v némz se o,
jakozto faktor nevyskytuje, a to:

v U, tlen @@, ... @.N,
n Yy n 2‘?:’9{3 «Pn Nal
n Y n o PuPs. .. PalN el

Nisobime-li vSak po dosazeni tyto Eleny postupné hodno-
tami e}, «,, 1, zrusi se navzdjem, a tedy ve vysledku se @,
jakozto faktor oddéli.

II. Také v rovnici pro obdlku oddelf se ¢, jakoito faktor.
Rovnice obdlky jest

wu; — 4uyu, = 0.

Také v8ak zde se zrudf élény, které v sobé @, neobsahuji.
Dosadime-li totiz pfislu§né hodnoty, obdrzime

499, ... gaNia] — 49,95 ... oo, . 9,9, ... puNj ],
coz se identicky annulluje.

Krivka ¢, — O bude tedy partikuldrnim integrilem pro
hodnotu C = «, a zaroven bude &ast{ obdlky. Zcela podobné lze
dokidzati i o ostatoich kiivkdch g, ..., @., Ze Zddané vlastnosti
skuteéné maji.

Diikaz se v8ak nezméni, opatifme-li v obecném integrdlu
¢initele ,, @,, . .., @, libovolnymi mocniteli celymi a kladnymi,
jestlize jen je stejné zvolime u stejnych funkci N,. Tim obdrzime
vieobecné&jsi podobu onoho integrdlu. Ale i pak miiZe se ne-
vhodnou volbou funkef P, Q, R, N, stdti, ze viibec moZnost jaké-
koliv obdlky prestane
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