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0 nékterych zakladnich ulohach noveé geometrie.

Napsal

Dr. Ant. Sucharda, t. ¢. ve Strasburku.

1. V semindrnich cvi€enich, jeZ se v letnim b&hu r. 1899.
konala ffzenfm prof. Dra Th. Reye na université Strasburské,
a jichz mi bylo dopfdno se tdlastniti, pii§la na prettes také
otdzka, uvésti dvé reciprocné rovinné soustavy, nebo dva reci-
protné prostorové svazky v polohu involuéni. Povim v krdtce, proé
jsem si dovolil promluviti na tomto misté o téchto tkolech
v podstaté zndmych. Obracim se napfed k prvému z nich.

Budtez A A’ roviny danych soustav, bodim a b ¢ d ro-
viny A budteZ reciproénd pfidruZeny p¥imky 4‘ B’ C" D’ ro-
viny A’. Jest zndmo, Ze tyto dvé soustavy reciprotné v polohu
involuén{ uvddg&jf se takto: Vyhleddme pfedevdim k ibézné ptimee
U, roviny A pifsludny bod «’ roviny A‘, podobn& k béZné
piimce U’y roviny A’ piisluiny bod « v roviné A. Tyto body
w w’, tak Felend centra onéch dvou soustav rovinnych, z pra-
vidla leZ{ v konelnu. Jest patrno, Ze kdyby jeden z nich byl
bodem dbéZnym, byl by jim i druhy a tdloha obecné nebyla by
FeSitelna.

Ubéznym boddm aw be Ce ... roviny A, le#lcim na
paprscich ua wb uc . .. ptisludi v roving A’ paprsky A’ ‘6 ...
svazku »‘, s pifmkami 4’ B’ ¢ D’ rovnobézné. Nabyvime takto
dvou prométnych svazkid paprskovych

% (ae oo Cenr.) A % (A B G ..,

jez nutno uvésti v polohu involuéni.

K tomu tfeba predevifm sjednotiti jejich roviny i jejich
sttedy a pak jeden z obou svazkidl tak kolem spoleéného stiedu
otoditi, aby se sjednotila pravoihelnd dvojina paprskovd M N
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jedné soustavy s pravouhelnou dvojinou M’ N’ soustavy druhé,
arci tim zpisobem, aby splynulo M s N* a M’ s N. ObdrZené
takto dvé pfimky jsou potom osami vzniklé poldrné soustavy a
ptisluiné direkéni kuZelosetky K2 jez md ve dvojnjch paprscich
involuce o stfedu u = u’ své asymptoty.

PonévadZ dva rovinné prométué paprskové svazky 1. stupné
Ize dvojim zplisobem uvésti v polohu involudni, zddlo by se, Ze
mé tkol ptedlozeny pouze dvé riznd feSenf. TotéZz vyslovuje
Fiedler ve své deskriptivnf geometrii, vyd. II., pag. 6567. Na-
proti tomu poznamendvd prof. Reye ve své knize, vyd. IIL., 2.

"=

Obr. 1.

dil, pag. 268. bez dikazu, Ze 1kol piedloZeny m4 ¢fyri riznd
feSenf. Okolnost tato zddla se mi dosti zajimavou, abych tuto
proved! dikaz Feteného tvrzenf, jehoz prof. Reye v rozhovoru
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semindrnim jen zbhé&Zn& se dotkl, a abych pt¥idinil jesté nékteré
skrovné pozndmky. Soudé, Ze neni od mista, podpirati sprdvnost
tvah theoretickych pFiméfenou konstrukei, priéifiuji tuto také
pislusné obrazce. (Obr. 1.)

Kazdy z nich vyjadfuje jedno refeni tlohy svrchu vyttens,
vychdzeje od tychZz dvoureciproénych soustavrovinnych A (abed...)
A’ (4’ B’ C" D'...), jez pro usnadnéni prdce predpokldddny obé
vloZeny v rovinu ndkresny. Soustava A (¢ b ¢ d...) piedpo-
kldddna ve vSech piipadech pevmou a pro snazii srovndni zo-
brazena ve viech &tyfech pt¥ipadech v téZe poloze v ndkresng.
Kdyby &lo pouze o to, felené prve dva prométné svazky 1. stupné

.Obr. 2.

uvésti v polohu involuéni, méla by ovSem tloha jen dvé riznd

feSeni. Jedno zélezi v tum, Ze svazky v roviné tak na sebe p¥i-

lozime, aby jejich stiedy # «‘ splynuly a jeden z obou Ze pak

v roviné té kol = u' ototime tou mérou, aby M na N', M'na N

ptipadlo. Druhé Fefeni 1lisi se od prvého tim, %e jeden z obou

svazki, na p¥. w/, napfed kolem né&kterého jeho paprsku jako
1*



4

oSy o plogny thel 180° do jeho roviny sklopime, a pak teprve
otocenim ve spoleéné roviné kol stiedu w'=uw M s N aM' s N
sjednotfme. Lze tedy polohy této nabyti pifmo z prvé polohy
involuéni, oklopime-li paprsek «‘ o plo¥ny thel 180° kol M nebo
N z roviny spoleéné zase do této roviny.

V tkolu pfedloZeném jest tivaha sloZit&j$i. Tteba zde totiZ
povéziti, Ze reciproéné soustavy ddny byly &¢tyfmi éEtvefinami
.prvkd p#fslu§nych, jichZ svazky = »‘ nejsou postadujicim repre-
sentantem. Sklddajice tedy tyto svazky v polohu involuénf, méjme
také jeSté na zieteli felené dvé &tvefiny prvki plivodné danych,
nebo, co postati, jedinou jen dvojici jejich, na p¥. a 4’. Abychom
poznali, Ze tu opravdu dluZno rozezndvati &tyfi rizné piipady,

Obr. 3.

oznacéme kvadranty, zpisobené paprsky k sobé kolmymi M = N,
M’ = N, jdouce ve smyslu kladnych rotaci a potinajice pii M, po-
stupné Cisly 1 2 3 4. Pozndme takto ndsledujfci éty¥i pFipady:

Prfpad I. Svazky o spoletném stfedu » = w’ sloZeny tak,
¢ M= N, M'=N. Bod a (obr. 1.) jest vkvadrantu Ctvrtém,
prisludnd p¥imka A4’ protind kvadranty prvy, druby a &tvrty.



Pifpad II. (obr. 2.)

Vychdzejice od pripadu I., ototme svazek «’ ve spolené
roving kolem spoletného stiedu o 180°. Svazek sdm arci tim se
neménf, jeito kazdy polopaprsek spljvd s druhou polovinou svého
paprsku p¥islu$ného,*) involuln{ poloha obou svazkl ziistdvd tedy
také zachovdna, p¥fpad vSak ptrece li§i se od prede8lého. KdeZto
totiz bod @ zistivd v klidu vzhledem k podmince svrchu vytéens,
tedy v kvadrantu &tvrtém, pifmka A’ zaujimd nyni polohu k p¥e-
deslé soumérnou dle bodu # = w’, prochdzejic kvadranty drubym,
tietim a Etvrtym.

Obr. 4.

Piipad IIL (obr. 3.) obdrii se nynf z prvniho, jestlize svazek
' sklopfme kol paprsku M jako osy o thel 180° z roviny spo-
letné zase do této roviny. Tehdy budou oba svazky zase v poloze
involunf, bod a ovem ziistane ve své poloze, pfimka A’ nyni

*) Pro snazi srovndni v obrazcich jen polopaprsky jsou zobrazeny.
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viak bude protinati kvadranty prvy, t¥eti a Ctvrty, dle M jsouc
soumérnd k poloze, jiZ méla v p¥ipadé I.

Pripad IV. (obr. 4.) konetné obdrZime z II. obdobn& jako
jsme III. obdrZeli z p¥ipadu I. KdeZto bod a zachovd svoji po-
lohu, pfimka 4’ bude soumérna vidi stejnojmenné piimce p¥i-
padu II. dle osy M. Bude nynf protinati kvadranty prvy, druhy
a tieti.

Ctytem riiznym soustavém poldrnim, je¥ jsme takto obdrzeli,
ndlezeji .také CtyFi rzné direk&ni kuZelosecky K2 Ponévadi
v uvedenych &tyfech ptipadech soustava A urfend body abcd
predpoklddd se pevnou a body tyto vyjadfeny jsou stejnolehlymi
Etyfmi teCkami, jest na jevé, Ze téZ osy M N téchto Etyt soustav po-
Iarnych jsou ve vSech Ctyfech piipadech na vzdjem rovnobéiny.
Jest dédle patrno, Ze jsou-li v piipadé I. asymptoty redlny, jsou
redlny i vII, jeZto jsou to tyZe dvé piimky, a Ze jsou v obr. 1.
a 2. vyjddieny tarami stiidavé rovnobéznymi. Abychom nabyli
piislusnych hyperbol direkénich, povaZme, Ze libovolnou p¥imku
P, (obr. 1,) urtenou body na pt. a d, protinaji ptimky 4‘ D’ v bo-
dech a” d“, tak Ze uréuje se na ni involulni fada bodovd (« d.
a” d’,...), jejiz dvojné body g, h nélezejl direkéni kuZzelosetce,
kterd v nich md tetny prochézejici bodem p‘, v némZ piimky
A’ D’ se pronikaj{. Hyperbola direkénf, jejiz asymptoty jiZ zndme,
jest takto ov8em nadbyteéné urfena. Nebude snad od mista p¥i-
pomenouti, Ze maji v ptipadé I. a II. téZ osy obou direkénfch
hyperbol na vzdjem stejné délky, arci v tom zpidsobu, Ze redlnd
jedné rovnd se laterdlné druhé a naopak, a stejné dlouhé osy
Ze lez{ v p¥imkdch rovnobéznych, Ze tedy hyberboly jsou kom-
plementdrn{. Na dikaz staéf pfipomenouti, Ze v p¥ipadé I. i IL
jest a A’ polem a poldrou viiti kuZeloseéce AZ a Ze pfi pevném a
poldra v p¥ipadé IIL jest soumérna dle stfedu #==w’ k poldie
v piipadé I. Za téchto okolnosti musi ob& hyperboly byti hyper-
bolami komplementdrnimi, jak bylo tvrzeno. Co se dotyte piipadu
III., jest arci najevé, srovndme-li jej s p¥ipadem I., Zetu asym-
ptoty. musi byti imagindrny. Direk&ni kuZelosetka jest ellipsou.
Piipomeiime, Ze i osy této ellipsy jsou stejné dlouhé s osami
hyperboly z pifpadu II., obsaZenymi v pi{mkdch rovnob&Znych.

" Tieba si zase jen poviimnouti, Ze prvému bodu a v téchto
dvou priipadech pifsludeji poldry A4’ soumérné vaéi hlavnf ose
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téchto kfivek. Okolnost tato sta&f k odiivodnénf toho, co jsme
0 jejich osdch prévé povédéli.

Jako jsme stanovili na libovolné pifmece P (obr. 1.) body
g, b, v nichz ji sefe direkéni kuZelosetka, 1ze body stanoviti
i na kterékoli ose této kfivky a tim p¥imo nalézti jejf vrcholy.
Proting-li (obr. 3.) pfimka Q, urlend body &, d, osu M v bodé& e,
tteba jen uvaziti, Ze této ose pifsluSf Ubéiny bod m's sméru
k nf kolmého, pifmee Q pak priseéik ¢’ pfimek B’ D‘. Sestro-
jime-li z ného kolmici ku M, bude tedy jejf pata jiz bodem e.
Urtime-1i podobné jedté body ff” uzitim piimek P= ad, 4’a I,
bude takto v ose M jiZ stanovena bodovd involuce (ee”. ff",...),
jejiz dvojné body jsou Zddanymi vrcholy m, n osy M. V piipadé
IIL involuce ta jest hyperbolicks, body tyto jsou redlny. Srov-
ndme-li p¥ipad ten se IV. (obr. 4.)a povdzime-li, Ze body a, b, d
mista svého nezménily, piimky A’ B’ D’ vSak Ze jsou soumérny
dle stiedu » se stejnojmennymi pfimkami p¥ipadu III., nahléd-
neme, Ze v piipads IV. k bodim e, f, jez zistaly pevny, prislui
body e, f soumérné dle stiedu » s body e“, f piipadu III
Z toho vak ihned ndsleduje, Ze involuce na M tu jest ellipticka,
vreholy kuzelosetky K* imaginirny.

PonévadZz téz asymptoty jsou 1ma0m€uny, jest direkéni
kuZelosetka v tomto pripadé imaginérna.

Shrnouce nynf v jedno vysledky obdrZené, muZeme tudiZz
tei: Duvé reciproéné rovinné soustavy lze Gverym zpusobem uvésty
v polohu wmvoluéni, poldrné soustavy tak obdriené maji kafdd
Jinow direkéni kuZelosechu. Tato jest dvakrdte hyperbolow, potreti
ellipsou, poltvrté FuzeloseCkou imagindrnou. Hyperboly i ellipsa
maji osy navedjem stejné, redlnd osa jedné hyperboly rovnd se
imagindrné ose hyperboly druhé a naopak, takée jsou to hyper-
boly komplementdrnd.

2. Obratme se nyni k ndsledujicf tloze: Dva reciprotné
svazky prostorové s s’ uvésti v polohu involuéni.

Jak zndmo, ¥e¥{ se ikol ten nejsndze tak, Ze vyhleddme
v t&chto svazefch dva homologické trojhrany, jeZ potom tak na
sebe poloZime, aby kazdd hrana jednoho leZela naproti pFisluiné
sténé druhého. Jde tu pak zase jen o to, kolikerym zplsobem toho
Ize docliti. _ . A



Na otdzku tuto odpovidd Reye ve své knize II. dil, p. 269,
vyd. 3., Ze Ctwerym, dikazu nepoddvaje.

Myslim, Ze se pravdivost tohoto tvrzenf nejsndze dovodf
zpGsobem ndsledujicim, ktery dodatetn& prof. Reyem také byl
schvdlen. Predpoklddejme, Ze svazek s jest nehybny a v ném Ze
jest Yeleny pravouhly trojhran o sténdch A B C (obr. 5.). Prislu$ny
k nému trojhran svazku s’ o hrandch A’ B’ C’ zndzornén téZ v obr. h.
Oba trojhrany ztmyslua kresleny tak, Ze hrany jejich jen polo-
paprsky jsou vyjddreny.

Obr. 5. Obr. 6.

Obr. 7. . Obr. 8. Obr. 9.

Obraz 6. ukazuje, kterak trojhrany poprvé na sebe jsou
ptiloZeny, aby se vyhovélo poZadavku svrchu vyttenému. Ostatnf
polohy ?4danému tuéelu hovici, zndzornény jsou v obr. 7.—9. a
mozn4 jich nejsndze nabyti tim, Ze vychdzejice od pripadu obr. 6.
zndzornéného, a ponechdvajice prvy trojhran v klidu, druby oto-
¢ime z poloby, jiZ v obr. 6. mé, kol jeho hrany €' (obr. 7.) nebo



9

kol B’ (obr. 8.) nebo kol 4’ (obr. 9.) o 180° V kazdém z t&chto
pifpadi nabudou trojhrany vzdjemné polohy, jiZ se polohou invo-
luéni vyhleddvd. Snadné pak pozndme, Ze nabyvd se tak &ty¥
riznych poloh, jimiZ vylerpdvaji se veSkeré pripady tu mozné,
obrdtime-li pii tom téZz zFetel k jedné dvojici prvki reciproénych,
na pf. k paprsku D svazku s a k reciprotné roviné D’ svazku
s’. Kdezto paprsek D v nehybném svazku s zlstdvd v klidu,
zaujme rovina D’ jemu piislu¥nd jeSté tiikrdte polohu jinou,
ototic se ziroveh se svym trojhranem a ovSem s celym svazkem
kol jedné ze tif hran o thel 180°.

3. BudiZ tu do tfetice uvedena jesté tloha, dva kollinearné
svazky prostorové s s’ uvésti v polohu perspektivnou.

Treba tu, jak zndmo, nalézti v t&chto svazcich dva shodné
svazky rovin. Nabyv4d se jich tim, Ze se v obou svazefch stanovi
fokalni osy, jeZ budteZ nazvény v prvém U V, v druhém U" V.
Ctyfem rovindm A B C D svazku U, jeZ tak zvolime, aby bylo
A1 C, B_LD aaby (ABCD)=—1, pifsludeji ve svazku U"
roviny A’ B’ C’ D’, o nichZ plati obdobné relace a jeZ tedy lze
na prvnéjsi tak p¥iloZiti, aby obdobné oznalené roviny splynuly.
Ukolu predloZenému t{m jest dosti ulinéno, a nastdvd zase jen
otdzka, kolikerym zplisobem toho lze dosici. Také zde jest od-
povéd, Ze Clverym. Jest totiZ moZnd dociliti vzdjemné polohy
Zédouci poprvé tim, Ze provedeme, co prve bylo Fefeno, prohlé-
dajice k osém U a U’, podruhé, Ze obdobné provedeme vzhle-
dem k osdm V a V*. Pifpad tfeti a étvrty nastdvd pak z prvého,
resp. druhého, jestlize svazek z elementd &drkovanych sloZeny
ototfme kolem spolelné osy U= U’, resp. V= V0 1809 svazek
prvy v klidu ponechajice. PonévadZ p¥i takovém otofeni kaZdd
rovina v sebe samu pfejde, bude zdkladni podmince perspektivné
polohy pokaZdé zase vyhovéno, predstavime-li si viak v nékteré
roving svazku U’ resp. V* libovolnou p¥imku 4’ prostorového
svazku s’, nahlédneme, Ze po feleném otolenf nabude polohy
pokazdé jiné vacéi piislus$né pevné piimce 4 svazku s, na dikaz,
Ze vzniklé otolenim pifpady tieti a &tvrty podstatné od prvych
dvou se li¥f.
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