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0 methodé instantannich oscillaci v asteroidickém
problému tii- téles.

W. W. Heinrich v Praze.

(Odpovéd ku ¢élanku pana J. Svobody ,Nékolik pozndmek . ..¢ Cas. XLVIII
1919 p. 37., jakoZ i ku ¢éldnku pana K. Petra ,Dvé poznamky ku spec. pFipadu
problému tri teles* Casop. XLVII. 1918 str. 268.)

1. Kdyz koncem let osmdesdtych vydal Poincaré svou
zdkladnf prdci Sur le probléme de trois corps Acta math. XIIL
a pozdsji svoje Methodes nouvelles, ocitly se dosavadni methody
theoretické astronomie ve zcela novém stadiu. Bylo tkolem
nejbliz8im tyto abstraktni cesty Poincaréovy propracovati expli-
citng a tak je pkibliziti ku konkretnim otézkém p¥irodni védy.
Tim teprve se osvétli, jak dalece jsou ony metody schopny Zivot-
nosti ¢ jak jsou upotiebitelné v pfirodé.

V tem spolivé jich zdkladni mySlenka? KdeZto staré theorie
povaZovaly za prvé piiblizeni dréhy, platné pii existenci téles
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toliko dvou, a daldf pkiblizeni doplnily teprve piibrdnim télesa
tiettho, postupuje se v novych metodich zcela jinak. Thned
v prvém priblizeni uvazuji se jistd, ponejprv zde analyticky
nalezend presnd FeSeni uplného problému tfi téles a postup dalsf
zkoumé jiz jen relativné malé odchylky vzmikajicf tim, Ze redlni
pHirodni drdha svymi poédte¢nimni podminkami vzdy je trochu
odchylnd od volené drahy abstraktni.

Tato drubd approximace zkoumd se metodou kmité volnych
(Lejeune-Dirichlet, Hill).

Pifrodni védu interessuje predeviim mnoZstvi onéch znd-
mych exaktnich Fefeni, z nichz potet vychdzi. Bude-li snad
dokonce v sousedstvi kazdé pozorované drahy planetidrni nalé-
zati se néjaké takové zndmé Feseni, pak vidno, Ze problém uplné
fefen. V obecném piipadé je minénych Fefeni smé$né madlo,
a nebyla je§té ani konstruovdna, zpravidla zjisténa jenom jich
existence. Nebudu se o véci ddle 8ifiti pripominaje jen, Zze tu
7z kazdé existence plyne konvergence Fad trigonometrickych
a tim zarufenost tak zvané tempordrni stability, otdzka dulezitd
pro kosmogonii.

Omezme pripad obecny na pripad uzdi, jejZ ostatné sdm
Poincaré pfedevidim studuje. UvaZme konkrétni systém Slunce,
Jupiter (obfhajici v ellipse), a planetoida hmoty nulové. Poméry
jsou tu malo lep§f a periodickych feSeni zndmo sotva nékolik
(obecnd druhé sorta Poincarého). Specialisujme dale pfedpokladem,
ze Jupiter obfhd v kruhu. Jak nepatrny to istupek. Starsi theorie
svidi k minéni, které tam plati od doby Laplaceovy, pfes sto
let — Ze podobné zanedbdni nemé skoro vlivu.

VySetfeme pro ten pfipad feSenf periodicka. Objevi se jich
celé spousty (obecné prvni sorty Poincaréovy). Mimovolné vnucuje
se my§lenka z toho téziti a vychdzeti do onoho nezndma z téchto
drah zndmych a méné komplikovanych. Ne marné pravi Poincaré :
,C est la seule breche par o nous puissions essayer de pénétrez
dans une place jusqu’ici réputée inabordable.*

Jak nepatrné vyjimd se zde ona tchylka od obecné cesty
Poincaréovy. Kdezto tam rozvinuty metody ke studovani kmiti
volnych, setkdme se s jich studiem téZ zde, a krom toho dluzno
pribrati zcela nepatrné rusivé sily povahy periodické Fadu 545-
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Tedy jiz existence a husté rozseti onéch zndmych drah
svadélo k tomu, aby na né byly navazoviny konkrétni drihy
pfirodni. Poincaré véfil, Ze problém planetoid a specielnd nej-
nepifstupnéj§i z nich Hecuby takto uspokojivé ¥eSen. Jak vidno
. je cesta na pohled hladkou, nicméné objevily se potize nepie-
konatelné. Uvddim urteni dréhy Hecuby typu ; od Simonina
(Sur Vorbite de (108) Hecube, Paris thése 1897), jenz vysvétloval
si svoje nesndze ne zcela detailnimi zdklady poétu. Zminim
i piipadu planetoidy Chicago (334), typu 2, na némz Kempinski
konstantoval vysledek zcela negativni.

Abych osvétlil ony nepochopitelné jevy formuloval jsem
pfed lety tdlohu takto:

Studovati problém restringovany (excentricita drdhy Jupi-
terovy nullou), rufeny silou povahy periodické, pochodicf od
vlivu excentricity.*) Fantasie vidéla cosi jako klopotné quadratury
Darwinovy, zatim co instinkt rozvinoval mocnosti excentricity.
To rozhodlo o volbé systému, i zobecnény rovnice Darwinovy
a postupovdno metodou ndsledujicf, jiz ve 2. odst. zevrubnéji
li¢im. Napied jsem si pfedstavoval celou dréhu konstruovdnu
z malych trati, z nichZ jednotlivé bylo lze obdrZeti jako drdhy
oskulujici, které poskytuje rozvoj ptivodnich diferencidlnich rovnic
v libovolném misté pohybu. ZiZzeni intervalu nemd dolni meze
stejné jako pfi obylejné mechanické quadratuie. Posledngjsi kon-
struuje ony partidlni trati numericky pomoci drah problému dvou
téles, a fortiori je to moZno prosttednictvim drah problému téles
tH restringovaného. Metoda je tedy pokus o analytické provddéni
numerickych quadratur. I ukdzalo se, Zze — aniZ z obecného tvaru
kmitu instantdnnfho moZno poméry pohybové piehlédnouti, —
vystupuji v theorii nutné jisté divisory.

*) Uber gewisse Ungleichheiten im asteroidischen Problem Astron.
Nachr. Bd. 194 (1913) nro 4644 p. 209.

Pro struénost znaéim v nésledujicim:
R.S. — recensi Svobodovu Casop. XLVIIL 1919 str. 37.
D. — svilj ¢ldnek o Darwinovjch satellitech Casop. LXIL str. 175, 407. 1913.
U.— (tyZ némecky, vysel v Astron. Nachr. jako Uber gewisse Ungleichheiten im
asteroidischen Problem) A. N. Bd. 194 (1913) ¢&. 4644 p. 209.
C. — préci v Kral. Ces. Spol. Nauk, Zas. zpravy 1917: Uber ein neues
singulires Curvensystem im asieroidischen Dreikdrperproblem.
Js — ¢ldnek pritomny O instanténnich oscillacich.
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Je to plné analogon Poincaréovych divisord v fedenich
asymptotickych, jichz existenci nutno pii dikazu konvergence
se vyhnouti méné obecnymi piedpoklady. Na tom zaloZen klasicky
ditkaz konvergence obecné zndmy. V nafem piipadu arcif nelze
se divisorim vyhnouti, ale na $tésti 1ze je pfehlédnouti ve formé
jistych kiivek. Nazval jsem objevené kfivky resonanénimi a konsta-
toval, Ze dovoluji odkryti a najiti dotud nezndmé singuldrni
body piisluinych rozvoji, které jsou p¥ifinou nezdaru Poincaré-
ovych metod. Spletild otdzka FeSena zpiisobem ndzornym, jakoby
vyryta v pisku, objevi se ndhle viechna ona zapovézend mista
roviny najednou. Pro moderni metody plyne pak nésledujici vysle-
dek: Dosavadné konstruovand a zndmd husté rozsetd FeSenf prvnf
sorty nepodaji skoro v Zidném piipadu redlniho vzoru drahy
existujici v pifrods. Nebof jakmile pFistoupime ke studiu oscillaci
volnych, jsme nuceni piibrati také ony nepatrné termy fadu 57545,
pochodici od excentricity — ale pak fady vystoupi z oboru konver-
gence néisledkem nalezenych divisord.

Asi v této formé, jak aZz posud vyliCeno, referoval jsem
o formulaci problému i vysledcich svoji diskusse ve své pfedndice
na sjezdu astronomt v Hamburku 1913.

Na témze sjezdu pfednéSel soudasné pan A. Wilkens o kom-
mensurabilitich a zdhadé Simoninové. DoSel pak vysledku, Zze
zatim nutno omeziti se na fidkd FeSeni sorty druhé. Aniz se
zabyval analytickou strankou zmiméné potiZe, podotkl okolnost
neméné zajimavou, Ze jestd pred smrti Poincarého podafilo se
mu svou korrespondenci pohnouti ho, aby sdilel nazor, jehoZ sim
se pfidrzuje: Cesta, kterou Poincaré oznatil Simoninovi je ne-
spravnou a potiZe jeji jsou rdzu asi hlub&fho, spotivajice dle vieho
v neoprdvnéném sefadéni tak zvanych &lent kritickych.

Vysledek tento potvrzuje tedy nepffmo moji diskussi vlastni.
Odkrytd diskontinuita k¥ivkovd i nalezeni singuldrnich bodd
rozvoji, zahrnuje totiz jako zvliStnf pifpady netoliko zahadu
Wilkens-Simoninovu (Hecuba }) a zéhadu Kempinského (Chicago 2),
nybrz postihuje i celou uvedenou spoustu hustych periodickjch
feSeni prvni sorty.

Pfirozeng, 7e béhem sjezdu bylo o thématu zivé disku-
tovano, mezi ndmi ob&ma i déle s panem Oppenheimem (Vider)
a Charlierem (Lund).

21*
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Vizme nyni positivnéj§i strénku véei. Jak zachrdniti ona
hustd centra a tim modernj metody. Odpovédi zatim neni.

Nevzdal jsem se posud minéni o moZnosti dikazu a kon-
strukee jistych periodickych fefeni, jeZ chei zvdti sekuldrnimi
a kterd dle vieho souvisi s onémi, jez Poincaré nazyvé du deu-
xiéme genre,

2. Vylozim predem strucng a to explicitné aZ na velitiny
Fadu vyssiho v excentricité drahy rudfci planety (r-) metodu
oscilaci instanténnich. Jeji zdklad poddn ve ¢lanku Prispévek
k theorii Darwinovych satellitdi (D) se zanedbanim druhych moc-
nosti e, aniz aproximace dalsf od studované prvnf znatelné se lisi.
Obecné vySetfuje se sousedstvi libovolného bodu otdéivé roviny.
Jezto pak nejjednodusdimi drabami periodickymi jsou feSeni
Lagrangeova (L) odhodlal jsem se tehdy studovati je touto metodou,
bych objasnil piipad daleko spletitéj§ich feSeni ostatnich.

Zejména podal jsem tu poétem obSirny sice, ale poucny
dikaz Lagrangeovy véty pro ellipsu, vyjde-li se z kruhu (e == 0)
Lagrangeova. To jest nalezl jsem zejména kmity ryzi vynucené
(u,, 7, viz ddle) studiem rovnic variatnich (2. druh kmité J. p. 328.).

Vyslovné podotykdm, Ze na prvni pohled nebéZelo mi o roze-
zndvéani neb podrobné studium jednotlivich kmitovych kategorif.
Studium téchto jest piedmétem jinych praci, jez z pochopitelnych
diivodd vedeny v koordindtdch kanonickych. (Uber die periodischen
Bahnen des Librationscentrums Sitzungsber. d. béhm. Gess. d. Wiss.
1913), Bylo tedy hlavnim cilem ¢lanku nalezeni oné neznamé
dosud diskontinuity, jakoz i dlouhy dikaz v&ty Lagrangeovy,
metodou instantdnnich kmitd. Za tim tdéelem podal jsem napied
zobecnéni Darwinovych rovnic na piipad e 5= 0).

I spatfuji meritorni stranku svoji prdce vedle metody i
fakt snesenych v' tomto i pfedchozim odstavei zejména v celé
formulaci i pojetf fundamentdlni, dotud nezndmé otdzky theo-
retické astronomie, jejiz konsekvence — a& zatim negativni —
hluboko vnikaji do kofent ,modernich metod objimajice jako
2vldstnt pripady nejen zdhadu Simonin- Wilkensovu a Kem-
pinského (Chicago), nybrs postzhwzce i celow uvedenou spoustu
reSeni sorty proni.

Bylo vylozeno, prot feSeni tato jsou zvlas§té cennd pro
konkrétni otdzky naSeho systému sluneéniho, i jednd se o to,
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jak jich pouzitelnost zachrdniti. Je pochopitelno, Ze &tendt, ktery
s modernimi metodami neni bliZe sezndmen, — jakoby nemsl
porozuméni pro jemnou skulpturu.

Mnohé na pohled samozrejmé véei uvedené v zmindném
¢lanku nepifenese z onéch jednoduchych FeSenf (L) na pkipad
daleko slozit&jsich feSeni Poincaréovych, zistdvaje vzdailen jich
interpretace. To tykd se zejména dikazu véty Lagrangeovy,
jakoz i jinych jednotlivosti, jez vysvitaji teprve z prdce druhé
(C), neb se o nich je§t& zminim.,

Pohybové rovnice jsou tvaru: D, p 414 (11)

E—om — ME—%)—Qn—A)=K+eu K +e*u K" +...
+ eu M' (§—u) +enQ' (n—1)
+ eu M" (§—x) + e*u Q"' (n — 2)
+ Rygp (§—#)* 4 Ryyo (§ —#) (n — A) + Ryp (n—21)* + Ry, §*
FueR' y (§ — #)* 4 e’y (§—=) (q — 1) + peR'y,, (n —1)?
~+ ueR'yy, &
+ Rypo (6 —#)> 4 Ry (§ — %)% (n — 1) + Rygy (§—n) (n —1)*
+ Rogo (n—2)% 4- Ryoy (§—#) L2+ Ry (W'TA) gg"t' By, 8+ ...,
N+ 2mE—QE—%) —N@--)=L+4eul +e%ul"+...
+en @ (§—») +en N'(p—23)+
e Q" (E—x) + et N (— 1)+
+ Togg (€ — ) + T30 (6 — %) (1 —A) + Ty (1 — 1)% + T, £
fuel'ygo (—n)" 4 pe T, (§—#) (17— 2) F-peT' oy (n— 4)*
4 weT'yq §*
+ Ty §— 52 + T30 §— ) () — A) F Ty00 & — %) (7 — 2)°
+ Toso (n—2A)" 4 T15y (§—%) §* 4 To10 (1—A) 7+ T3 £+
g'—Pg — Pyo2 ZQ + szoo (g—”)q + Sno (§ - ”) (/‘7_— ]')
+ Plepl ..+ Slopeul®+ . - . + Spg (n — 2)*
+ Sa00 (E—5)> 4 8y (6 —#)2(n—2) + S50 (§—2) (n—2)*
+ Sogo (1 —A)2 48,05 (E—#) §* 4 Sy (1 —A) &+ S5 83+ ...
Pismeny tetkované znali derivace, Edrkované jsou periodické
fady s mnohondsobnymi argumenty nf, jinak vyznam pismen je
tyz jako v mém ¢l (D.)
Rozvoje jsou néco zjednoduleny tim, e plati obecnd (1. c.
k
p. 414) g—za—’?cW_—l = 0. Jdeli o instantdnni kmit, poloZme v

okolf libovolného bodu roviny dle roziifené véty Cauchy-Poin-
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caré, platici viude mimo nejbliz§i okoli bodu u
§—n = e(uy + 1) + €"uy 4 euz +
n—A=e(, +v,) + €%, + €’; + ...

{ = ew, + e®w, + 3w, + . ..

Pfi tom mame na mysli zejména periodické feSenf L. a ona
prvni sorty. Tu znali pi. ew,, ev,, ew, = e kmit volny, eu,, ev,
vynuceny.

Provedme nyni zname rozpolténi rovnic srovnajice stejné
potence e a znatice

oo oo
wy +u, =u, vy+v, =v, K—¢eK, L=c¢cL.

Tim ziskdme pro prvni approximaci rovnice
. )
G — 200 — Mu — Qv =K + uK’
. . . N
v+ 204 — Qu — No = L + ul’
w, — Pw, = 0.
Pro drubou etapu pottu

iy — 205, — My — Qv = K"+ b’ (ty + 1) + 0@’ (0, +0,)
+ Ryog (g +u,)* 4 Ry (g + ) (vg + 01) + Bogo (g + 9,)*
+ Rypow;5
vy + 2nuy — Quy — Nv, = L"u ++ Q' (u, 1)) + 1N’ (v, +v;)
+ T200 (o )+ Ty (ug 4 u1) (o + 1) + Togo (20 +- 01)*
+ Toop wi
— Pw, = P'uw,
+ So02105 + S0 (%o + “1)‘2 + 810 (o + ) (05 +2,)
+ Soz0 (o + v)%
Pro etapu ttetf
iy — 200, — Mu, — Qv, =K"u+ uM'uy + pnQ'vy
+ wM" (uy - uy) + 1 Q" (v, + v))
+ 2R,,, (‘uo + u;) ug ""‘ Ryyo [(wo 4 1) 0y 1+ 4y (v, + )]
+ 2Ryg0 (vy + v,) 05 + 2R 50020,
+ By (g + ) 4 uR'y 1 (o 1,) (04 0,) + p R g0 (v + v,)*
, + 1 Ry w3
+ Rgoo (4o + ,)* + Ry (g + %,)* (v5 + v;) + Bygo (v - 0,)°
+ R;zo (U~ “1) (v v;)"‘l” R;oz (uy+ u,) wy + Ry, 09+ v,) wy
+ Ry, wg
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v+ 2nuy — Quy — Nvo, = L"'u + uQ'uy + ul'v,
+ @’ (uy 4 u) 4w N"(v, 4 ;)
+ 2T 00 (s =4 10,) uy + Tiy0 [(0g + ) vy 4 ug (v, + 9,)]
+ 2 Tz (v + v1) v3 + 2 T, w0,
+ A“’T’eoo (g v, ) 1 Ty, (uy 44y ) (0,4 v,) +.“T’020(”o+ v,)?
T+ 0Ty, wi
+ Tyoo (g + 1,)% 4 Ty (g + 4)® (v 4 2,)
4 Tyg0 (o =4 1) (09 F01)* + Toz0 (9 +01)% 4 Ty 5, (uy + %, 00
+ Ty, (vo + 0w} + T3 w5
wy — Pwy = uP"w, 4 Pluw,
+ 18 g0 w5 - 18000 (ty + ;)" - 1 8135 (g 4 ;) (v, + ;)
-+ ”S':)zo (v + 0,)*
+ 2800510105 + 28,0 (o + w)y + 810 [(wo + ;) v,
+ @ + v0) uy] + 28,5, (v, + ) 0,
+ 800 (g ) + Sy10 (g 4 %,)* (v, + v)
4 Syg0 (g 4 ) (0 + 2)* + Sg54 (0 +2,)?
+ S1oa (o ) wy -+ Soyp (v, + v1) wg + 8oy wh
Jsou tedy typy diferencidlnich rovnic stéle tytéz linedrni
8 konstantnimi coeficienty a druhym ¢lenem (Euler). — Na zgklads
téchto approximaénich krokt pfehlédneme ihned, Ze obecnd kiivka
divisord v roviné v mé prici pfedem a beze zvldStnich expli-
citnich pottd spravné uddna ve tvaru (D. p. 419) pro vsecka #,
nebof levé strany rovnic pravé uvedenych zachovdvaji tyz tvar
ve vSech etapich. I mél jsem tyto levé strany na mysli podo-
tykaje D. p. 415, ze stalf pro cely polet FeSiti jednou pro vzdy
rovnice tvaru néco obecné&jiiho.
Dle toho rozvinujf se tedy coeficienty pfesné ve tvaru
A= Alq e—-}— Ak2 e”+ Alrg 63—|—. .
Pokud tkne se vzorce obeeného, zni (16) p. 417.
r=a—x - G coshyp k¢ -+ Hsinhyp 4, t + E cos hyp h, ¢ 4
-+ Fsinhyph, t 4+ ?A cos knt - ;’B sinknt 4. ..
=b—A1+4 G'cos hyp h, t 4+ H'sin byp h, ¢ + E cos hyp h, ¢ 4
+ F'sinhyp hyt + 3 Ccosknt+ 3 Dsinknt + . . .

1 1

z:zzcos(t\/%+_§?+;s)+..,
1 2
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ptirozend je zde 0, = o, (=10, e=0), nebof se dle obou argu-
mentl rozviji! Z celého postupu vidno, Ze v obecném piipadé
jsou pravé strany fady Fourierovy obsahujice ¢leny ndsledujicich
kategorif:

v 1. Kmity volné od e explicité neodvislé, argumenti ik, ¢,

ik hyt.

2. Kmity vynucené zavislé na e explicitn®, argumenti % n ¢.
3. Koéxistenéni vynucené, argumenti (1 hy 4 imhy, + kn) t,

kdez 1, m, k = celd sla ai=\— 1.

Omezme se jako v mém ¢lénku (D.) p 424. na prvnf etapu
pottu, zanedbavajice e?— & e—= &7, pak kategorie (3) odpadd
i vidno, ze spravné je moje tvrzeni, D. p. 418., Ze excentricitou
drdhy vynucené kmity jevi se obecné jako termy ryze trigono-
metrické periody ob&hu planety.

Slovim D. p. 417. ,,v obecném ptipadé* je patrné rozuméti,
,V libovolném bodé roviny.“

Vzorec (16) psén ve form& kondensované, implicitni a jistym
nedopatfenim p#i tisknuti price se stalo, e opomenuty znaky
“+ ...

Kritika, na niZz odpoviddm v odstavei 4. vznikla fale3nou
interpretaci tohoto omylu.

Jaky disledek plyne ze vzored téchto pro nové metody
nebeské mechaniky vyloZeno zevrubn& v moji praci druhé (C).
V citovaném ¢&lanku (D) shrnuty tyto konsekvence a aplikovéany
jediné na pfipad L jakoZto idedlni a nejjednodussi typ feSeni
periodickych.

Jako v obecném pifpadé existuji dvé sorty FeSeni, sorta
prvni husté setd (¢ =o0) a sorta druhd (¢3=0) extrémné ridkd,
tak lze v ptipadu L mluviti o kruhu a ellipse Lagrangeové.
Jednd-li se specielné o tlohu variatni, lze v druhém pifpadu
studovati tyto variace pomoci diferencidlnich rovnic linedrnich
s koeficienty periodickym?, nebot varirovand generatrix je pohyl-
livé centrum, a rovnice nemaji vibec druhého &lenu (cesta II).
Naproti tomu v p¥ipadu kruhu Lagrangeova jednd se pak o volné
oscilace kombinované s vynucenymi kmity a specielnd pro «, =
=, =0, 0 kmity ryze vynucené u,, v,. Generatrix je tu pevné
centrum g rovnjce maji druhy ¢len, studium variaci wutno tu
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provddéti v etapich aproximaénich, z nichz kaZdd skytd dife-
renciélni rovnice linedrni s koeficienty konstaninimi a druhym
tlenem povahy periodické (Euler) (cesta I.)

Je patrno, ¥e v obou piipadech I. a II. jsou i tvar rovnic
i funkciondlni forma coeficientd nezndmych od sebe rozdilné. I je
zejména naprosto vyloudeno pii cesté I. tftati pomoef rovnic typu
Floquet jako pii cesté II., nebof i variace koordinat maji zde
zeela jiny vyznam obsahujice vedle kmiti obdobnych cest& II.
jesté kmity sefazené dle potenci excentricity. Pfi fidovém sefa-
déni dle e nutno ptibrati v kaZdém kroku téz prisluiné Eleny
tak zv. druhého Elenu. I vychdzely by pak pro éleny wréitého
stupné v e wvysledky obsahujici éleny stupiivi také jimgch. —
Jak jsem uvedl §lo ve stati (D) pfedeviim o explicitni nalezeni
ryze vynucenych kmitd (u,, v,) a to jak (D. p. 424) uvedeno
aZ na velitiny fddu druhého (e?, e, £2...). Patrné za tim utelem,
abych srovnal obé feSeni periodickd (tedy spec. u, = o), nebof
se mi zdalo t6Z z hlediska metod Poincarého interessantnim obja-
sniti, pro¢ feSeni je jen jedno, pro¢ sila fddu u e vynucuje jen
existenci periodického feSeni fddu e a nikoli snad také FeSeni
fddu pe D. p. 419, 420 nejhofeji.

Nezli piejdu ke kritice domdci, zminfm se o zahranini.
Na zékladé mého pojedndni o Darwinovych satellitech, jal se prof.
Charlier z Lundu, vynikajicf astronom Svédsky, pochybovati
0 platnosti svoji theorie stability centra Merkurova*), jiz vySe-
ttoval se zanedbdnim excentricity. Patrné na jeho popud vznikla
price mathematika Henryka Blocka**), jeZz piislugnou otdzku
nélezit® objasnila. Tyz, al tedy otdzka jim diskutovdna tyka se
zejména kategorii kmitovych a dle (J. 2.p. 324 nesouvisi vlastné
s mou praci a specielné 8 mym néco zobecn&nym dikazem véty La-
grangeovy, uznal za dobré vyslovn& uvésti, Ze poddvd mezi jinym
také modifikaci moji metody 1. c.p. 6). Ze jako dokonaly odbor-
nfk porozumél okamzité i moji brachylogii, kterd neviimajic si
tlendt vy$¥tho fadu e, udavd hned uhodnuty vysledek pro kiivky
k> 1, o tom svédéf jeho pozndmka: Il se sert de dévelop-
pements suivant les puissances de 1’ excentricité. I. ¢. p. 1,

*) Astron. Nachr. Bd. 193, 15.
**) H. Block Sur la stabilité d’une pelite planete aux points triangulaires
de Mercure. Arkiv for Math., Astronomi och Fysik Band 10. nro 4. 1914.
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tedy plural. Aniz tedy pFipousti, Ze explicitng neprovedené podty
pro dal¥f potence davaly by vysledek fale$ny pro kmity ¥ = 2,

O nékterych disledcich theorie zminéno t62 K. F. Sundmanem
v Enc. d. math. Wiss. Gottingen Bd VI. 2. Heft. 6. p. 804. Dile
¥. Freundlichem v Astron. Jahresbericht 1913 a Fortschritte der
Mathematik 1913 Bd. 44. Heft. 3. p. 1074—5. Dr. B. Hostinsky
referoval o praci v Ceské Vadé (1914) zpisobem struénym a véenym.

3. Prejdu nyni ke zmince tykajici se élankG od K. Petra
a V. Nechvile: Dvé pozndmky ku specielnimu piipadu problému
tif téles, Casopis pro péstovani math. a fys. XLVII. 1918 str.
268. Autor nalezl pry v fefené pozndmce jiné vychodisko k feSenf
otdzky a dospél k pFesvédéeni, p. 268, Ze nalezeny systém je
vyhodnéjiim k uelu mnou sledovanému. Rovnice moje zove pak
malo vyhodné. Nicméné soudim, Ze tvrzenf toto zakldid4d se na
nedorozuméni, KdeZto systém citovany sestaven ptedevsim,
aby se obefly rozvoje dle excentricity, mél autor na mysli patrné
jenom podrobné studium bodé L (kmitovych kategorif). Proti
tomu — jak vicekrdte jsem praecisoval, sledoval jsem sdm tkol
daleko obecnéjsi a nikoli onen specielnf, kromé snad dikazu
véty Lagrangeovy. 1 v&fim sotva, Ze by odvozené rovnice k tako-
vému tukolu byly vhodné&j$i, podotykaje jenom, Ze v uvedeném
systému drdhy prvni sorty problémem dané ndsledkem nepfi-
rozené deformace roviny vlastné neexistuji a nelze studovanych
kmitd isolovati.

4. Pokud tyké se recense Svobodovy piekvapuje pfedeviim,
7e po strince meritorni jevi naprosté neporozuméni.

Tedy kdezto ji v odst. 2 J. zfetelné vidim cfil i evoluci ve
fundamentdlni otdzce theoretické astronomie — mnou poprvé
zfetelnd a obrend formulované, jako i v tam uvedenych vysled-
cich: zejména ve zobecndni systému Darwinova, v metodé slouzfci
k urteni kmitd vynucenych, a tim pro specialisaci u, —= v, = o
ku presnému dikazu vty Lagrangeovy, kdeito tedy jednd se
o vysledky vnikajici hluboko do kofene novych metod Poincaré-
ovich — pan recensent zdbrdn byl vyhradné jednotlivostmi,
jez jedt& naprosto faleiné vyloZil.

1.) Tak ptedeviim vytrhnuv z celku zdvéreiny obrizek
a povazuje jeho vyklad za dikaz Lagrangeovy véty — provdzelzho
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sarkasmem (R. S. p. 41 fddek 12 zdola). Ve skutednosti mé&la
se v8¢ tak. Velkery snahy i celd metoda celého odstavce 2. D,
p. 410—420 a potdtku 3. p. 420-—423 jak ostatné akcentuji
v odst. 2. této stati necilily explicitné k jinému le¢ k urteni
vynucenych a volnych kmitd u, + »,, v, + v,, to je néco obec-
néji vedeny dikaz Lagrangeovy véty, nebof krom elipsy nalézd
i jeji sousedstvi. Zbyval tedy k dikazu samotné véty maly krok:
Provésti predevdim jeté specialisaci w, = v, = 0 vzorce (17),
kde pochopiteln& rozepsdny uz jen u,, v, (znateni srv J odst. 2.)
a ddle ukézati, Ze tyto pocdtem nalezené a tedy diferencidlnim
rovnicim hovici vzorce koineiduji s piislu$nymi koordinatami
ellipsy ototené o 60° kol bodu ® t. j. shodujf se s &, # na str. 422,
kdez za &, n; samoziejmé poloziti hodnoty (10) D. p. 413.

Jinak feteno, po vysledcich druhého odstavee (D) bylo
tieba vedle zminéné malé specialisace w, = v, = o dokézati
jenom, Ze otocend ellipsa Jupiterova, koinciduje pfesné s vyrazy,
jez nalezeny byvse v odst. 2 z rovnic diferencidlnich pohybovych
nutné jim hovi a tim vétu Lagrangeovu prokazuji. Ze véci véno-
vdn celostrankovy obrdzek prekvapuje dle (J p. 325 jen é&tendre,
ktery s metodami Poincaréovymi bliZe se nezandSel. Kdo v¥ak
hledd interpretaci této na pohled nepatrné véci na piipadech
slozitych feSeni periodickych vidi, Ze tu poprvé zavddén znézor-
pénim pojem hyblivého centra libraéniho pro feSeni periodickd,
okolnost dileZitd k propracovini se pojmi prdce druhé (C) i pro
moderni metody viibec.

2.) Na potatku recense domnivéd se pan Svoboda, Ze felenf
rovnic & la Floquet (!) bylo mi nazna¢eno Tisserandem (R. S. p. 38).
Jezto tvrzeni vzbuzuje zddni, Ze uzil jsem Tisseranda jako vzoru
a neuznal snad za vhodno citovati ho, podotykdm ndsledujici.
Price Darwinova Acta math. XXI. vy&la rok po smrti Tisseran-
dové 1897. Nemohly tedy rovnice Darwinory, z nichZ jsem vySel
a je pfedem zobecnil byti v Tisserandovi. Rovnice, jeZz mysli
pan Svoboda jsou zcela jiného druhu nez moje. Variruji geme-
ratriz pohyblivou (libratni centrum v okolf hmoty), nemaji p¥iro-
zené druhého Elenu a pfipoudti patrns jen cestu II. majice ostatné
velmi omezenou platnost na nejblizsi okoli hmoty (%). Vyjda
z rovnic podobnych nebyl bych tedy mohl nikdy v oboru jich
platnosti nalézti kfivek ani bodd singuldrnich — a pan recensent
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nevédomky prozrazuje, ze i zde zaménil ob& cesty, z nichz
o cestd I naprosto nemél pojmu (viz ddle J. p. 332 F. 11. zdola).

3.) Pan recensent vidi ddle fundamentdlni meritum v otizce
tfeti rovnice mnou vhodné zobecnénych rovnic Darwinovych,
nebot o ném pochybuje, velkou Fadu pojednéni cituje, ba dokonce
i p. Hostinského se dovolavé. (Posledni odst. R. S. p. 42). Aniz
pricitdm vé&ci takou dilezitost, podotykdm, Ze skuteiné jsem zo-
becnil rovnice Darwinovy na dosti maly sklon a excentricitu, nebot
citované prameny p¥. Moulton poddvaji sice zobecnéni na uvazovany
sklon ne v8ak souCasné na excentricitu. I nalézdm, Ze pro tento
piipad excentricita md vliv na sklon teprve v etapé druhé,
a daleko ne, Ze by méla vliv jiz na etapu prvou, coZ tvrdi ne-
sprdvné pan Svoboda (R S. p. 40 nahofe,) a& prcce tedy nalesl
u3 vie v citovanyjch (!!) pracich zejména v uéebnici Moultonove (!!)

I byla zcela vécnd zminka p. Hostinského, nejvyse, Zze
méla byt uvedena vhodnéji p¥i referdtu o § 3.

Nez obrafme se jiz ke studiu jeho vytek, které maji se
tykati obou praci po strdnce véené. Pan Svoboda konkiuduje
tak (R. S. p. 38—39). Autor vynechal pry za prvé Cleny

e§ :f: nta dile £2 —, jinak Feteno: zapomnél pry, Ze coeficienty

rovnic (11) (D. p. 414) jsou periodické. V disledku toho je pry
fale$ny vzorec (16) (D. p. 417) platici pry zhruba jen pro - =1,
— a tudiZ chybnd je i obecnd rovnice kiivek, zejména potinaje
od =2, a tim padd pry i pozdé&ji publikovand price (C). Véc
mé se takto: Recensent zamé&nil ob& cesty poétu (J. odst. 2.)
domnivaje se, ze existuje jenom cesta II. O cesté I. a zejména
o celém aproxima¢nim algorithmu J. odst. 2. nezjednal si naprosto
informace. Rovnice moje (11) maji druby ¢len a tim jakoZ i
vyrazy vystupujicimi v coeficientech 1i§f se od rovnic myglenych
‘Svobodou. ]
Zjednodudme na okamzik suposici w, = v, =0 povazujice
za generatrix pevny bod. Pak lze se téz postaviti na stanovisko
algoritmu Poincarého Fedenf periodickych, jichz existence tu
patrna. TyZ vyZaduje pfesnou dekomposici a sefadéni dle potenci
parametru ;. (zde ¢). Jejto pak periodické tleny v naSich dife-
rencidglnich rovnicich, pokud vibec vystupuji, nisobeny pokazdé



potenci e, dosp&jeme nutné ke stejné osnovs, co uddna v J odst. 2.,
a jednotlivé aproximace jsou nccylnutelné definoviny rovnicemi
typu Euler s koeficienty konstantnimi. (Srv. J.p. 329.).

Rady ziskané v tomto jakoz i v obecném piipadé libovol-
ného bodu — jsou dle véty Cauchy-Poincaré essencielné konver-
gentni dle potenci e, takZe je naprosto vyloutena uvedend kriti-
kova domnénka, Z7e vzorce moje dévaji jen hrubow apreximaci
pro k= 1.

Vizme ostatné jak i v tomto samotném tvrzenf recensentové
je rozpor. Tvrdi — pokud mluvime o kroku % =—1, e neprivem

vynechdvdm ¢&len pry prvého fadu & e(:i)s nt (R.S. p. 38) ale dle

tvrdi, zaraZzen patrné srovninim sprdvného vysledku D. p. 420,
ze pies tuto chybu obdrzim aspoti pro £ =1 ,hrubou aproximaci.*
(R. S. p. 41 Tddek 4 zdola). Arcit je pFesnd aproximace proto
sprivnd, Ze élen jako fddu druhého (§ samo fddu e) — pravem
nutno vynechati.

Dle odst. 2. J. je ihned zfejmo, pro¢ vynechdny £% a sou-
tasné e&. Pravim-li tedy v textu némeckém, (U. p. 211.) a v Ces-
kém (D. p. 424) ze je vynechdvam, lez{ divod v tom, Ze jsem
nechtél mimo prvni, daldi aproximace provadéti pro strucnost, —
zejména pak nenf pravdou, jak pan recensent véfi, Ze by pfibrdn{
také téchto Clent v etapdch dalgich nebylo moZné. Kazdy étendf
pohlédna na odst. 2. J poznd okamzité, Ze celd prdce provedena
explicitné jen pro etapu prvou. Ze ostatné odbornfkim moje
brachylogie stalila, vidno z pozndmky Blockovy (J. odst. 2.,
kterd vyslovné podotykd, Ze minim rozvoje dle mocnosti excen-
tricity. Nevylozil tedy proto praci fale§n& aniz pfipousti, ze by
ddvala vysledek nesprivny pro k=2, 3.

Pana Svobodu arci omlouvé trochu nejasné stylisace jakoz
i nedopatieni tiskové (J. odst. 2. p. 328.) uvedené.

Rady (16) jsou oviem Fourierovymi jak recensent pravi —
ale v pfipadu mnou fixované etapy prvni vypadaji skute¢né tak,
jak ja nalézam. Viz (J. odst. 2. p. 328.).

Pozndmka Svobodova, Ze zanedbdnim periodickych ¢clendt
vynechdvdm Cleny fddu we R.S. p. 40 fadek 15 shora — je dle
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celého odst. 2. (J.) nesprivnd, nebotf zanedbané termy periodické
jsou nasobeny kmitem instantinnim a tedy fadu e

Rovnice pro 4, (R. S. str. 40 dole) daleko neni recensentem
uvedeného tvaru nybrz 4, rozviji se dle odst. 2. ve formé

Ak:AL—l C+Ak2€2+ A/‘v363+. .

pii ¢emz A;, naprosto zistane nedotteno kazdym aproximaénim
krokem dalsfm. Jednotlivd .1;, jsou dana vidy rovnicemi R 4;, =
= T'», kdez & je totéz pro vSechny kroky (nase rovnice kiivkova).
Proto je tvrzeni o nesprdvuosti podminky resonantni zcela jalové.

Poznamka o feSeni rovnice pro ¢ (R. S. p. 40 nejhofeji)
dokazuje, Zze pan recensent nerozezndvd tak JFetenych poruch
riznych fadd theorii klasickych ( samo fddu e). Vzorec je pii-
rozené piesny pro etapu prvni, jiz jsem jediné sledoval v préci (D).
Zavedeni snad nového znaku, médme li samozfejmé za zdvorku
dosaditi konstantu, zdd se mi jen stéZovdnim lektury. Pan Svo-
boda uzivd ostatné nevédomky po mné zdvorky, jako znaku
dosazeni konstanty, jenz je v podobném ptipadé i obecné bézny
izD.p.179 (1) a D.p. 180 tddek 13 z dola patrny (Srv. J. odst. 2.
i déle p. 332 odst. 3.).

Pozndmka o fefeni rovnice Il. stupné (R. S. str. 41 nahoie)
je ve Svobodové recensi zcela nemfstna.*)

Obecnd Feseni (16) D. p 417. nejsou chybnd, jak pravi
R. S.p. 41 fadek 5 z dola, nybrZ pfesnd. Pan recensent myli se tu
stejné jako R. S. p. 39 tddek 13 z dola, jeZto tvrzené dosazeni
ve skutetnosti neprovedl. Vysledky koinciduji dle J. odst. 2., p. 328
s tvrzenim Svobodovym v prvnf etapé poétu, jez v mém Cldnku

*) Uvedena formule je rovnici jedné z velkého poétu objevenych
ktivek, udanou vlastné v paranthesi. Pro tuto kfivku #=0'001 udiny dva
tvary, jeden obecny, spravny, druhy omylem falesné zkriceny, soutasnt
vyslovné podotéeno, ze prisludny obraz zjedndn z formule prvni t. j. spravné
Jen iim, ze dle falesné formule neéildno, usla chyba pozornosti, jinak byla
by se prozradila, an dle principu kontinuity jednotlivé kiivky kazdou sou-
sedni pribéhem pottl kontrolovaly. Na pfehlédnuti byl jsem ostatné béhem
tisku upozornén prof. Koboldem z Kielu, dfive neZ Svobodou. Vyjme-li tedy
kritik z priace obsahujici tolik pracnyeh numerickych poétd, v niz Eitdno
na 100 riznych formuli, — jednu nepouzitou, chce tim patrné dokdzali,
¢i vzbuditi zdéni, Ze proto viechny ostatni kiivky ,neexistuji“!
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(D.) jediné explicitné provddéna. Vypolty, obdrzené ve vzereich
(17) (p. 420. D.) shoduji se nutnd s vyrazy ellipsy Lagrangeovy.
I nebyly z nf vzaty, nybrz provedeno srovnéni s vysledkem zje-
dnanym metodou instantdnnich kmitd (D odst. 2. p.410—20) —
a tim poddn dikaz Lagrangeovy véty a to pro celé okoli bodu
[.. Ve specielnim pfipadu w, = v, == o, samo sebou bylo lze
srovnati piimo s Lagrangeovou ellipsou, ototenou o 60° a statilo
to provésti tim spiSe, Ze i piipad event. srovnaného vysledku
cesty IL J. p. 328 vyzaduje dle znamé véty Moultonovy Amer.
Journ. of. Math. vol. XXXIII. p. 63, vy§etteni téhoZ determinantu,
(t. j. rovnice nalezenych resonaninich kiivek).

Soudi-li pan Svoboda (R. S. p. 42 f4dek 6 shora), Ze vysledek
neni novy, tu se myli jen proto, ze nema piisluiné pfedstavy
o slozitych periodickych freSenich obecnych. Tak Charlier dobfe
ocenil pro svou theorii centra Mercurova L,, Ze nebylo nalezeno
pi. n&jaké Feseni Fddu 1000krate menstho (ue), jakoZ i ohrozeni
stability ndsledkem bezprostfedni blizkosti kiivky £ =1 Srv. J.
konec odst. 2.

Odvozenou vétu bylo nutno zwvldsté vylknouti, nebot platf
pamétihodné pro L, ale jak z metody patrno daleko neplati pro
vSechna FeSeni periodickd, coz aZ dosud v8ichni autofi nepravem
mltky predpoklddali.

Shrna jeste jednou vysledky recense Svobodovy uzavirdm,
e recensent nasledkem neinformovanosti o metodé approximadénf
jakoZz i vyznamu a metodé cesty I, chybné& vylozil implicitné
psanou formuli (16) (D. p. 417), (v niZ chybélo nad to + .. .)
— a jez je tak dilezitd, Ze pf. v préci némecké (C.) z divodi
formalnych ani uvedena neni, — zaméniv krom toho ob& uvedené
cesty I. a II., jichZ zdsadni rtiznosti si neuvédomil.

Jezto pak pripodet etap, v odst. 2. J, jasné ukazuje, kterak
levé strany zachovdvaji tyZz tvar, patrno, Ze rovnice kfivek pro
jednotlivd % je pfesné — arcif skoro bez pottu uvedena — ije
dle toho zméniti illusorni tvrzeni obsaZend v dvodnim odstavei
recense Svobodovy, Ze druhd prace by ,,postradala smyslu.*
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