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La construction des courbes ovales. On traite la construction des lignes
ovales composées de deux circonférences touchant I'une l'autre et tangeant deux
droites données en deux points données sous la condition que la différence des
rayons est minimale ou que le rapport des rayons est le plus convenable. Dans la
solution on fait,l’'usage seulement des moyens de la géométrie élémentaire, on n’a
pas employé du calcul.

CTYRMI BODY POLOZITI KUZELOSECKU
PODOBNOU DANE

Ing. Dr JOSEF LANGR, Praha

K provedeni konstrukce uZito je hlové inverse v trojihelniku, t. j.
isogondlni konjugace. Tato kvadratickd transformace je zndma z odborné
literatury. V posledni dobé piinesla ,,The mathematical gazette*, roé.
XXXT (1947), str. 130 dldnek ,,Isogonal conjugates” (napsali H. E. P1-
60TT a A. STEINER), vnémZ autofi podrobné probiraji isogondIni methodu
trojihelnikovou i diasledky jeji, metrickych vztahl vyplyvajicich z po-
lohy piimky konjugované s kuZelosedkou vSak neuvddéji a proto také
nadepsanou tGlohou se nezabyvaji. Pfimo vSak problém tento fe$i v na§em
Casopise, rod. 72 (1947), str. D87 p. dr UrBaN, uzivaje k tomu jiné, snad

sloZitéj§i kvadratické transformace. — Isogondlni konjugace je jedno-
duchéd-a umoziiuje Fefenf i v piipadé, Ze viechny 4 dané body jsou ima-
gindrné.

1. Pro orientaci probéfeme zde struéné a bez diikazu zdsady této
isogondlni konjugace. Bud dén trojihelnik 4 BC (obr. 1) s osami oy, 0y, 05
hld &, §, ¥ a opsanou kruZnici [ o stiedu O. Zvolme v trojiahelniku bod D,
jehoZ spojnice s vrcholy 4, B, C protinaji protilehlé strany v bodech 4°,
© B, ¢". K spojnicim témto vedme pficky soumérné sdruzené dle os oy, 0.,

05, jez protinaji protilehlé strany v bodech 4, B,’, C,’. Prakticky mozno
urditi tyto pri¢ky tak, Ze na p¥. prasedikem A" p¥itky 44’ s I vedeme
rovnobézku s BC, jeZ protnel v 4,". Spojnice 4,"4 protinajic BC' v 4, je
soumérng sdruzena s 44’ dle o,. P¥i¢ky A4, BB,’, CC,’ prochizeji spo-
leénym bodem D,, ktery je isogondlné piidruZen bodu D a ¥{kdme, Ze je D,
isogondlnim obrazem bodu D, nebo zkritka jeho obrazem. Je ziejmé, Ze
je-li bod D uvnit¥ trojihelnika ABC, jest i D, uvnit¥, je-li D na wvnéjsi
“strané, je i D, vné. Lezi-li bod D na nékteré strané trojihelnika, ztotoz-
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fiuje se jeho obraz s protilehlym vrcholem; je-li tedy na pi. D na 4B, je
D, v C.

2. Le#t-li bod U na krugnici L (U + A4, B, C), jest jeho obraz Uy v ne-
koneénu. Dikaz je snadny. Volme na I bod U (obr. 2) a poloZme

®
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&

Obr. 2.

<L ACU = ¢. Jeho obraz musi lezeti na pfimce CU’ (U’ je prisedik s 1),
jez svird s BC rovnéz thel @. Soumérné sdruzend piimka U"B (U” jeji
. prisedik s I) s UB dle o, svird s BO taktéZ tihel ¢, jezto je <L UBA4 =

= L UCA =@p= < U"BC. Koneéné jest L UAC =7 —¢p — (T —
—pB) = <L BAU" (U" je prisetik AU” s BC), takZe z trojdhelnika
ABU” méime <L AU"B=pf— < BAU” = ¢. Sviraji tedy pticky
CU',BU" a AU" s BC stejny 1hel g, jsou proto spolu rovnobéiné a obraz
U, je v nekoneénu na nevlastni p¥imce roviny trojihelnika ABC. Ma
tedy kruznice l za svitj obraz nevlastni primku. '

3. Pohybuje-li se bod D, po primce k,, kierd meprochdzi Zddnym
z vrcholit A, B, C, opisuje pFifazeny bod D kuZeloseéku k jdouct vrcholy
A, B, C. Ze jest tira k kuZelosetkou, vychdzi z této Gvahy. Svazky
paprskové A(D,..) a B(D,..) jsou spolu projektivni. Taktéz A4(D,..)
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aA(D..),jakozi B(D,..)a B(D..) jsou spolu projektivni a proto i 4(D..)
a B(D..) jsou spolu projektivni a paprsky si- odpovidajici protinaji se
v bodech néleZejicich kuzelose&ee.

Ze tato kuzelosedka jde vrcholy 4, B, vychazx z odst. 1 nebot
priseéiky piimky k, se stranami trojihelnika ABC jsou obrazy vrcholi
4,

Kdyby piimka £, prochazela ]edmm vrcholem, na pf. 4, pak ji
odpowda pnmka nebot vSechny jeji body jsou pridruZeny boddm lezi-
cim na p¥imee jdouci vrcholem 4 a soumérné sdruzené s k, dle o,.

4.V pfedeélém'odsta,vci odvodili jsme z pfl’mky ko kuzelosedku k.
Ovsem, Ze odvozeni m4 reciprokou platnost a Ze z kuzelose¢ky k£ jdouci
vrcholy A, B, €' sestrojime isogondlni cestou piimku ko, jeZz je jejim
obrazem.

Poloha piimky k, vzhledem ke kruznici ! ndm pravi, jakého druhu
kuZelosedka jest. Je-li &, seénou kruznice, protinajic ji v bodech F,, G,
pak je k hyperbolou, nebot obrazim Fy, G na kruZnici I p¥islusi dle
odst. 2 body F, G v nekoneénu. Soumérné sdruzené pfimky k 4 F,, 4G,
dle osy o, udavaji pak sméry asymptot. Je-li k, neseénou kruznice /, neni
redIného bodu kuzelosecky, ktery by byl v nekoneénu a k je elipsou. Je-li
k, tetnou kruznice I, mé kuzelosedka nevlastni prlmku za tenu a jest
parabolou.

Ubéiny bod U, obrazu ko je obrazem bodu U, ktery dle odst. 2 lezi
na kruZnici [, jsa vedle 4, B, C &tvrtym prisedikem kiivek k, 1.

.B. Jestlie na kfivce k utvott body néjakou involuct, seskupt se jejich
obrazy na ky v tnvoluci stejného druhu. Paprsky svazku o sttedu 7' lezicim
na vnéjii strané kuZeloseSky protinajf ji v parech bodd tvoficich kfivou
involueci hyperbolickou. Dotykové body teten z T ke k jsou samodruz-
‘nymi body této involuce. Spoj1me li pruseélky paprsku s kuZelosedkou
s vrcholem 4 a sestropme k spojnicim soumérné sdruzené p mky dle o,
vytnou tyto soumérné promitajici paprsky na k, pary bodd, jez jsou vzhle-
dem k stejnym dhlém promitacich a spojovacich piimek také v hyperbo-
lické involuci. Jeji samodruzné body jsou obrazy dotyénych bodi teéen
z T' ke k vedenych. Majice tedy kuZzelosetku danou body 4, B, C a obrazem
k,, mtiZzeme z libovolného bodu T vésti tedny kni bez dalsich prvki kuzelo-
setky. Spojime zvoleny bod 7' s vrcholy 4, B; spojnice protinaji kuzelo-
sedku jesté v bodech 4*, B*. Soumérné sdruzené paprsky s T4, T'B proti-
naji ky v Ay*, By*, takZe mame na k, dva pary sdruzenych bod urdujicich
involuci. Jeji samodruzné body Ty, T, jsou obrazy dotykovych bod&
T, 7" o TT', TT" jsou Zddané teény.

Je-li bod T' v nekonednu, jsa ddn smérem p¥imky, postupujeme pii
vedeni teden obdobné. Samodruzné body vzniklé involuce na k, jsou
obrazy koncovych bodf préméru, ktery je sdruZzen s danym smérem.
Ot4di-li se pramér kuzelosetky kol jejiho sttedu, méni i obrazy samodruz-
nych bod# svoji polohu, tvofice pfi tom novou involuei.
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6. Bud déna hyperbola & body 4,B,C tvoficimi zédkladni troj-
thelnik a svym obrazem k, (obr. 3), ktery protind kruZnici I opsanou
zéklad. trojihelniku v bodech F,, G,. JelikoZ stied hyperboly je jeji
vnéj$t bod a lze z ngho vésti k ni teény, tvoii obrazy koncovych bodi
oté&ejictho se priméru kol stfedu kfivky na k, involuci hyperbolickou
A protoze asymptoty, jdouce stfedem kfivky, jsou jejimi priméry a sou-
dasné i tednami, dotyka]1e1m1 se kiivky (kaZdd ve dvou soumeznych
bodech v nekonednu), jsou body F,, G, obrazy téchto dotykovych bodt

Obr. 3. ) Obr. 4.

a soudasnd i samodruznymi body involuce. Jeji stted je bod P, pﬁlidi
tise8ku F,G,. Potence jeji je PF,? = Fy02 — OP? = 72 —d? (r je polomér
kruznice I, d = OP) a @ jeji pomocny bod le#ici na ose tisedky F,G,, pii
gem# QP = PF,. Je-li d4n na pt. bod E, jako obraz koncového bodu pri-
méru EE, uréime E, tak, ze v Q vedeme kolmici k QE,, je% protne k, v E’,
nadeZ preneseme PE = PE o na. druhou stranu od bodu P. Body E,, E,
jsou sdruzZeny, nebot EOP E P = PF0

Uvazujeme-li elipsu, vznika na k,, jeZ je nesednou kruznice [ (obr 4),
involuce elipticks, ponevadz ze st¥edu elipsy nelze k ni vésti redlné teény.
Pata P kolmice z O na k, je stfedem involuce a jeji potenci jest opét
r2 —d2. AvSak d > r protoZe jsou priiseéiky p¥imky k, s | imaginérni,
a lze tedy potenci vyjadfiti délkou teény ¢ z P ku I, 1:. jo B =d?—r2
Naneseme-li proto na kolmici bodem O ke %k, vedenou délku PQ =t,
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obdrzime pomocny bod Q. Hleddme-li ku E, bod sdruZeny, vedeme bo-
dem @ kolmici ku QE,, jez protne k, v E,

7. Uréent sméru os kuZeloseéky. KuZelosedka k bud déna body
A, B, C a obrazem k, (obr. 5). VySetfime &tvrty priseéik U kruZnice I
s kuZelose¢kou. Vedme vrcholem C rovnobézku s k,, jeZ protne I v C'.
Rovnobézka s 4B vedend bodem C’ d4 na I bod U. Ponévadz protilehlé
strany &tyrihelnika ABCU sviraji s osou kuZelosedky stejné thly, jest

.
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Obr. 5. ‘ Obr. 6.

pricka pilici thel CUC’ rovnobéina s jednou osou kiivky. Vedeme tedy
sttedem O kruznice I kolmici ke %, jeZ protne I v bodech M, N. Spojnice
UM, UN jsou rovnobéiné s hledanymi sméry os kuzelosedky k.

Je-li k, teénou kruznice ! a k tedy parabolou, sestrojime k spojnici
dotyéného bodu pfimky %, s jednim vrcholem, na pf. 4, soumérné sdru-
Zenou piimku dle osy o;; tato p¥imka je rovnobéina s osou paraboly.

8. Znajice smér os kuZelosedky, muzeme na k, uréiti obrazy vrcholi
kuzelosecky. KuZelosedka bud opét uréena body 4, B, C a obrazem k,.
Dle odst. 7 uréeme sméry os a vedme body 4, B rovnobézky s jednim
smérem os. Rovnobézky protnou k jesté v bodech A4’, B’, jichZ obrazy
Ay, By dle odst. 1 snadno stanovime. Piry bodi A4,, 4," a By, By'*)
uréuji involuci {odst. 5) a jeji samodruzné body jsou obrazy vrchold
V, V' kuZelosetky. Rovnobézky s druhou osou kuZeloseéky vedené

*) Bod 4, (résp. B,) je oviem podle odst. 1. prusetik p¥imky k, se stranou
zékladniho trojihlnika, kterd le%i proti vrcholu A4 (resp. B). _
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vrcholy A4, B daji na k, druhou involuci, jejiz samodruzné body jsou
obrazy druhych vrehold V”, V" kuZelosetky.

9. Uréent poméru délek os ku#eloseéky. Hyperbola k bud urdena zé-
kladnim trojihelnikem ABC a-obrazem Fk,, ktery protind I v bodech -
Fy, G, (obr. 6). Spojnice AF, a AG, sviraji spolu tGhel 2w, ktery je téz -
uhlem asymptot. PFi¢ky soumérné sdruzene s AF,, AG, dle osy o, svirajf

taktéz Ghel 2w a jsou rovnobéiny s asymptotaml Osa tisetky FyG, pro-
tind ji v P a kruznici v bodech M, N. Jest oviem také < F, NP = w.

Jsou-li a,b poloosy hyperboly, vime, Ze tgw =§= %. Jeito je
/
FP“" PN .PM, mime é—: M V———, ¢ili PM : PN =
a PN

=p%: a;2 Przmlca ky déli tedy pramér MN k ni kolmg v poméru &vercd

délek poloos hyperboly. Opiseme-li tedy z bodu o kruZnici polomérem OP,
jsou viecky jeji teny obrazem kuZelosebek navzdjem podobnych.

Je-li obraz ky? neseénou kruznice [, jsou priseéiky pfimky k¢° s kruz-
nicf [ imagindrni a misto nich uvazujeme, jak bylo jiz v odst. 6 uvedeno,
body F,, Gy'; pramér M N zistdvé osou tsedky F ‘G’; P je ]e]1m stie-
dem. Ztstdvd zase F, P :PN=b:a. Aviak F P =PF,=
= |/PN . PM atedy PH : PN = b2 : a2. Déli tudiz i p¥i elipse primka
ky¢ kolmy k ni primér kruznice ! v poméru &tverci délek poloos elipsy.

10. Po probrini potfebnych vlastnosti a.konstrukel pfistupme
k vlastni Gloze. BudteZ ddny body A4, B, C, D v obecné poloze, jimiz-
cheeme poloziti kuZeloseGku podobnou dané. Zvolime body 4, B, C za
vrcholy zdkladniho trojihelnika, opiSeme mu kruZnici ! o stfedu O
a sestrojime dle odst. 1 k bodu D jeho obraz D,. Libovolny pramér M'N’
kru#nice [ rozdélime bodem P tak, aby PN’ : PM' = a2 : b2. Udinime tak
tim zpisobem, %e bodem M’ vedeme pritku svirajici s M'N’ dhel w,
jehoZ tgw = b : @ = ». Tato pfi¢ka protne ! v bodé F,. Kolmice k M'N’
z F, spusténd vytne na M'N’ bod P. Z O opiSeme kruznici I’ polomérem
OP. To plati pro danou hyperbolu. Byla-li v8ak ddna elipsa, vedeme
v Fy tednu k I, jeZ protne M'N’ v P’ a opiSeme kruZnici I’ z O polomérem
OP’. Z bodu D, vedené teény k I” jsou obrazy k, a &, Zddanych kuzelo-
sebek. Z teGen k, (a k,") sestrojime kuZelosedky k a k. Vedeme na pt.
bodem C rovnohézku s k,, jez protne [ je§té v C’. Bodem (" vedeme rovno-
bézku s AB, jez vytne nal bod U (odst. 4). Mdme tak jiZ pét bodd kuzelo-
seCky a mtZeme ji obvyklym zplsobem sestrojiti. UZijme viak i dile
methody isogonélni a uréeme bod U, jehoz obrazem U, je pata kolmice
z O ku k, spusténé dle odst. 1. Piimka UU je potom primérem kuZelo-

“sedky k. Bod pilici UTU je tedy dttedem S kuZelosedky. Dle odst. 7 uréeme
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smér os a vedme je stiedem kuZelosedky. Dle odst. 8 pak stanovime
vrcholy. '

.V ptipadé, kdy je dana parabola, ztotozni se kruznice I” s I, jak vy-
svitd i z odst. 4.

Je-li ddna rovnoosd hyperbola, redukuje se I* na bod O a obraz urdo-
vané hyperboly k, prochdzi stiedem O.

11. Necht jsou ddny body 4, B, C a par harmonickych péla D', D”.
Hleddme kuZelose¢ku o daném poméru délek os », jdouci danymi tFemi
body a majici body D’, D" za sdruZené pély. Projektivni geometrie
v tomto piipadé uzivajic DEsarRGUEsSOVY véty stanovi étvrty bod D ku-
Zelosedky a pokraduje se pak dle odst. 10. Bod D i jeho obraz viak lze
uréiti také methodou isogondlni. Zvolime na piimee.d jdouei pély D', D”
dva péry sdruZenych bodd D', 1D” a 2D’, 2D” v involuci, jejiZ samodruz-
né body jsou D', D" a nalezneme jejich obrazy D', 1D,", 2Dy, 2D," dle
zékladniho trojihelnika ABC. Obrazem piimky d je kuZelosetka dj
a involuce bodt na d setrvdvéa i na d,. Spojnice *Dy'1D," a 2Dy*D" se
protnou v bodé D,. Kazdy paprsek jdouei bodem D, protne d, ve dvou
bodech, jez jsou obr&zy paru sdruz. bodd ve zminéné involuci na d.
Prochizi tedy obraz k, zddané kuzelosetky bodem D,. Opisme dile ze
stfedu O, kruznice opsané trojuhelniku 4BC, kruzmcl I o poloméru
odpovidajicim danému poméru ». Teény z D, ku I jsou obrazy dvou
vysled. kuzelosedek. Dalsi postup je jako v odst. 10.

12. Méme-li body 4, B, C poloziti kuzelose¢ku o daném poméru »
délek os, dotykajici se dané teény d, sestrojime isogondlni methodou
(zdkladni trojihelnik je ABC) kuZelosedku d, jako obraz piimky d a ze
stfedu O kruznice opsané trojihelniku 4BC opifeme kruZnici I, jejiz
polomér odpovidd danému poméru »..Spoledné tedny kruznice I’ a kuZelo-
seBky d, jsou isog. obrazy vyslednych kuZzeloseéek. Sestrojeni spoleénych
teden vSak obecné neni FeSitelno kruZitkem a pravitkem. Jen ve zvlast-
nich p¥ipadech j je to mozné.

Lezi-li na pt. vrchol C na d, jsa ]e]1m dotyénym bodem, jest d, opét
piimkou (odst. 3) jdouci Vrcholem C a protinajici 4B v C’o Sestrojime
kruznici I* a teény k ni z C, jsou obrazy dvou vyslednych kuZelosedek. —
Je viak také mozno povazovati na p¥. AC za zédkladni trojuhelnik o ne-
konedné malé strané v C na teéné d. KruZnice ! mu opsand dotykd se
teény d v C' a jde vrcholem A. Uréime B, a vedeme z ného ke kruznici I
soustfedné s I, tedny jako v pfedeslych pfipadech.

Jiny specidlni p¥pad nastane, zdddme-li parabolu. Tu kruZnice I,
jak jiz bylo v odst. 10 fedeno, ztotozni se s I. Spoleéné teény kruznice [
a kuzeloseéky d, sestrojime, protoZe zndme jejich spoleéné body 4, B, C.

Také p¥i rovnoosé hyperbole vystaéime s kruZitkem a pravitkem,
jezto je treba vésti ze stfedu O teény k d, jez jsou obrazy vyslednych
hyperbol. '

Jak postupujeme v piipadé, kdy dva nebo viecky étyii dané body
4, B, C, D jsou imagindrni, bude probrano pfi pii§ti mozné piileZitosti.
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Construction de la conique passant par quatre points et semblable
a une conique donnée. Dans cet article I'auteur résout les problémes sur les
coniques & l'aide d’une transformation quadratique plane spéciale appelée con-
jugation isogonale. Il commence par étudier les propriétés métriques fondamen-
tales de cette transformation. En choisissant convenablement le triangle fonda-
mental de cette transformation il fait correspondre & la conique cherchée une
droite, qui est directement déterminée par les données du probléme. Il applique
aussi sa méthode aux problémes voisins.
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