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Basopis pro péstovani matematiky a fysiky, rot. 74 (1949)

O VYZNAMU CiSLA sup[an|_1':
YV THEORII MOCNINNYCH RAD
MILOS KOSSLER, Praha.
(Doglo dne 20. dubna 1949.)

A R .o . r ¥ + . ’
Uvod. V theorii mocninné fady s koeficienty a,, a,, @5, ... ma po-
1

sloupnost &isel Ian[Z; n=1,2,3, ... zdkladni vyznam. Tak na p¥. polo-
3 .
mér konvergence Fady té jest reciprokou hodnotou &isla lim|a,|?. Pokud

jest mi zndmo, dosud nikdo si neuvédomil, Ze také horni mez g =
h 1

= sup|a,|® jest konstantou, kterd charakterisuje celou fadu vlastnosti
mocninné fady. P¥i tom odhady, které tak ziskdme, jsou nejlepsi moZné.
Ukazu to na nékolika piikladech, které viak zdaleka nevyderpdvaji
viechny moznosti.

1. Nulové body mocninnych ¥ad. Jestlize mocninna fada
| &) =1+Saw (L)
n=
mé majorantu s kladnymi koeficienty l
M@E) =1+ SAi?, ad < Apy (L2)
: - ‘

* pak Zddny nulovy bod { ¥ady (1,1) nemtiZe miti prostou hodnotu mensi
neZli positivni ko¥en z, rovnice

1 -—ZA”Z"_= 0. (1,3)
1 5

Tato rovnice m4 positivni kofen, pokud nejsou viechna An a tedy i'a, -
rovna nule. Tato véta jest ddvno zndm4 a jest téméf samoziejmi. Jest
vidy ’

1+ S 21— Slanl . foi 2 1 — SA,elr.
T 1 ‘ T
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Pokud tedy |2| <2y, nemlZe f(z) = 0. Jinak Fefeno, ma-li fada (1,1)
 nulovy bod £, musi |{] _}: %y Z diikazu toho plyne soudasné, Ze zadny
koYen rovnice (1,3) nemuze miti prostou hodnotu mensi nez z,. X tomu
stadi v pfedchézejicim dikazu poloZiti véude 4, misto a, Ne]]ednoduésu
majorantou fady (1,1) jest viak

M) =1+ zgnz" (L4)
1 i
kde% g = sup|a,|”, nebot pak |t < g
Né4sledkem toho viechny mocninné fady (1,1), které maji totéz
L ,

sup]an[7 =g, tvori t¥idu té vlastnosti, Ze nulovy bod { kterékoliv z nich
mé vlastnost

-

1 .
025 oo

Jedna z téchto fad, totiZ f(z) = 1 — Zg“z”, mé pravé kofen dany mezi

1

(1,5). Proto odhad (1,5) jest nejlepsi mozny. Dasledkem této zcela jedno-
duché véty jest, Ze viechny nulové body mocninné Yady, lezici uvnitf
kruhu konvergenéniho, jsou isolované. Nebot je-li £ jeden z téchto Bodd,
pak transformuji fadu ke stfedu { a vytknu z ni nejniz§i mocninu pro-
ménné (z —{). V zdvorce zbude fada s nenulovym prostym élenem a ta
podle predelého se nemiize anulovati v jistém okoli bodu z = {. Dalsim
diisledkem tohoto faktu.jest pak véta o neurditych soudinitelich. Neni mi

Yye

znam jednodussi dikaz citovanych vét.

Vétu (1) 1ze riiznymi zplisoby zobecniti. Uvedu jen jeden piiklad.
T¥ida mocninnych fad (1, 1) budxz urdena takto. Jsou ddny nikoliv nega-
tivni konstanty y,, y.2, vs®, . ,yk a positivni konstanta g. Rada (1,1)

‘ 1
patii k & t¥d8, jestliZe @, =y pro n =1, 2,..., k ajestlize supla,/® =g
pro n» > k. Oznadim jesté

n
(l}) =t, pron=12 ..k

Pak plati véta (Ia): Nulovy bod ¢ kterékoliv fady té tfidy spliuje ne-
rovnost

Zm
(4= 7
kde? z,, jest nejmendi kladny kofen rovnice
' (1 —2)(1 —t, 2 — 2% — ... — k) — 2F+1 = 0.

Odhad jest opét ostry, protoZe fada
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Ay —p2 — ek ——ig"z”
. v/ z v e 7 k+l
]eit t¥idy praveé d’eflnovane a m4 nulovy bod pravé rovny hotejsi mezi.
Du%saz por:echa,vam tendfi, protoZe jeho vedouci mySlenka se nijak
nelidi od dikazu v&ty (I). : )

2. Polom&r konvergence fady inversni. Budiz
W= a1z + ap? + az2d + ... (2,1)

. | |
potenéni fada s polomérem konv. ¢ > 0. Budiz ddle a, > 0, supla,” = ¢

. “ sy 1
pro n > 2. Pak jest zfejmé o > Y Hleddme dolni mez pro polomér
konv. fady inversni:
2= W 4 xw? + oquwd + ... (2,2)

kdyZz jest déno a, > 0 a &islo g > 0. MnoZina takovych fad (2,1) tvoii
tiidu. O t¥id& té plati véta (II):

Polomér konv. g, inversni fady (2,2) nemize byti mensi net &slo

Vs

Tento odhad jest piesny, protoZe pro specidlni fadu (2,1)

W= a;z— zg"z'” (2,3)

jest g rovno shora uvedené mezi.

Methoda diikazu se nijak neli$i od b&Zné methody uzivajici CAUCHY -
ovY majoranty. Dosadim fadu (2,2) do (2,1) za z a srovndnim koeficient
dostanu pro koef. « rekurentni vzorce

L =w | e tapt g
! —h -

Podstatnou vlastnosti t&chto vzorct jest, Ze v &itatelich jsou vesmés
kladn4 znaménka a mimo to jsou &itatelé linedrni funkee ¢isel a,, ag, ay,.. - -
PouZiju-li t&chto vzorct na Yadu (2,3), budou koeficienty jeji fady
. inversni vesinds kladn4 &isla a co do absolutni hodnoty vesmés vétsi nebo
rovny absol. hodnotdm koeficientd o, &s, ag, ... . Ndsledkem toho polo-
mér konv. p, bude nejménsd roven poloméru konv. inversni fady k fad&
(2,3). Avsak rovnici (2,3) lze pro |z|g < 1 psiti ve formé

w(l —g2) = a2 —gayz®> — g222.

Inversni funkei ¥ady (2,3) jest tedy ten kofen z kvadrat. rovnice, ktery
_se anuluje pro w = 0, to jest .

‘ 1 ‘ a o\ e
- dw+ T _ w-—}——)——4w(l+———)}.
’ 2(w1+g){ g V( 2 ¢

&y =




Odmocnina jest rozvinutelna v potenéni fadu podle mocnin w, pokud
. —— :
|l <( 1 +— ——1)
Tim jest véta (II) dokézéna. Pfednost tohoto postupu proti obvyklé
methodé uzivajici CAvcEY-0vY majoranty spoéivé v tom, Ze t¥ida uvazo-

vanych fad zahrnuje i funkce neohrani¢ené a ddvé pravé pro né ostry
odhad. V&tu (II) lze opét zobecniti rozmanitym zplisobem.

3. Nulové body mocninné ¥ady dvou promgnnych. Mocninn4
fada . ,

f(z1;22) = a + z (an,oz? + an—l,lz?_lzz + o g aze”) (3,1)
n=1 .
necht ms a > 0. Déle oznaéim
1 1

1
gn = Sup (Ian,ol [@n—1, 1! -5 @y, nI"-); Supgn =g >0.

Pak rada ta konverguje urélte pro viechna |z1] |2,] < ? Pro takové
dvé ¢isla 2z, a z, jest tedy

oy Za— 51z a—Soer o bk,

5 ~ n=1,
" kdei =g, ry = [zzl Jest tedy

o ) 2 (@ + 1) —

(1 —gr)(1 —gry)’
1 PIja,vé, strana této nerovnosti se anuluje pro

| 1
. . r=7‘1=r2=-g— l_m
Z toho plyne véta (III): '

fler,7) % 0, pokud || <7, |zf <.

V takto definovaném prostoru nemiZe se tedy f(zl, 2,) = 0. To oviem ne-
‘vyluéu]e moznost, Zze f(z;,2,) = 0, jestliZe na pf. |z| < 7, aviak |z,| > 7.

Vétu jest moZno zobecmtl pro fady o libovolném poétu promennych
I LCTE R 2i). Tato. elementdrni véta vyjadiuje pouze v ponskud pres-
ngjit forms zndmy fakt, Ze spojitd funkce proménnych (2, z,, ..., 2x),
- .- kterd neni rovna nule v bod§ (0, 0,..., 0), nemtZe se anulovati v J1stém
- okoli toho bodu. Veta. (IIX) jest presné protoZe specidlni funkce té tridy

‘f( Z), 2 _a—Zg”zn+zn—1z + - +z”)
" sé anuluje ] pro o=2y=r.
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Zajimavou aplikaci véty (III) si ihned ukiZeme.

4. Polomér prostého zobrazeni mocninnou ¥adou. Zobrazeni
dané ¥adou , o
w#az-{—Za,g“, a>0 . 4,1y

n=2

jest prosté uvnit¥ jistého maximdlniho kruhu se sttedem v bodé z = 0.
Polomér g tohoto kruhu se nazyvé polomér prostého zobrazeni a nemtze
oviem byti vétsi nez polomér konvergence Fady. Cislo p jest definovino
takto: Jestlize pro vSechna |z,|, |2,| < r jest splnéna podminka

f(z1) —f(22) = 0, pokud 2z = z,

pak zobrazeni v kruhu |z| < 7 jest prosté. Horni mez téchto 7 jest polo-
mér prostého zobrazeni p = supr. Svrchu napsanou podminku mohu na-
hraditi vztahem :

Aoy — ) =1

2y —2

+0, kdy? 7 =2,
to jest

Az, %) = a + Za,,,+1(z'1‘ + 22y + o+ 28) £ 0. 4,2)
n=1 :

Abybh na tuto funkei dvou proménnych mohl uZiti v&ty (III), musim

stanoviti :
1

Sup|ay 1" =g > 0. (4,3)

Jestlize &isla a a ¢ pokldddm za dané konstanty, jest tim definovina
zcela urditd t¥ida fad (4,1). Tak dospivame k vété (IV):

V privé definované t¥idé fad mé nejmensi polom&r prostého zobra-
zeni fada ‘

0
w=az — S gn-—1z".
. "
Jest tedy pro kazdou fadu té t¥idy

> L]
e= g\ Vl + af
Diisledkem vztahu (4,2) jest, Ze taksé f'(2;) = limd(z,, z,) = 0, pokud

242y

|| jest men3i nez hranice pro ¢ ve vét& (IV) uvedens,
" Tak na pf. pro fady, v nichz 1 =a = [a,| = |ay| = ..., jest p >
1 1 -

=1 ~V_§— Pro specidlni funkce t¥dy sup |an+1] » = 1 mfiZe oviem o

4+ ; ) bl



byti znaénd véts nezli mez ve v&té uvedens. Tak na pf. funkece w =

=2z -} 2"mép= , coZ s rostoucim n se blizi k 1.

nn—l

Zcela piirozend vznikd otdzka, kterd z fad véty (IV) mé neyvet&‘z
polomér p. ReSeni tohoto problemu neni tak snadné, jak by se na prvni
pohled zdélo.

Methoda, které jsem uzil, mé mnoho jinych aplikaci. Tak na pt.
d4 se pouziti p¥i dikazu existence implicitni funkce nebo p¥i dikazu
existence feSeni diferencidlnich rovnic. DileZitou vlastnosti vSech tako-

vych vét jest, Ze dévajl pfesné odhady pro poloméry konvergence to jest

odhady, které jiZ nelze zlepsiti.
*

i
The signification of the number sup|a,|” in the theory
of power series. .

(Abstract from the preceding paper.)

In a power series with the coefficients a,, a,, @,, ... the meaning of
. 1 -

lim sup[a,ﬁ = L is well known. All the series with the same L have the

1
same radius of convergence. But also the upper bound g = sup|a,|® is
a constant full of meaning. The class of series with the same upper
bound ¢ has a great number of common properties. To illustrate thls
-assertion following theorems are proved.

Theorem (Ia). If in a power series (1,1) f(z) = Zanz" the nonne-
0 .

gativ numbers
: 1

[an] =‘y:’;, n = 1,2, . ]0; g':— Sup‘anl;{’ n > k

are given, then every root { of (1,1) has a modulus

x
IC! 2-_ >
. g
where z is the smallest positiv root of the equation
N E 2 k
(1—=) (1 B R ] xk) — k1 =0,
9 9 9* ‘

Theorem (Il). The power series

[
w = Zaﬂz”
1
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1
in which the numbers a; > 0, sup|a,|* = g, n >1 are glven has aninvers

senes
C)

o= Saut. 2,2)
1 .

The I:a,dius of convergence p of (2,2) is not less than

(Jrez—)

Theorem (l1l). In the series of two complex variables

f(z 22) = @ + Z(an,oz? + Gt .+ aong")y (3,1
1

where ¢ > 0, we denote
1 1 1

gn = SuP(lan,ol—;, ’an—m]—r:» ) f“o,n!—n-); g = 8UPfn.
Is a class of series (3,1) defined by the numbers @ > 0, g > 0, then
f(z1, 22) == 0 in the space |z;| < 7, |25| < 7,

Theorem (1V). If we defme a cla,ss of series
w=az + Zanz” . 4,1) -
1

by two numbers a >0, g = sup|an+,|", 7> 1 then the radius g, of
conformal mapping is not less than -

1 1 1
| T+
The limits for the numbers |¢], @; 7 and g, in the bheorems are the
best possible.
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