Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Alois Strnad
O c¢tyrtihelniku dvojstiedovém. [I.]

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 17 (1888), No. 1, 10--19

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/109162

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1888

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/109162
http://project.dml.cz

10

Nemohou tudis roviny vy, TalieV2y WallyVs ... 1A pevngch
obzorech 0,, 0gy 05 - - . mehybnyjch mist fhyy Moy py ... stdti kolmo,
ani¥ rovnob&ngmi byti se svislow rovinou pu,S, coi nejlépe zni-
zorhuje rovina m,tava = ppe¥s = pMN,, jez s pevnym obzorem
0n = 0, nehybného mista g =u, v jedinou rovinu splyvé, a na
svislé roviné pu,S kolmo stoji.

Je-li su, ||Su, a znaéf-li u e, prisecnici roviny s,u,,
s pevnym obzorem o, nehybného mista g,, pak bude také
87y || Seep, 10, || Spyp, nikoliv ale p,6, || pop, ponévads jest

w7y || wop. Jsou tedy primky u.p, u,0, mimobézkami.
(Pokratovdni.)

0 c¢tyruhelniku dvojstredovém.
Pro Zgky stfednich §kol napsal

A. Strnad,
professor v Hradel Krélové.

1. Ze étyrthelnikd rovinnych vyznaluji se zvlaStnfmi vlast-
nostmi cétyrdhelnfk kruZnici vepsany a Ctyrihelnik kruZnici
opsany (tétivovy a teénovy Ctyrihelnik); z poCitkd geometrie
zndmy jsou tyto dvé véty charakterisujici jmenované dva druhy
Ctyrihelnfkd :

V ctyrihelnfku tétivovém jsou dva a dva protéjS{ thly
vyplhkové.

V ¢tyrihelnfku teénovém rovnd se souCet dvou protéjsich
stran souctu drubych dvou stran.

TaktéZ jest zndmo, Ze tyto véty obsahujf v sobé podminky
pravé dostatecné, dle kterych étyrihelnik kruZnici vepsany neb
opsany poznivdme; jest vSak p¥i tom zapotiebf pfestati na Cétyr-
tuhelnfcich s dhly vesmés dutymi, kteréZ omezeni v fddcich nd-
sledujfcich vidy budeme piedpokladati.

Zcela zvlastnf druh étyrihelnikd, zasluhujfcf podrobnéjstho
vySetteni, vznikne spojenfm obou druhli jmenovangch; jest to
¢tyrihelnik, jemuZ lze kruZnici opsati i vepsati.

Strany jeho jsou tétivami jedné kruZnice a teCnami druhé.
Ze ¢tyrihelnik takovy viibec mdZe existovati, jest patrno; jestit
ttverec nejjednodus$im toho piikladem. Také lichobéZnfk rovno-
ramenny o kruZnici opsany jest zdroven ¢tyrihelnikem vepsanym.
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RovnéZ jest étyrihelnfkem toho druhu soumérny deltoid, skld-
dajfci se ze dvou shodnych pravouhlych trojihelnfki o spolecné
pieponé.

Jmenujme c¢tyrahelnik, jemuZ mibZe byti jedna kruZnice
opsdna a druhd vepsédna, &tyrihelnikem dvojstiedovym (bicent-
rickym).

Ve spisech slavného geometra Steinera *), sebranych a vy-
danych akademif berlinskou, na nékolika mistech setkivime se
s Ctyrihelnfkem dvojstfedovym; tak nalézdme v I. svazku na
str. 127, tuto tlohu: ,Lze-li danému =-thelniku kruZnici ve-
psati i opsati, m4 se nalézti rovnice mezi poloméry R, r téchto
kruZnic a vzddlenostf e jich stfedd.“

Poukédzav k tomu, Ze pro trojihelnik odvodil jiz Euler
rovnici a? = R*— 2rR, podivd Steiner dile (str. 159) FeSeni
pro n =4, 5, 6, 8.

O ctyrdhelnfku dvojstredovém nalézdme také kratSf neb
obsfrnéj§i zminky v nékterych sbirkdch tiloh geometrickych
a v riznych casopisech. Tak zejmena sbirka ,Trigonometrische
Aufgaben“, kterou vydali r. 1874 Lieber a Liihmann, obsahuje
203 tlohy ,iiber das Sehnentangentenviereck“. V éasopise Hoff-
mannové ,Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschaft-
lichen Unterricht“ podali Schlomilch (1877, 1878) a Consentius
(1879, 1880) nékteré tdlohy o ctyrihelntku dvojstiedovém; ob-
§$frnéjsf. pak, a¢ nedosti kriticky ¢lanek o ném uvefejnil Schuma-
cher v Grunert-Hoppeové Casopise ,Archiv fiir Mathematik und
Physik“ (1885, p. 383—406).

V pojednéni tomto, které jsme k uZitku mladsfch étendid
naseho ,Casopisu® napsali, snaZili jsme se hlavnf vysledky
jmenovanych praci o c¢tyrdhelniku dvojstfedovém v jednotny
celek sestaviti, a je splisobem pokud lze jednoduchym vyvoditi.
Podarilo se ndm dodélati se téZ nékterych vlastnostf zajimavych,
které nim odjinud zndmy nebyly.

2. Predpoklddejme ¢tyrdhelnik dvojstredovy abed (obr. 1.),
kteryZz jest vepsdn kruZnici K stfedu £ a poloméru r, opsin
pak kruZnici L stfedu ! a poloméru ¢; thly e, 8, y, 0 ctyr-
dhelnfka toho budteZ vesmés duty.

*) Jacob Steiner's Gesammelte Werke, I. und II. Band.
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Obr. 1.
Potom jest
1) - ab~}-cd = ad -} be,
@) ety=p-+0=2R.

Dotykaji-li se strany ¢&tyrihelnika abed kruZnice L v bodech
e, f, 9, h, jest patrné
@ Xflg=e, Kgh=p, Khe=yp, Xef=4,
a ponévadZ jest
ae—ah, be=>f, cf=cg, dg—=dh,
pozndvdme, Ze jsou podobnymi ¢tyrihelnfky
aelh oo lfeq,  belf o lgdh.

Kadf z téchto &tyk ctyrihelntkd, sklidaje se ze dvou
shodnych trojihelnfkli pravoidhlych, jest soumérny ctyrihelnik
dvojstiedovy; lze tedy thrnem ¥ci:

Kolmice spusténé k strandm &tyriihelnika dvojst¥edového se
stiedu kruZnice vepsané dili jej ve 4 ctyrihelniky dvojstredové
soumérné, z nichf dva a dva prot&jst jsou st podobny.

Z podobnosti:vyloZené vyplyvaji téZ vztahy

4) ae.cg = ah.cf = be.dg = bf.dh = ¢**)
a z téchto Gméry

®) ae:be=dg:cg=ad:be, ah:dh="0f:¢f=ab:cd,
které lze prosloviti vétami:

Protéji strany &tyrihelntka dvojstiedového déleny jsou body
dotyénygmz kru¥nice vepsané dle téhoZ poméru. Bod dotyény dé’li
~ ka¥dou stranu v poméru obou stran prilehlych.

’ *) Steiner, Ges.. Werke, I Bd,, p. 674.
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Sttedy k,, k,, %,, %, kruZnic opsanych o ¢tyrihelnfky aelk,
bfle, cglf, dhlg pilf délky la, Ib, lc, Id a jsou tudiZ vrcholy étyr-
tihelnfka, kteryZ jest danému ¢Etyrdhelnfku dvojstfedovému po-
doben a podobné poloZen. Jmenujme stiedy kruznic vepsanych
témto ctyrdhelntkim po Yadé Iy, I,, I;, 7,; potom jest z divodi
velmi blizkych

Uy ile=cly 1 cf =1, : If,
a jelikoZ le = If, jest téz Il, =1l,, a dle obdoby také I, =1I,.
Totéz stvrzuje tento jednoduchy vypocet:

AR
) U= sin 45 = 0 _,
. 0 & .o «
sin (45 -+ 2) sing - cos 3
ll, —_— —T-—B-g-**—- ) ll, —_— -——"“y—g " y
sm—2—+cos—2— sin »2——]-cos~2~
U= —®
. 0 9’
sing - cos 3
vzhledem ku rovnicim (2) jest
in % =cos % s'né——co J
S ‘2— =cC 3 1 9= S 2 ’
in? =cos sini-- hd
sing =cos 5, g =085,

a tedy
=1, u=1u,.

3. Ctyrthelnfk vibec uréen jest péti podminkami; pii
ctyrihelnfku dvojstfedovém jsou dvé podminky (1), (2) napied
dény, z nichZ jedna tyce se stran, druhd 1hld jeho.

Ctyrihelnik dvojstiedovj uréen jest t¥emi podminkami. Lze
tedy ku pf. sestrojiti &tyrihelnfk dvojstfedovy, dén-li polomér
vepsané kruZnice a dva sousednf whly, déna-li strana a dva.
sousedni whly a pod. Ulohy tyto CtendF zajisté bez obtixi Fesiti
dovede; my pak tuto nazna¢fme ¥eSenf tlohy:

Sestrojite &tyrithelnik dvojstredovy, ddny-li ¥ vrcholy jeho.

BudteZ dény vrcholy a, b, ¢ a hleddn vrchol d; ab, be
majf byti stranami, ac idhlopiiCnou Z4daného c¢tyrihelnfka.
OpfSeme-li trojihelniku abc kruZnici K, bude tato obsahovati
téZz vrchol étvrty d; k jeho ustanovenf by tedy dostacila zndmost
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jesté jednoho mfsta méfického d obsahujfctho. UvdZfme-li, Ze
dle rovnice (1) jest ab— bc = ad — c¢d, pozndvime, Ze d jest
bodem hyperboly urcené ohnisky «, ¢ a bodem b,

Tuto hyperbolu mohli bychom sestrojiti, a prisecik vétve
bod b obsahujici s kruZnici K byl by Zidany vrchol d. Hledme
vSak sestrojeni hyperboly néjakym spiisobem obejiti. Pfedpo-
kldddme-li (obr. 1.) ab>>bec, bude téZ ad>cd, a vytkneme-li
v strané ad bod ¢ tak, Ze jest di — dc, bude a¢ = ab — be a mimo
t0§:ai022R——g—.

Z rozboru tohoto plyne nésledujici sestrojeni. Uciiime
b =1bc a opiSme z bodu a polomérem ai uvniti kruZnice K
oblouk kruhovy. Stfedem % spustme kolmici k tdhlopiicné ac,
a stanovme prisecik &' této kolmice s obloukem abc; oblouk
z bodu %’ polomérem a%’ opsany protind oblouk difve sestrojeny
v bodé ¢ Znajice pak bod tento, najdeme na kruZnici K a pro-
dlouZené ptimce az vrchol d.

Sestrojeni toto, které podal Schlomilch, jest sice jednoduché
ale ponékud nepfimé a casto nedosti presné. Tato nedokonalost
objevuje se vidy, kdyZ rozdil ab — bc jest maly; pak jsou body
a, ¢ tak blizky, Ze spojnici jich nelze dosti presné rysovati.
Této vady prost jest spiisob, ktery nyni vyloZime.

4. Vepsén-li do kruinice K libovolny Cctyrihelnik abed
(obr. 2.), stanovi pifmky pilici protéjsi dhly @, ¢ bod I; hle-
dejme geometrické misto bodu tohoto, ptredpoklidajice vrcholy
a, b, ¢ stdlé, d pak proménny.

Znaéfme-li tihly étyrdhelnfka pismenami o, B, 7, 0, kla-
douce < ale = w, obdrzime

m:4R——(-;—+-g—+d):4R—(R+2R~ﬁ):R+ﬂ.
Odtud pozndvdme, Ze za danych podminek jest thel @
stilym, a tudfZ méfickym mistem bodu ! kruZnice jdouci body
a, c. Sttedem jejim jest prisectk j tecen v bodech @, ¢ ke kruz-
nici K sestrojenych; jestit
X aje = 2R — ake = 2R — 2 — 2(2R — w).
Jde-li tedy o étyribelnik dvojsttedovy, zndme dvé mé-
Fickd mista, jimZ stfed ! ndleZeti mus{; jednim jest kruZnice
J pravé vySetfend a druhym pifmka pilici Ghel abc. Sestro-
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Obr. 2.

jenf lze pak ndsledovné upraviti: Vyhledejme nejprvé bod j
a vyrysujme mezi a, c¢ oblouk kruZnice J; ustanovme pak
body &, d’, ve kterych spojnice jk kruZnmici K protind, a
kteréz pilf oblouky adc, abe. Primka % pili thel abe,
a priseéik jeji s J jest hledany stfed I. Tento znajice, snadné
téz zddany vrchol d vyhleddme; jelikoZ totiZ piimka thel adc
pilici bodem [ prochdzeti a oblouk abc piliti musi, urcuje spoj-
nice d’l v kruznici K vrchol hledany d.

BudiZ pripomenuto, Ze tloha: ,sestrojiti ¢tyrdhelnik dvoj-
stredovy, ddny-li t¥i vrcholy jeho“ md vlastné tii FeSenf dle
toho, kterd ze tff spojnic bodi danych m4 byti dhlopii¢nou.
Obdrzeli bychom tedy tfi étyrihelniky dvojstfedové vepsané téZe
kruZnici K, a nebylo by nezajimavo vySetfiti vzdjemnost téchto
tif étyrihelnikd.*) Tim bychom se vSak od vlastnf své ilohy
ptili§ odchylili a protoZ poviimnéme sobé radéji nékterych vztahd,
které pti sestrojeni pravé vyloZeném se vyskytuji.

Shledali jsme, Ze stted ! kruZnice vepsané c¢tyrihelniku
dvojsttedovému leZf na kruZnici J, kterd prochdz{ dvéma protéj-
$tmi vrcholy a, ¢ a majfc stfed v priisettku teCen stanovenych
ke kruznici K v bodech a, ¢ tuto kruZnici kolmo protini. Dle
obdoby vyznaCuje se touz vlastnost{ kruZnice J’ uréend body
b, d, I; protoZ: Kruznice jdouct dvéma a dvéma protéjsimi vrcholy
étyribhelntka dvojstiedového kolmo ke krunici opsané protinaji se
v stredu kruZnice vepsané.

*) Viz Hoffmann, Zeitschrift, IX. Jahrg. p. 126.
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Pii sestrojenf poznali jsme dédle, Ze pffmky bl, dl stanovi
body ¥, d’, které jsou krajnimi body priméru v kruZnici K.
TolikéZ lze ¥ici o bodech a’, ¢’ obsaZenych na pifmkéch al, cl;
proto jest ctyrihelnik a’d’¢’d’ rovnobéZnikem pravoudhlym a stie-
dem jeho bod %. O rovnobéZniku tom jeSté pozdéji promluvime,
zatim pouze vyslovme vétu z predeslého plynouef: PrFimky spo-
jugict vrcholy &tyrihelntka dvojstiedového se stiedem kruZnice ve-
psané protinaji kruZnici opsanow v bodech, kieré jsow wvrcholy
pravoiuhlého rovnobé&nika.

5. Body e, f; 9, k, ve kterych kruZnice vepsand L dotyks
se stran étyrihelnfka dvojstredového (obr. 3.), jsou vrcholy no-
vého c¢tyrihelnfka, o kterém v tvahdch téchto éasto mluviti
budeme. Jmenujme jej kratce étyrihelnikem dotyénym a vySetime
nékteré jeho vlastnosti.

Uhlop¥iény ae, bd étyrihelntka dvojsttedového protinajf se
v bodé p; tento spojme s body ¢, g, dvéma to protéjsimi vrcholy
¢étyrihelnfka dotycného.
Dle dffvéjstho jest
ae:be=dg:cg,
tedy také
ae:ab=4dg:cd,
Jeito vSak za pifCinou podobnosti trojihelnikéi A\ abp
~ cdp jest ' '
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ab:ap =cd: dp,
plyne znédsobenim poslednich dvou tdmér
ae:ap = dg:dp.

Hledice k této uméfe a k rovnosti dhld < eap = gap,
poznavame, Ze jest /\ aep ~o dgp; proto jest také

™ ¥ aep = dgp, ¥ ape=dpg.

Uvaime vSak, e pifmka eg spojujicf dotyéné body dvou
teden kruZnice L svird s teCnami témito stejné dhly IC aeg = dyge,
a odettéme od rovnice této rovmici predchézejicf: tim najdeme:

- Xegp=gep.

Nésledkem rovnosti téchto dhld mél by trojihelnik egp
byti rovnoramennym o ramenech ep, gp; délky tyto vSak nejsou
obecné stejnymi, nebof jest

ep:gp = ae:dg
a tedy také dle (5) ep:gp = ab:cd.

Neshodé této nelze jinak uniknouti neZli tfm, Ze klademe
oba thly egp i gep rovnymi nulle, t.j. body e, g, p leZf v jedné
pifmce; z obdobnych divodi té% body f, h, p jsou body jedné
piimky. Jsme tudfZ oprdvnéni vysloviti vétu:

Uhlopivieny tyrihelnika dvojstiedového i piislusného o nému
ctyrihelnika dotyéného protinaji se v témZ bodé jediném.

Ptipomindme, %e véta tuto dokdzand neznacf{ vlastnost né-
leZejfcf vyhradné ¢tyrihelniku dvojsttedovému; jest totiz v geo-
metrii polohy znidma véta obecnéjsf: thlopﬂény ¢tyrihelnfka
kuZelosecce opsaného a spojnice protéjsich bodd dotyénych pro-
tinajf se v jediném bodé.

Dle rovnice (7) jest IZape = dpg, jest viak téz I dpg = bpe
a proto 3 ape = bpe, t. . pfimka eg pili thel apd i vrcholovy
k nému thel cpd; rovnéZ tak pifmka fh pdli \hly apd, bpec.
Odtud pozndvime: ' ‘

Uhlopriiny tyrihelnika dotyéného pili hly dihlop~icen v &yr-
vhelniku dvojstiedovém a stoji tudiZ na sobé kolmo.

Kolmost tuto dhlopficen eg 1 fh lze téZ p¥imo odiivodniti.
Dle zndmé vlastnosti Ghld obvodovych a dle rovnice (3) jest

A X feg =fhg =-—;—, %(gek:gfh:—g-,
8)
( , {efh:egk:—g-.,- {egf:ehf:%-,

| 3]
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procez
X epf = fog +efh =R

Z predeSlého téZ patrno, Ze thlopii¢ny obou étyrihelntkd,

dvojstfedového i dotyéného, tvoff harmonickou <¢tvefinu pa-
prskovou. .
6. Vétu posléze dokdzanou lze téZ obraititi a Fici: Sestro-
Jtme-l¢ v kragnich bodech dvou kolmiyjch tétiv tetny ke kruZnici,
omezujt tyto &tyrihelnik dvojstiedovy, jehof whlopritny protinaji
se v priseliku tétiv,

Ucinfme-li totiZ (obr. 3.) v kruhu L kolmice eg | fh a se-
strojime-li v bodech e, £, g, & teény omezujici étyrihelnik abed,
zbyvé o tomto dokdzati toliko, Ze dva jeho protéjsf uhly jsou
vyplikovymi. Jest vSak

Xfg=5, Xep=%

a ponévadZ dle sestrojenf jest v trojihelnfku efm pii m thel
pravy, jest soucet ostatnich dvou uhlu

X feg + efh =
z toho plyne @—-» = 2R, coi bylo dokézati. Vétou pravé vy-
vozenou nabyli jsme velmi jednoduchého prostiedku k sestro-
jenf étyrdhelnika dvojstiedového.

Prihlednéme je§té k ctyrihelniku doty¢nému efgh; tento
vepsdn jest kruZnici L; i mohla by se namitnouti otdzka, nelze-li
mu téZ kruZnici vepsati a nenf-li tedy Ctyrihelnikem dvojstte-
dovym. Chtéjice o tom rozhodnouti, ustanovme délky stran jeho;
patrné jest

f9 = 2e¢sin —a—, eh = 29 cos —a—,

C)
© gh=12gsin —’i, ef = 20 cos g
Mél-li by étyrihelntk efgh byti kruZnici opsdn, muselo by
byti fg4-eh=gh + ef éi]i '
(10) sin 5 + cos = sin — ~+ cos - 2 ;

rovnice tato deOJmocnenIm ptejde ve sine=sinf, z c¢ehoZ
bud « = f# aneb &+ § = 2R vyplyvi.

Podminky tyto mohou byti splnény jen tehdy, kdyZ jest
pivodnf Ctyrihelntk abed lichobéZnikem a to rovmoramennym.



19

LichobéZnik riiznoramenny nelze kruZnici vepsati. Neprdvem
tudfz ptisuzuje Schumacher v ¢linku jiz citovaném (str. 394.)
tutéZ vlastnost dvojsttedovému deltoidu. Prichdzime takto k vy-
sledku : '

C‘itymihelm'k dotyény prislusng dvojstredovému lichobéiniku
Jest téZ ctyrihelntkem dvojstredovym.

Lze-lt rovioramennému lichobéZniku vepsati kruZnici, lze to
téf uéinati étyrihelniku stanovenému body dotyéniyms.

Ctyrihelnik kruZnici vepsany, ve kterém soudiny protéjfch
stran jsou si rovny, slove ¢tyrihelnikem harmonickym.*) Tako-
vym jest za podminkou (10) étyrihelnik efgh; nebof jest dle
rovnic (9)

‘ ef .gh = 20%sinB, eh.fg=290*sine
a pri e=f nebo «-4p=2R
jest ef .gh =eh.fg.

Dotyényj ctyrihelnik dvojstredového lichobéZnika jest ctyr-
tthelntkem harmonickjm.

Dokdzeme jesté jinou zajimavou vlastnost dvojsttedového
lichobéZnika. V odstavei 2. jsme poznali, Ze kolmice spusténé
k strandm ctyrihelnika dvojstfedového abed se stfedu ! kruZnice
vepsané délf jej ve Ctyfi dvojstiedové Ctyrdihelnfiky; vepiSeme-li
do téchto ctyrdhelnfkt kruZnice stiedd I, I,, I, I, jest vidy
i, =1u,, U, =1Uu, Aby bylo U, =, =1, =1l,, k tomu jest
dle rovnic (6) nutnou ale také dostateCnou podminka (10), vy-
jadtujici, Ze abed jest lichobéZnik, Z toho ndsleduje:

Kolmice spusténé k strandm dvojstiedového lichobéinika se
stifedu kruznice vepsané L déli jej ve &ty dvojstiedové &tyrihel-
niky tak, Ze stiedy kruZnic vepsanych témto &tyrihelnikim leZi na
kruznict soustiedné s L.

(Dokondent.,)

¥) Mathesis tome V., p.. 202.
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