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8
Obcfeh americkyjch povebtnym svym papirovym drakem o mésic
pozdé&ji. Pokusy tyto vedly Franklina pitimo k vynalezu hromo-

svodu, o kterémZ jeho pdvodce zdhy zpl&vu do svéta poslati
: nevahal . _ (Pokracovénf.)

Logarithmy hyperbolicke.

Pifspévek historicky
podévé ’

Dr. Fr. Hejzlar.

Kvadratura hyperboly t.j. vypocet plochy omezené oblou-
kem hyperbolickym, asymptotou a soufadnicemi kone¢njch bodi
onoho oblouku patfila k nejnesnadnéjSim problémim, jimiz se

v.Zxe

mathematikové v 17. stoleti zandseli. Z té piitiny vzbudil
Nicolaus Mercator ) nema’mlo obdivu, kdyZ dotcenou dlohu ve
své ,Logarithmotechnii“ r. 1668 prvni Stastné a velmi ucené
rozieSil odkryvaje tim novy smér prace pro pilné a snaXivé
badatele jako byli: John Wallis?), James Gregory?) a j., ktefi
~ dosti zasluh sobé ziskali o zdokonaleni kvadratury Mercatorovy;
jak ji viak ku vypoéitdvén{ logarithmé s prospéchem uziti lze,
okdzal Isaac Newton *), jenz badavym duchem svym vysoko nad
jiné vynikal. :

Y) Nicolaus Mercator byl Holstynan, zil viak nejvice v Anglii, kde v roce
1690 zemrel. — .
%) John Wallis, znamenity mathematik anglicky, nar. se r. 1616 v Ashfordu
v hrabstvi Kent-ském, zemf. r. 1703 v Oxfordé. Jeho nejvjtecndjsf
spis jest: ,Arithematica infinitorum.% — : A
%) James Gregory, mathematik a fysik skotsky, nar. se r. 1638 a zemf.
r. 1675, Dalekohled, jemu dalekohled Gregory-iiv fikéme, byl nejdiive
od ného sestaven. Ze spistiv jeho budteZ jmenovény: ,Vera circuli.
et hyperbolae quadratura® a ,Exercitationes geometricae.“ —
%) Jsaac Newton, jeden z ne,]slavne,)sich velduchii nového véku, nar. se-
r. 1642 ve vsi Woolsthorpé pifslusné k fafe Colstrworth v anghckém
; . hrabstvi Lincoln-ském a zemf. r. 1727 v Kensingtonskeé ¢tvrti Londyna.
Svimi vesmés dimyslojmi spisy prospél nad miru i mathematice :
i fysxce. —
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Methodu Newtonowu jasné zde vyli¢iti, budiZ dlohou nasf.

Aby ale vjvoj névodu toho skuteénd pochopitelnym byl,
musime ptedeslati -odstavce tfi a to:

1. Posloupnost éiselnych veli¢in, ve které rozdily kterych
koli dvou sousednich’ ¢lenii jsou sobé rovny, slove arithmeticka
fada prvntho #ddw; na pr.:

1, 2, 3, 4, 5 ¢y
Soucet takové rady urci se vzorcem ‘
=5 (a+u), |
~ kde = pocet clem‘i a prvm v =a-} (n—1)d posledni ¢len
- fady znadi.
Jest pak soucet uvedene rady
— LT R SRS |
s_..2 (1+n)_ 5 + 9 ¢ili s=- n-—{— g N -(2)

Mime viak i takové Fady arithmetické, v nichz téprv druhé
nebo tfeti a t. d. rozdily ¢lend jsou si rovuy, any slovou Fady
arithmetické #ddu druhého, tretiho a t. d.; n%t .

Fada druhého Fddu: 1%, 22, 3% 4' ... il
1, 4, 9, 16, 25 3)
prvni rozdily této ¥ady: 3, 5, 7, 9, 11, el
drubé » " 2, 2 2 2 ...
Fada tretiho Fadu: 13, 23, 83, 43, b3 ..., ¢ili
1, 8, 27, 64, 125, .... 4)
pryni rozdily této rady: 7, 19, 37, 61, ...
druhé¢ - » 12, 18, 24,
tretf s » » 6, G,
Soucet arithmetické fady druhdlo Fadu najdeme vzorcem
s=An®+ Bn*+ Cn, .... (@)
a soucet arithmetické fady tiettho Fddu vzorcem
' s=An* -} Bn* 4+ Ch®*+ Dn .... ()

Soucinitelé 4, B, C' v prvnim vzorei vyhledaji se z prvnich
tif, soucinitelé 4, B, C, D v druhém vzorci vyhledaji se z prv-
nich étyt clenét dotyéné rady zplsobem z nasledu3£cfh0 phkladu‘
patrnym.

Majice seéisti radu 3) uzueme vzoree (a), kde za n do-
sadime nejdifve 1, pak 2 a koneéné 8 kladouce prvnf vysledek
= prvnimu ¢lenu dané fady, druhy vysledek — souctu prvnich
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dvou é&lend a treti vysledek — souétu prvnich tif élend téZe
fady i obdrifme tii Fesitelné rovnice o tfech neznidmych, totiZ:
A+ B+ C=1
84+4B+42C=5H
274 4 9B + 3C'= 14,
odkud plyne

1 1
A= 3,3_?, C'_—6—.
Soucet nasi fady tudiz jest
1, s 1 5, 1 A
s_3n—{—2n~{—6n.... ®)

Déna-li fada (4), zjedndme si dle vzorce (b) podobné po-
¢itajice soucet

:———n‘—]— n3+~—n2 5. ©6)

2. Asymptota (e priv. —}— ovv + mimrew = nedopadnice)
slove piimka, ku které se kiivka neustdle priblizuje, avsak
teprv v neskonalé vzddlenosti s ni se setka.

Hyperbola mé dvé stredem jejfm probihajicf asymptoty
88 a TT' (obr. 1.), jichZ rovnice jsou

Obr. 1. ' y:_i__z_w

Tl
—_°t,
y=—-—_=

Je-li thel obéma asymptotami
sevieny thel pravy t. j. je-li 2« = 90°
a proto o — 45° bude

T\\ »I—)a—:tga tg46°=1 ¢ili b=a t.j.

obé osy 2a i 2b jsou si rovny a hyperbola slove v tom pii-
padé hyperbola rovnostrand.

3. Rovnice hyperboly, jsou-li asymptoty osami soufad-
nic, znf:
’ a2 b?
Yy = +

z které dosazenfm ¢ =20 nabudeme

%) Srovnej Studnitka ,Algebra® pag. 146.
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"8
a
XY =g M
t. j. rovnice rovnostrané hyperboly (obr. 2.), jejiz asymptoty jsou
zdrovef osami soufadnic.
Budiz OP=¢, MP—=d a mimo to PQ—== i bude dle (7)
J— a? Obr. 2.
c.a — —2‘- U
a‘l .
(c+2). NQ = o5
odkud patrno, Ze ‘ d
cd =(c+x). NQ R

¢ili . ,
c.d
- NQ = E_——T—_a_c e (8) \

Kvadratura hyperboly.

a. Abychom se dodélali vzorct, dle kterych Newton loga-
rithmy hledal, piijméme jako v odstavci 3. za osu x-ovou rovno-

strané hyperboly (obr. 3.) asymptotu Obr. 8.
0Z, za osu y-ovou asymptotu OU a N\
znamenejme OP —=¢, MP=d, PQ U R

= X. Chtéjice pak urciti plosky obsah
obrazce PMNQ, rozdélime délku x
na n stejnych dild, z nichz kazdy =&, 7 oA
a sestrojime vnitfni obdélniky PGAB,
BHCD, DJEF, a t. d.

Ponévadz k tseckdm

OB=c-+¢ OD=c- 2 z

OF=c+43¢ ...., 0Q=c+ns 0 S PBDFa4

ndlezeji dle vzorce (8) ustanovené pofadnice

c.d c.d
AB = —— + o CD=—""— +2 , EF“?_T__?,T"""NQ“‘:#W’
lze ploské obsahy jmenovanych obdélnikd vyjadiiti vyrazy

© ABPB=*% cDBD="%% ERDR=S% .. NQYQ=‘%%.

cté’ c+2¢’ 3¢ c+tne’
jichZ soucet dd ndm Fadu
cd.¢g cd.¢e cd.¢ cd.& ©)

cte¢ +c—{—2s+c+3e+ +c+ns o
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Cim vétsf &islo misto m si myslime t. j. ¢im men3f jest
tim blize sebe lezf body P, B, D, F, ...., @ .i body M, A,
C E, ...., N a tfm méné li§{ se co do ploského obsahu
obdélnik PGAB od ¢tyrihelnika PMAB, obdélnik BHCD od
Ctyrihelnika BACD a t. d.; klademe-li posléze n = oo, jest
dovoleno pséti v
plocha PGAB — plose PMAB
BHCD = , BACD

at. d. :
a fada (9) v tomto pfipadé nekoneénd uddvd ndm plochu P
obrazce PMNQ, z té pticiny jest :

1

""'ds( TFetoFeT c+3e+ +c—{-n£
z GehoZ se zietelem ku ndsledujicfmu vykonanému déleni
83

”

1:(c—{¥s):% T—[—..

1 (;:+25)‘:—i——02+ ie _i—is.Jr....
1:(c+3e)_..—(-;1—- 3e 4 97 9‘52 27f3+...
PPN L

vychazi na jevo °)
. n 1
23 ]

| +{;[1+4+9 4o toa)
p:cdeJ &3 -0 r
| — 82T ]

+

nebo, méme-li na pamét1 arlthmetlcke rady (1) (3), (4) a jich
soucty (2), (5), (6),-

‘) Srovnej: ,Die Kegelschnitte von Dr. Johann Auyuat Grunert 1824
§. 184. strana 376, —
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n t 1, 1 ] "
2l Ty
eri ., 1 , . 1 ]
s +?3‘[_3’"+—2'”+6”
p:cdei ST1 1 ,, 1 =
—_— - — L m2
‘ ,_‘c‘[4n+2n+4n]
+ .
[ ns__n"sz ne
¢ 2% 2
n3ed® | nle® ne .
. + 363 + 203 + 603 é
:"d.T niet n3e3 nl? (
4ct Act 4ct €
+
L . .

. Ze viak ne=1w, obdriime dle mocnin veliiny ¢ urovna--
nou fadu : ’
x xz* 2 xt [ x x* a3 ]
:::cd(——-—— e Sy v B n —_———t— ... |. &
P e T30 I T 20* 263 T 208 +
. @ m2
2
+[—6?—Z—04+.”].8 —...),
kterouz ihned, uvdzime-li, 7e » =oco a tudiZ =0, zbaviti
miZeme c¢lentt mocninu & v sobé .drZicich a nabudeme

(x 2 3 xt
p_cd(—c—_—— ¢t + 3¢3 - ¢t +)

¢ili da? i It
L 44
p=de— S — (10)
b. Stanovice plosky obsah q od poradnice MP v levo lei- .
ciho obrazce PMRS, jehoz strana PS — — X, rozdélime PS
od.bodu P ‘pocinajice opét na n stejnjch dild, z nichz kazdy
= —¢, a najdeme ku dseckim

c—eg ¢c—2, c—3¢ ..., c—ne
piisluné poradnice , . ,
: c.d . ec.d c.d c.d
c—e’ . c—2' ¢—3 """ c—ne

jakoZ i ploské obsahy vnéjsich obdélntkd
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ed.e ed.e  ed.s ed. g
T e—¢! c—2¢’ c—3&" " T c—ne
a jich soucet
1 1 1 1
— cde (c~e+c—2e +c-——3e T c—mne)’
odkud methodou pfedeflou snadno vyvedeme radu

de? | do® | dat
¢=—(det+- G4+ prt) o D

Uréovéani logarithmii.

Nyni jiz 1ze ptredloZiti Ctena¥i zptsob, jimZz Newton vyché-
zeje od vzorcl (10) a (11) mnohé logarithmy vypocital a kterak
by se desky logarithmické rychle sestaviti daly, naznaéil. °)

a. Seétenim a odetenim fad (10) i (11) dodélame se
piedeviim ploch PMNQ — PMRS a SRNQ cili

dx? dac? dac® daxc®
p+q_——( ¢ + 2c3 + 3c? + 4c7 +)
2dux? 2dx® 2dx” '
p-——q:2dm+ 3c? + Bet + Teb +""
nebo, jeli OP=MP=1, t. j. e=d=1,
te=—(F+5+5+5+.0) @
rri=-— _ 2 3 4 '

2x3 PAv 2z’
p—qg=2 4 3 -+ 5 -+ 7 +.... (13)
b. Uéihme «=01, protez 0Q =11 a 0S =09 i do-
staneme

z Yady (12) z fady (13)
0-0100000000000000 0°2000000000000000
+ . 500000000000] L 6666666666666
+ 3333333333 + 40000000000
P 25000000{ [+ 285714286
Prg=—qy 200000(P L)+ 2929999(
+ 1667 + 18182
+ 14 + 154
+ 1

ptrg=— 00100503358535014 [p—¢= 0-2006706954621511

%) Viz: ,laaci Newioni opuscula mathematica.“ —
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Tyto dvé rovnice davaji soucet

2p = 0°1906203596086497
a rozdil

29 = — 0°2107210313156525,

z ¢ehoZ zjedndme si plochu

p = 00953101798043248 piislusnou k useéce 0Q = 1'1
a plochu

p = — 01053605156578263 pifslusnou k tdsecce OS =09.

¢. Zavedeme-li do tychZze dvou fad
« =001 ptijfmajice 0Q =101 a 0S =099

shleddme, Ze

[ 00001000000000000 00200000000000000
PO 50000000]| | |+ 6666666666
pre= {+ 3333(|F 1)+ 400000
| J + 28
prg=— 00001000050003333 [p—g= _0:0200006667066694,

odkud plyne soucet
2p = 0:0199006617063361

2¢ = —0°0201006717070027
a z toho zase plocha
p = 00099503308531681 néleZejici k tsecce 0Q = 1'01
jakoz i plocha ’
g = — 0:0100503358535014 naleZejici k usecce QS = 0-99.
d. TymzZ zplisobem uréime, je-li « = 0001,
p = 0:0009995003330835 k tsecce 0Q = 1001,

g = — 00010005003335835 k tsecce OS = 0999
at d

e. Pravé tak sluselo by pocitati, kdyby
=02 - aproto 0Q =12, O0S=08 nebo

i rozdil

=002 , , = 102, =098 nebo
=0002 , , = 1002, = 0998
at. d

a nabyli bychom vysledki, které i s predeslymi vysledky sesta-
veny jsou v tabulce:
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K tusecce | . nalezi plocha

08 — 0'2231435513142097
09 — 0'1053605156578263
0-98 — 0:0202027073175194
099 — 0:0100503358535014-
0'998 — 0:0020020000000000
0999 — 0:0010005003335835
1.001 0:0009995003330835
1-002 0:0010000000000000
101 0:0099503308531681
1-02 00198026272961797
11 ~0:0953101798043248
12 0'1823215567939546

f. Nahlédnouce v desky piirozenych cili Nepperovych lo-
garithmi ’) nabudeme piesvédceni, Ze nase plochy hyperbolické jsou
vlastné piirozené logarithmy podlé stojicich visecek, Ze tudiz

log. nat. 08 — — 0°2231435513142097
" log. nat. 1-02 = 0°0198026272961797
at. d

Jsouf ptirozené logarithmy ¢isla, jimiz také plochy hyper-
bolické vyjddtiti 1ze a slovou ¢asto logarithmy hyperbolickimi.

Co tuto praveno, dokiZeme mimo to presnéji, zpomeneme-li
dvé na vete dvouclenné zakladapcl se rady logamhmlcke

log. nat. (1-[—90)—90—2—{—5 4+
I%Mﬂ—@:—h+?+?+7+wj

- a srovname-li je s fadami (10) i (11), které, je-li e=d =1,
ptijmou na se tvary s piedeslymi shodné

o xr a2 xt
p_-w——?‘-{—g“—fjl—.‘...,

%) Nejsou-li takové desky po ruce, zjedname si logarithmy pFirozené, néso-
bime-li obecné &ili Briggovy logaritmy éislem 2:3025850929940457. — -
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x?  x® | x?
q9=— w+-2"+—3‘+—4~+----),
z ¢ehoZ patrno, Ze
log. nat. (1 +2) =p
log.mat. (1 —2a)=g¢q
t. j. piirozené logarithmy ¢isel 1 4 x neb 1 — X rovnajf se plo-
cham hyperbolickym p¥islusnym k tseckdm 1 + X neb 1 —x.
g. Se zretelem k této pravdé a k tabulce horejsi najdeme
hyperbolické logarithmy ostatnich éisel takto:

Ponévadz

12 12 2 10 X 100 = 1000
08 09 — V55X 10X 098 =17
12 . 10X 111 =11
2 X 2 =3

08 X 1000 X 1001 __ o

2 _ TX11
og X 2 =5

2 X b =10

10 X 10 =100

a t. d.,

bude
log. hyp. 2 =2 log. hyp. 1-2 — [log. hyp. 08 -}~ log. hyp. 09]

cili

log.hyp.2 = 06931471805599453 a 0Q = 2,

log. hyp.3  =1'0986122886681097 , , =3,

log.hyp.5  =16094379124341004 , , =5,

log. hyp. 10 = 2:3025850929940457 , , =10,

log. hyp. 100 —4'6051701859880914  , , = 100,

log. hyp. 1000 = 6-9077552789821371 , , = 1000,

log.hyp. T =19459101490553134 , , =T,

log. hyp. 11 =2-3978952727983705 , , =11,

log. hyp. 13 = 256494935746156367 , , =13,

at d;

znajice pak logarithmy éfsel kmennych 2, 3, 5, 7, 11, 13, .... vy-
pocitame snadno logarithmy ¢isel sloZenych, kterd, jak zndmo, na
prvocinitele rozvésti lze, ®)

?) Nésobice logarithmy hyperbolické éislem 0'4342944819032518 obdrZ{me
logarithmy obecné. —
C'asopls math, 2
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na pi.
log. hyp. 12 =1log.hyp.(2.2.3) =log.hyp. 2+log hyp.2log.hyp.3
—2:4849066497880003,
log.hyp. 35 =1og. hyp. (5.7) =log. hyp. 5+ log.hyp.7
=3'5553480614894138
aj.

h. Zistatné neopomenul Newton pripojiti fadu pro hyper-
bolicky logarithmus éfsla rovného arithmetickému primeéru dvou
cisel, jichz hyperbolické logarithmy znamy jsou.'?) .

Znaci-li n ¢islo, jehoZ logarithmus nam uréiti jest, z rozdil
tohoto ¢isla a dvou od ného stejné vzddlenych jakoZ i zndmymi
logarithmy opatienych ¢isel n—z a n -z, mimo to 2d rozdil
téchto dvou znimych logarithmi, bude

z
_ n+z 1+;z-
20=log. hyp. (n+z) —log.hyp. (n—2z)=log. hyp.;l:; =log. hyp.——z_
=

=log. hyp.(1+f)~log. hyp.(l—i)
log. hyp. n — log. hyp. (n—2z) = log. hyp. —__—— =log. hyp. —1—; =

1—2

n

2
= — log. hyp. (1——9—)
Uvaime vSak, Ze v Faddch (14) i (15) vlastné
p =log. hyp. (1 + ),
g =log. hyp. (1 — )

a Ze, chceme-li log. hyp. ‘(1 —{——:—) a log. hyp. (1 — -7—7;—) pro-

méniti v Yady, nutno v fadach (14) i (15) za X viude dosaditi ~-~lz{;
i obdrzfme pak '

2
log. hyp. (1 + —) =2 2n, L 3n3 4n4 AR

log hyp. (1_—)_—( + 2n2+ 3n’+ 4nf‘+"")’

3

19) Viz: {lének ,methodus fluxionum et serierum infinitarum® v I. svazku
. jmenovaného jiZ spisu: ,Isaaci Newtoni opuscula mathematica. —
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proceZ
22 223 925 97
26'—_F+W+—5;;3+W+....,
log.h h——lo hyp. (n—2) = z +_Eg_ 23 z4
g. hyp. g hyp. =wtoetgatgat o

odkud délenim zjedndme si
2
log. hyp. n — log.hyp. (n —2) _ n
20 — 2z

n

2? 23 24
Tow T et gt

223 | 22° 227
g T e T T

¢ili
0z , 0z | 02 | dz%
DRI T TR
z 28 23 27
W e T Ee T T
a vykonidme-li délenf skutecné,
: 0z 023
log. hyp. n — log. hyp. (n-z):d—}—%—{-m—}-
nebo kone¢né fadu
dz 023
log. hyp. » = log. hyp. (n — z) -+ 0 + %+T§_rﬂ'+""’

kterd tfemi prvnimi éleny jiz poskytuje ndm logarithmu éisla n,
tieba bylo z sebe menii.

Jezto na p¥. logarithmy ¢fsel 11 a 13 zndme, miZeme nalézti
11413
2

n=12, z=1,
log. hyp. (» — z) = log.- hyp. 11 = 2:3978952727983705
9 =i (0 19 —log e (=2 — gosarer0423315831
% = 0:0034802934304826
log. hyp. 12 —=248490...........
Jest na jevé, Ze Newton viemozné kvadraturu ploch hy-
- perbolickjch nad jednou asymptotou k uzitku logarithmii obracel
a Ze namahavd methoda Nepperova do pozadi ustoupiti musila.

log. hyp. n — log. hyp. (n — 2) =

logarithmus éfsla = 12 pisice:

2*
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