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pﬁmy’ ohon byl 60‘ dlouhy. V néisledujicich dnech byla pozoro-
védna na riznych mistech. Z t&ch prvnich pozorovéni vypotetl
Kobold tyto parabolické elementy:

T — 1914 kvéten 8'3618 stf. &. berl.

o= 116°18
A= 32 43 1914.0
1= 112 56

log q = 97348

Progla tedy pifslunim jiz pfed objevenfm 8. kv&tna ve vzdile-
nosti 0543 (81 mill. Zm) od Slunce. Zemi byla nejbliZe v druhé
polovici kvétna na vzddlenost 0528 (79 mill. &m).

Elementy, které odvodil A. Schwassmann (A. N. 4739)
z pozorovéni vykonanych do 22. kvétna, neli¥f se valnd od
svrchu uvedenych elementid Koboldovych. Vyplyvd z nich pro
konec Cervna tato efemerida:

Datum AR ) Vel
VI. 22, 9821m — §° 87
25. 926 —10 89
28. 930 —11 92
VII.1. 934 —12 94

~ Ze souhvézdi Persea vystoupila 20. kv&tna smérem vychodnim
do souhvézdi Vozky. Tam minula néisledujictho dne Capellu a
piefla 26. kvétna do souhvézdi Blizencu. Koncem kvéina pte-
stoupila do souhvézdi Raka smétujic k souhvézdi Hydry, kam
pteSla 6. ervna. S.

Ulohy.

Reseni uloh.

Z mathematiky.
1.

Stanovte soucet Fady a,, a,, a5y . . ., v niZ jest

n == @ Gn—y + p" .
~ Jan Svoboda, GF. hypot. banky v Brné,
42
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Regeni. Zaslal p. E. Pokorng, stud. VI. tf. g. v Praze
v Zitné ul.

PiSme
a = a,
a, = aa, + ﬂ

a; = aa, + p* = o’a; + f + f*
a, = aa; + 3=aa2+a2§+aﬁﬂ+ﬁx

Soudime tedy, Ze bude obecné

Uy = an—l a, + an—& ﬁ + “n—s ﬂﬂ + ... + aﬂn—Q + ﬂu—l.
To dokdZeme uplnou indukef. Predpoklddejme, Ze plati vzorec
tento pro » — 1, tedy Ze
ry=0*%a, + "t ar 3 3% 4 ... af—3 - g2
I bude skuteénd

@ = alpy + ' =0ty + @ @I fE

+ et .
MiZeme téz psati

an = o Va, 4+ f(a* 2 4'a®3 f J a2 32 4. .,

: + epr=1 + o)
a selteme-li geometrickou fadu v zdvorce
. ‘xn—-l —_— ﬁn—-
an =a*la, + g

Bude tedy soutet
.<>',,--_—.n>;‘a,_—.a1 At e4a+4...4 o)
n=t

A4+eaete®4...4 Y
—(1+ﬁ+ﬂ“+---+ﬂ”")]
_ [ p— ﬂ a"—l_ﬂ"—_l_‘
s )

"m%a—l e—1 p—1
Nekoneénou fadu konvergentni obdrZfme pro
le| <1, |B]|<1. Jeji soutet bude

8

s =1lim s, = f

a
1= l——a+(1—a) a-5
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2.

V mésté vypukla epidemickd memoc probihajici tak, Ze
postifeny po dvou dnech umird a Ze po oba dny nakazi dosud
zdravého élovéka. Kolik wmrti bude n-ty den a kolik za n dni
vitbec, je-1i n dosti velké. Dr. Karel Cupr.

Redenf. Zaslal p. Boh. Kamenicky, stud. VIL tf. r. na
Kr. Vinohradech.

Onemocnévsi dnes, umird po dvou dnech; nakazi tedy
druhého dne jednu osobu a tietiho dne jest& jednu. Tretiho
dne vSak stihne ndkaza dvé osoby: jednak od osoby onemoc-
névii dnes a od osoby onemocnévii druhého dne atd.

Podobné je tomu s dmrtim: T¥etf den umfe jedna osoba,
ttvrty den opét jedna, kterou tato nakazila, pity den umrom
dvé: osoba nakaZeni od prvni a osoba nakaZend od osoby
umievd{ druhého dne; miZeme z toho tedy sestaviti rovnou
vzorec '

anp == Qn—1 + Ap—g,
fada ta tedy jest, zatneme-li potitati dnem, kdy umfte prvd
osoba,
1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .
Pro soudet bude platiti vzorec .
Sn == Optp — 1.

O tom se pfesvédéime tiplnou indukef

Sot1 = Sa + Gupy = Gutg + Anp1— | = dayy, — 1,j.b.d.

Cleny uvedené fady. kterd se nazyvd fadou Fibonacciovou,
daji se vyjddriti jako soutty piisluinych élent dvou fad geome-
trickych. Lze kldsti

_ a, = ao® 4 bs®, -
kdez a a b nezdvisf na n.
Dosadime-li do relace

Gz = Ga— + Aoy
piislusné hodnoty, obdrzime

ae*? (e — ¢ — 1) bﬁ"'“ @B*t—p—1)=0.
42*



652

Relace ta bude splnéna pro n jakékoliv, budou-li ¢ a g kofeny
rovnice

22 —2—1=0,
tedy na pf.

1 5 —V5
=_4;_\/ ﬂ=1—2ﬁ-

Abychom urtili a, I), kladme » = 1, 2; pak

a,=1=ac 4+ 8
a, = 1 = aa® + bp*

a odtud
Ve T B
_ 1 [+ VBy_ (11— By
“=VB ( 2 ) —\ T2
Aviak 1——_—# ‘ <1, jest tedy (1 —2\/5)
co do absolutnf hodnoty men3f neZ 1, a tudiZ pfiblizné
1 (1 + \/B)n
Ap —=——=|—75"—
Va\ 2
a

Sp = Qpyy — 1

3.
s___ o
Nalézti soucet raciondlngch élens rozvoje (' 2 — \/ 3 )3
Prof Rud, Hrusa.

Reseni. Zaslal pan Jaroslav Knotek, stud. VIL tf. r.
v Karling. ' .

Obecny tvar &lend rozvoje jest

(3) () vs)

kdez o
I+ %k =3l.
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Cleny raciondlnf obdrzime, budou-li 5 2 % Usla celd. Kla-

deme-li .
d_e E_ .,
3 = 4 - y}
musf byti splnéna rovnice
3xr 4 4y = 31,
kdez = a y jsou celd &fsla kladnd. PiSme
_ 38l —4y y—1
p==g =10 -y — T
I vidfme, Ze z bude celé slo, bude-li -’/_;J celé &islo = t.
Pak

y=1+43, =9 —4t
Kladn4 ¢fsla obdrifme pro
t=20, 1, 2
z=9, 5 1 1=297, 15 3
y=1, 4, 7T k= 4, 16, 28.
Cleny raciondlnf jsou pak

(il) 99,3 —  48330.240

(?é) 25 , 3% = 779.000,185.440

31 .
()2 -»

19,661 130

a jich soulet
779.068,176.810.

4.
Ddny jsou tFi nekoneéné Fady konvergentni
S, =1+ sina+tsin*a+ sinda + ...
Sg=1—sina+tsin*a—sina4 ...
. 2=1 — cos 2 4 cos?®2e — cos3 2e + . .
Jest dokdzati vatahy:
' 8,8, =23, S, + 8, = 4=
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Podobné pro nekoneiné ¥ady :
S8 =14+ cose + cos*a + cos®e 4 . ..
Sy=1—cosa 4 cos®? o — cos® e - . . .
=14 cos 2e¢ + cos®2a + cos® 2¢ J-. ..
jest dokdzati vztahy :
8,8,=2 38, 4+ 8,=43.
Prof. Rud. Hrusa.

Re§eni. Zaslal p. Josef Kodrle. stud. VIL ti. r. v Par-
dubicich.

Dle zndmého vyrazu pro soufet nekonetné konvergentni
fady geometrické jest

1 1 1

S —1—sinea’ 8= 1+4sinea’ == 1 - cos 2¢°
Z toho ’
1 1 1
58 = 1—sin?e cos®ea’ by ot
prodez
8,8, = 22.
Déle jest
1 1 2 2
S+ 8 = l—sine + 14sine = 1—sin®a” cosa
a pifmo
S, + 8, =43,
Podobné pro daldf nekoneiné fady plati
NY =_——1 l ’:——l E':——l
! 1—cose’” 27 1+4cosa’ 1 — cos 2«
a
1 1 1
i’ [ — e
SECEES 1 — cos®a” sin?e’ =3 sin?a’
¢ili
». 8.8, = 237,
Protoze ‘
’ A 1 _ 2 __ 2
§+ 8= T—oosa 1 +cose” 1 —costa” sintea’
jest téz

8+ 8, =43
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b,
Resiti jest soustavu rovmic

ce—y,  z4y
————2 < CO0S 9

SinZ:stny =p:q.

cos =0

Prof. Rud. Hrusa,
Reseni. Zaslal p. J. Hak, stud. VIL tf. I r. v Brné.
Na zéklad® prvni Gméry plati t6% tméra o

z—y Y\ (05 T=Y s 2T Y
(cqs 5 ‘+cos B ).(cos 5 c0s —5 )

=C+D:(e—1

&ili

z Y
cos 2 CO0S & 9 Q+ 1 .

. Yy e—1 -
stn 2 Sin = 9

Druhd Gméra, pouzijeme-li funkef poloviénich whld, pfechdzi ve
tvar

.z
s '? cos TZ- p
sin -g' cos T.);—
Nésobenfm rovnic (1) a (2) dostaneme
cos?—. _
2 _14cosz__p(o+1) 3)
sint Y. l—cosy ale—1)
: 2
a délenim
e Y :
ws‘Z__lﬁ-MSy__q(9+-D_ @
sipe L l—cosz ple—1)
2

Z rovnic (3) a (4), které jsou linedrni vzhledem ke cos x a
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cos y, vypotteme .
g +1)4p*—1)

oS xr = <
20p
2 2
cosy=2@FTD+a@—1
20p

6.

Ve étyrihelniku ABCD pali ihlopriéna AC whel pii
vrcholu A; nalézti 4hly a plochu jeho, ddny-li délky stran
a, b, ¢, d. ' Prof. Rud. Hrusa,

Reseni Zaslal p. B. Kamenickj, stud. VIL tf. r. na
Krél. Vinohradech.

Predpoklddejme, 7e jest na pf. a > d. (V piipads, Ze
a=d, jest b= c a dany Ctyfihelnik jest deltoid, uloha pak
stdvd se neurtitou.)

Sestrojme na strand AB bod D’ soumérny s vrcholem D
dle thloptitky AC. Vznikne tak trojihelnik BCD’', v némz
znédme strany BC =104, CD'=¢, D’'B=a — d.

Mizeme tedy snadno vypotitati dhel 3 = D'BC. Méme,
znalf-li 2s—=a-+b+c—d

in B _\GC=axDG—h
S g = \/ @—d)b

=\/(—-a+b+c+d)(a—b+c_.d)

4(a—d)b
__\/s(s—c)
(a—d)bd

_\/(a+b+c—d)(a+ b—c—d)

4(a—d)b
B _\/ts—a+d)(s—b)
tg—§-_\/ s(s—c¢)

(—a+b+c+d)(@a—b4c—a)
@+b+e—dy(@a+b—c—ad

2Vs(s—a—4d)(s—b) (s — ¢

' (a—d)b

V(—a+b+c+d)(u—b+c d(a+b+c—d)(a+b-c—d)

T Z((@—da)b ’

sinf =
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Uhel 6/ = CD'B = n — .
I 1ze podobné vypotisti

.0 0 _\/t—a+d)(s—¢)
$in —- = €08 - _\/

(a—ad)c
_\/(—a+b+c'+d><a+b-c—d>
= d(a—d)c

cos%—:sin%:\/‘éa&_—_a;—)i
_\/(a+b+c—d)(a—b+c~d)
- 4(a—d)c

J s(s—h)
t'q_‘&“_\/(sv—a—i—d)(s—c)
_\/ @a+b+c—ad)y(a—b-+c—d
T V(—a+4+bt+c+d)(at+b—c—ad
2Vsis —a4d)(s—b) (s —c)
(a —d)e

_V-a+b+c+dy(a-b+c—dilat+ b+c—d)(a+b—c—d)
= 9 (i —d) ¢ :

sind —

Ze vzorce pro plochu
. P=1(absinp + cd sin 8)
obdrifme pak

P-.:a_*__g\/s(s—a-f-d)(s—b) (s — o)

=%a +ZV(—a+b+c+d)(a——b+c—d)(a+b+c—d)(a +b—c—d).
a—

1.
Dokdzati jest platnost této relace pro tétivovy Etyr-
whelnik
@*—c? : (b — d%) =sin (@ + B) : sin (@ — B).
_ Prof. Rud. Hrusa.
Re#eni. Zaslal p. B. Tetour, stud. VIL t¥. g. v Kromé&Fizi.
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Znatf-li m, n dhlopiitky, jest na zdklad® véty cosinusové
ve Ctykibelnfku tétivovém:

m?® = a® 4 b% — 2ab cos f = ¢% 4 d*® 4+ 2cd cos
n? = a? 4+ d? — 2ad cos &« = b% 4 ¢® + 2bc cos ¢,
a tedy
‘ a® — ¢+ 02— d? =2 ¢os B (ab 4 cd)
a? — ¢ — (b* — d%) = 2 cos a (ad + bo),
neboli ‘
(a® — ¢?) + (b2 — d*) __cos f (al + cd)
(a? — ¢ — (b% — d*¥) ™ cos & (ad + be)”

Plocha -¢tyFtahelniku tétivového ddna jest vzorci

-a—;—sinﬂ +—f§sinﬁ= a—g-sina—}——};ﬁsma
a jest tedy ‘

ab 4 cd _sina

ad +bc ™ sin B’

Jest tudiz
(@t —c?) + B —d¥) _ sinecosfB
(a®—c) — (B*— d*) ™ cosasinf

a téz
a®—c® __sinacos B4 cos asinff__ sin (a4 f)
b —d® " sinacosB—cosasinB” sin (e — p)’

jak bylo -doké4zati.

8.

Plocha &tyrihelniku harmonického (v némé ac = bd) jest
ddana formuli

P=1@+b+ct+d)(@—b+c—d) o,
znodi-li w dhel sevieny uhlopFicnami. Prof. Rud Hrusa.
Regeni. Zaslal p. J. Hak, stud. VIL tf. r. v Brng.
. Ve &tythelniku obecném jest plocha vyjddfena vzorcem
P=1(@?*—b%+4 ¢ — d? g w.
Vzhledem k identitd ac = bd jest

at— b c*—d*=(a+ c)? — (b + d)?
=@4+bt+c+d(@—b+c—ad
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a tedy -
P=l@+b+ect+d@a—btc—diga
jak bylo dokézati.

9.
Vysky trojuhelniku jsouw ko¥eny rovmnice tFettho stupné
3 + mat 4+ nxe 4+ p = 0.
Vyjddriti polomér kruZnice trojihelniku vepsané pomoci koeffi-
cientds rovnice té. Fr. Svoboda (Brno).

Regeni. Zaslal p. Josef Kodrle, stud. VIL tf. r. v Par-
dubicich.

Jsouli vy3ky «,, z,, x; trojahelniku o stranidch a, b, ¢
kofeny rovnice ‘

z3 + mx? + nx +p:0;
plati '

Z + 2y + xg = —m, 2,x,+ 2,00, | 2,23 =0, 2,2,2; =—p.
Dile jest, je-li 4 obsah toho trojihelniku
24 24 24
— b — c =

’ —_ _

_;1- .7:2 xJ :

a-+ b+ ¢ _
4= 2 (zl +a z, + )
:A Ty%5 + 2,2 +~'c1xn
) Ty %oy !
¢ili )
S:—A.-ﬁ—.
p

Protoze polomér kruZnice vepsané trojuhelniku jest ddn

vzorcem o — %, plyne okamzitd

)
o=—L

n

10.

Jest ddn. libovolng .trojihelnik. Sestrojte trojuhelnik po-
dobny tak, aby jeho vrcholy lelely ma t¥ech danych rovno-
béskdch. Kolikaznaénd jest iloha ta?
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Uréete souéet ploch trojuhelniki, Lteré reSenim této tilohy
dostaneme, jsou-li ddny 4hly a vzddlenost rovnobéiek m a u.
Dr Bohuslav Némec,

Reseni dle p. autora.

L Dany trojihelnfk m&j vrcholy 4, B, C, jimiz proché-
zeji rovnobézky R4, Rp, R¢. OpfSeme-li mu kruznici, protind
ony rovnobézky v bodech A4,, B,, C,. Spojime-li tyto body
8 vrcholy trojihelnika, dostaneme u vrcholu C; obvodové thly
« & f a podobné u ostatnich.

Z toho plyne konstrukce zcela snadno. V libovolném bodu
kterékoliv rovnobézky na pf. v bodé A4, rovnobézky R4 nane-
seme si na kazdou stranu jeden thel. Ramena jich dvakrite
protinaji druhé dvé rovnob&zky. Tim dostaneme na Rp bod B,
na Ro bod C, tedy dva vrcholy Zddaného trojihelnfka. Sestro-
jime-li nynf kruznici, prochizejici body B, C a A,, protne ndm
rovnobdzku R4 v bod® A, ktery jest zddanym ttetim vrcholem.
Zvolime-li si druhé dva prisetiky, dostaneme jiny trojhhelnik,
tedy celkem pii této dvojici 4hld dva trojahelnfky. Z hofejiiho
rozboru plyne, Ze dostaneme tyZ trojahelnik tfemi zpiisoby.
Jezto pak lze na kazdé rovmobdZce dhly Sestkrite po dvou se-
staviti, tedy celkem jest zde 18 trojihelnikdi moznych, z nichz
vidy tfi budou spolu shodny. Jest tudiz tloba S$estiznatn4.

II. Jiné feleni. Protneme-li rovnob&zky kolmici, dosta-
neme body 4, B,, C,. Zvolime-li si AC, za stranu naSeho
trojihelnika, octne se bod B, mimo rovnobézku Rp. Vztytime-li
v bodé¢ B, kolmici na stranu AB, (nebo C,B,), protne nim
tato kolmice rovnobézku Rz v bodé X, O thel BAB, ototime
i stranu AC,, takze se octne bod C, v novém bodd C na rovno-
bézce Rc. Trojahelnik ABC jest jiz Zidany obrazec, nebot
z Gmérnosti stran

' AB, _ AC,

- . AB TAC
a z rovnosti ihld BAC a B, AC, plyne i im&rnost stran B, C,
a BC.

Na kaZdé rovnob&zce lze vrchol .| pomocného trojihelnika
umistiti pouze dvakrdte, chceme-li dostati rdzné trojahelniky.
Jest tudfZ tdloha Sestiznaénd.
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ITI. OpiSeme-li opétné naSemu trojdhelniku kruznici, do-
staneme na jedné rovnobézce na p¥. prisetik C,. Rovnobézka R¢
svird se spojnicemi bodu C;, s 4 a I’ uhly ¢ a .

I 1ze délku AC, i BC, ihned stanoviti a z nich také AB.
n m
A6 =5np PO = swa
m? 2nm )
sin? ,8+ sinta  sineasinf cos (@ + @

n? m? 2nm
—'.sz'rz";ﬁ-'_.r)'z'ng a+ sin o sin f ¢
Ale délku AB lze vyjddfiti také polomérem kruZnice opsané
AB = 2r sin 7,

0s 7.

z CehoZ plyne

1
r=g————
2sinasin B siny

\Vntsina +vm2sin2ﬂ+2nm simasinf cosy.
Zname-li polomér kruZnice opsané, zndme jiz i plochu onoho
trojuhelnika. I bude soutet ploch roven

34 =2 sin o sin  sin y Sre.
Utinfme-1i skutetnd soutet viech r2 a dosadime-li, dostaneme

.24 =

2(m%+n?)(sin® e + sin® B+sin® y)+4nm(sin & sin B cos y+sin e sin y cos f+sin B sin y cos )

2 sin o sin (3 sin y
coZ konetné po kritké tpravé ddvd

24_2(m“+n'~'+ nm) (1 + cos « cos B cos y)
- sin & sin 3 siny )

11.

Z jistého bodu vychdzeji t¥i polopaprsky. Jest sestrojiti
trojithelnik o strandch a, b, ¢ tak, aby jeho vrcholy ledely na
téchto paprscich. Dr. Bohuslav Némec,

Refeni. Zaslal p. E. Slechta, stud. VII, tf. r. v Kutné
Hote. '

14
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Opi§me danému trojthelnfku kruZnici K, kterd protind
ony paprsky v bodech d,, B, C,. Uhly BB,C a BAC, BB, A
a ACB atd. se sob& rovnaji. Z toho jest sestrojeni ziejmé.
V libovolném bodé paprsku naneseme na obé& strany dva dhly
daného trojihelnfka, na pf. « a 8. Prisetiky jich ramen s pa-
prsky spojime a dostaneme takto stranu trojihelnika, kterd jest
imérna a rovnobéZna se stranou Z4daného trojihelnika, zde 4 1.
Zvétsime-li ji tedy zndmym zplsobem, dostaneme stranu naseho
trojihelnika, kterd md takovou polohu, e lze skuteiné& proti-
lehly vrchol na tfetim paprsku umistiti.

Na jednom paprsku miZeme thly «, g a y celkem tiikrdte
- zaméniti, pfi CemZ dostaneme vidy dva priselfky ramen kai-
dého vhlu s druhymi paprsky. Celkem tedy dostaneme obecné
Sest riznych poloh trojihelnika naSeho vzhledem k danym
paprskim. . _

12.

Rovnoramenny trojuhelnik proménime v jiny rovnoramenny
o témZ obvodé tak, aby zdkladna druhého rovmala se rameni
prvého. Dokdzati, Ze opakovinim této konstrukce dospéli bychom
k trojuhelniku rovnostrannému. Prof. Jan Kroupa.

Reseni Zaslala sl¢. Zdenka Hordkovd, stud. V. tf. r.
gymn. Minervy v Praze.
Zékladna prvého trojihelnfka budiz z,, rameno r,; potom
. Zy ="y
~rovnost obvodd pak ddva
2y 7, =21y,
z. tehoZ vyplyva
2y — 1y, =3y —2,)
Podobné jest
D 3 = Tgy
2r, = 2, 1y
tudiz »
23— 1, =3 (ry — 2.
Oznatime-li rozdfl
lr,—2 |
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pismenou d, jest

|2, —r, | =14,
| 23—y | =14,
| 2, —r, | = 3d, atd.

z &ehoz jest zfejmo, Ze rozdil zdkladny a ramene bliZi se nulle,
coZ bylo dokdzati.

13.

Jaky musi byti polomér a vyska vdlcové nddoby plechové
uréitého objemu a tloustky dna 1 pldsté, aby vdha byla co nej-

mensi? Prof. Jan Kroupa.
Reseni. Zaslal p. Jan Kouba, stud. VIIa tf. r. v Karling.
Objem budiZ
0 = nry,

pak pii tlouSfce ¢ a sp. vize s jest véha

V=[zn(r+t+ 2mr + 2: (r+9 tv] s

=[(r+ ) + @2r + ¢) v] ats.
y=0C+0"+ @ 4 9o,

odku_dz vylutme v a za r piSme x, nateZ obdrzime

PoloZzme

y= (40 Qo+ ),

2 4+ 1) 0
y=2(@+1)+ 73—3;—,2.(—2':‘;3—)_,
0 @+Ho0 _
(x+t)+ HIQ-' e —O,

¢ili .
(4 t) az® 4+ Ox — (22 4+ ¢) O = O,
(@ + ) (nz® — 0) =0,

coZz pro minimum skytd hodnotu
s _ . s ___
=VZ V2
r=r= —_, v=\—, -
4 . b4

takZe oba rozméry jsou stejné.



664

14.

Ze viech kulovijch iseli o daném povrchu nalézti onu,
kterd md mejvét3i objem. Sk, rada Vdclav Hiibner,

Reseni. Zaslal p. J. Hak, stud. VII tf. r. v Brné.

Objem tsete jest

. ,wa

V = T (37' -— 'U).

Povrch jeji je slozen z vrchliku a kruhu polomé&ru o; jeZzto
02 =0 (2r — v), jest

P = 2nrv 4 zv (2r — v)
= 4nrv — mv?
a polomér r z tohoto vztahu jest
__ P4 mw®

r - — e

4mv

Hodnotu za r dosadime do vyrazu pro V¥
vt (P 4 nv®
p=t (2R ),

3 T

¢ili po zkrdcenf
v P 7
V= T v — Tz— Y.
Maximum pro I” nastane, kdyz prvd derivace jest rovma

nulle, to jest

—i—)——% v2 =0,
neboli
e P
v —;,

kamZ za P dosadime plivodn& nalezenou hodnotu; pak
] v? = 4rv — v¥;
kofen v =0 nemé vyznamu, musi tedy

v = 2r.
n
2
daného povrchu a nejvétitho objemu jest koule, .kterou mozno

Druhé derivace — —- v nabyvé zdporné hodnoty — =r, Uself
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povazovati za krajni pifpad usele. Dosadime-li » = 2r do vy-
razu pro P, jest oviem
P = 4ar2

15.

Do useée parabolické, jiz vytind tétiva kolmd k ose, vepsati
pravothelnik nejvétsi plochy a uréiti plochu tu.
Sk. rada Viclav Hiibner.
Reseni. Zaslal p. Bok. Kamenickyj, stud. VIlg tf. r. na
Krél. Vinohradech.
Parabola budiz ddna rovnicf y?— 2pz, tétiva z — a;
jeden vrchol ttyfdhelnfku m4 soufadnice x, y [ostatni vrcholy:

(.Z', - :’/)7 (a’ 3/); (a7 - :’/)]-
Plocha pravotihelniku

P =2y (a — ).
Dosadime z rovnice paraboly
P=2\2pz (a — ) @)

ili
é f () = P* = 8px® — 16apz*® 4+ 8a’pz.
Maximum této funkce nastane pii

[ (x) = 24px? — 32apx 4+ 8a’p = 0.
Rovnice tato poskytuje pro z kofeny

Pro z= —g— nabyvd druhd derivace
C1f (x) =6z —4a
“hodnoty zdporné — 2a, takZe nastdvd skutetné maximum. (Pro

z = a jest y" = 2a > 0, takZe nastivd minimum P = 0.)
Plochu vyjddfime z rovnice (1)

P = 2\/2}9-;— . (a—-—g—)

P= 2 \ap.

¢ili

43
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16.

Spustime-li z nékterého bodu M na obvodé kruhu troj-
tthelniku ABC opsaného kolmice na vysky, leZi paty kolmic,
bod M a prasecik V wvySek trojuhelniku na jedné Erusnici.
Které jest geometrické misto stFedi wviech takovich kruinic?

Prof, Dr, Jos, Tomds.

Reseni. Zaslal p. Ladislav Bluménschein, stud. VII. t.
r. v Kromé&fizi.

Oznalme paty vysek A’, B, (’, jich prisetik V, paty
kolmic spuSténych z bodu M na vysky 4,, B,, C..

Trojihelniky MVA,, MVB,, MVC, jsou pravouhle 0 Spo-
letné pfepon8 MV. LeZi tedy body M, V, 4,, B,, C, na téze
kruznici o priméru MV. Jeji stted budiz S.

Body 8 jakozto stiedy viech kruZnic pro rizné body M
sestrojenych pili vzdy usetku MV, jest tedy geometrické misto
bodd 8 kfivka podobni a podobn& poloZend dle stiedu V kruz-
nici K opsané trojuhelniku ABC, t. j. kruZnice. Jest to tak
zvand kruZnice Feuerbachova, jdouci patami vy3ek, pilicimi body
stran a pilicimi body tusetek AV, BV, CV.

17.

Ddny jsou dvé paraboly y* = 2pz, x* = 2qy; teény jedné
budtes poldrami druhé! Kiteré jest geometrické misto pold?
Jaky jest vztah mezi priseénymi body a spoleénymi tecnami
dvou a dvou ze viech t¥i kvivek? Prof. Dr. Jos. Tomds.

ReSeni. Zaslal p. Karel Viktora, soukr. stud.

Tetna ¢, paraboly x? — 2¢qy, v bodé jejim (z,, y,) jest

@ =q Y+ y)
¢ili ) '
t =22 —qy —qy, = 0. (1
Poléra p, bodu (z,, y,) vzhledem k parabole y? = 2px jest
Y%y =p @ + )
aneb i
b =pz — Yy + p2, = 0. @
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Aby tetna ¢, ztotoZiiovala se s polirou p,, musi soulinitelé p¥i
Z, y a Clen absolutni byti v rowmicich (1), (2) t@mérny, t. j.
musi byti

T =Ap, 9=y, — qy, = ipz,
(kde 2 znati koefficient Gmé&rnosti). Odtud uréime

q Pq P,
A= =, g, =%, y, = — 22
v Yo h Y,
a protoZe
x3 = 2qy,,
jest téz
P9
LoYy — — —2—

jako rovnice geom. mista pold, jichz poldry vzhledem k parabole
y* = 2px jsou tetnami paraboly z? — 2g¢y.

Téz hyperbola
_n

xy = ”

jest geometrickym mistem pold, jichZ poldry vzhledem k para-
bole z? = 2qy jsou tetnami paraboly y? = 2pz.

Jest to hyperbola rovnoramennd, jejimiZz asymptotami jsou
osy soufadnic. Hyperbola lezf, maji-li parametry obou parabol
stejnd znaménka, ve kvadrantu 2. a 4., maji-li znaménka rizn4,
v kvadrantu 1. a 3.

Priisek hyperboly s parabolou
3 ___ 3
y* = 2px jest M= (% Voi?, -V,
8 _ :____
=2y , ¥=(Vag 3Va%).

Tyto prisetné body M a NV jsou dotytné body spoletné teény
obou parabol. Rovnice této spoletné tetny jest

3 3 _ 8
z\p+ y Vg + 3 Vp*¢ =0.
Obé& paraboly protinaji se v potdtku soufadnic a v bodé

p= (2Vpg, 2 Vo).
, 43+
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Osa X je spoletnd tetna paraboly

#? — 29y a hyperboly (tetna v bod& bé&Zném, asymptota),
osa Y je spole¢ns tetna paraboly

- y* = 2pz a hyperboly (tena v bodé& ib8Zném, asymptota).
Teéna hyperboly v bodé M je ziroveil tetnou paraboly
2? = 2qy v bodé P,
teéna hyperboly v bod& AV je zdrovei teinou paraboly
y? = 2px v bodé P.

Protinaji se tedy te¢ny hyperboly, sestrojené y priisenych
bodech hyperboly a obou parabol, v témZ bodé P, ve kterém se
protinaji ob& paraboly.

Podobny vztah platf i o obou asymptotdch hyperboly.
Pozndmka. Hyperbola ma teénu, jejiz rovnice jest

zy, + y2, = — py,
kde (z,, y,) jsou soufadnice bodu doty¢ného. Tetna v bod& M :

3_ 3_ 3_
| 2z \p —yVqg —2Vp** =0
jest zdroveii tetnou paraboly x?— 2qy; tetna v bodé N:

3_ 3 _ 3_
@ \lp — 2y Vg + 2Vp** =0,
jest zdroveil tetnou paraboly y*=— 2pzx.

18.

Kruhovy primy kuZel jest profat rovimou puilici tihel e,

Jej svird poboind hrana se zdkladnou. Jak veliky jest tihel o,

jeli plocha veniklého Fezu elliptického k-krdt vétsi ne? zdkladna

kuZele? (Spec., je-li k=21\6.) Jaké hodnoty mide % miti?
. Dr, Viadimir Zwansky

Reéeni Zaslal p. Bohuslav Kamenicky, stud. VIL t¥.r.
na Krdl. Vinohradech.

Bud ACS osovy tez kuZele, ABM ellipticky fez, DME
kruhovy fez vedeny stfedem ellipsy. Stied ellipsy 0. AC = 2r,
AB = 2a, OM = b.
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Z trojuhelniku ACB plyne
AC : AB = sin %‘-:sin «,
odkud

Déle je

0M® = DO . OE; ale OE =1,
OD : 40 = sin —g—:sina,

.-

. SIN —
sim o 2
3¢ ' sine

.—sin-—q-
b=r 2 .
. 3o

SN —5-

2

takZe OM? = b2 — o2

Dle podminky

. aab =k . wr?,
odtud pro « plyne rovnice

’ sin o .
. v ——
or sSin o 2 Ty
- . T = kn
3 3 ’

SN — SiN ——

2 2

¢ili
sim2e sin % = k2 sin? —;—.
PoloZime-li

o
4 cos? '—2—' =z,

miiZeme psiti

3
sind —g—- . 4 cos? —;—-_— k® sin® —;—(40032% — 1) .
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Odtud odstranime-li bezvyznamny faktor
=k (x — 1)%
w3—3x2+(3—%)x—"-1=0.
Je-li specielné .
k= 1\/6,
k=23,
2t =3z - jr—1=0,

(z—3) (@43 =0,

z = 3 =4 cos? %,
®“ _1
0S5 =13 V3,
a = 60°.
Pro
a=0, x=4;
pro
a=90°% z=2;
funkce
z
J—
b T (x— 1)
nemd v intervallu 2 ... 4 extremu, tudiz
4
3% <k< 2,
odtud 3 .
13 <k<\2.
19.

Z bodu M uvnit¥ ellipsy vedeny jsou k ni normdly. Paty
jejich uréuji Ctyrihelnik, v némZ nechd jest P priseéik spojnic
stredd- protilehlyjch stran. Ukdzati, Ze bod P probihd pFimku
jdouct stiedem, probihd-li dod M rovnés primku jdouci stredem.

Kdy jsou obé primky spolu sdrufeny?

Dr. Viadimir Zivansky.
Redeni. Zaslal pan Josef Kodrle, stud. VIL tf. r. v Par-

dubicich.
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Ve ttyfahelniku A (z,, y,), B (@, ¥3), C (o3, ¥5), D (24, 9,)
jsou sttedy stran vrcholy rovnob&iniku. V tom dhlopiicky jsou .
spojnicemi stiedd protéjsich stran &tyfdhelnfku a pdli se na-

vzijem v bodd P. Je-li EF tato spojnice, jest EP — PF.
2+ Yty *y 1 %
g SR bodu ¥ "

Soufadnice bodu .E jsou

!—/%y—“. Soufadnice bodu P budou ndsledkem toho
x_x1+oc2+w3+x4 y1+3/2+?/3+!/4
P= 1 y Yp=—

Paty normél vedenych z bodu M (§, %) k elllpse
b%x? 4 a’y? — a%? =0,
lezi na rovnostranné hyperbole
exy + bnx — a’ty = 0.
Pro idsetky pat onéch normél dostaneme rovnici stupné
&tvrtého
™ S

Odtud plyne

=0.

o+ x 2+, =—g. (1)
Podobné& pro pofadnice dostaneme rovnici
2 (252 2,2 .4 4 6,,2
y_l_?bn ,+b(a§+bn e) _ 2%y by -0

et e? et
a z ni
2b?
Wt ntntu=—"¢% @
Pak jest
a’§ by
Tp=ggr YP= T Y
a
_ 2e% 2%y
§_ al ’ -_ X

PonévadZ bod 4/ jest na pifmce
7 = k¢,
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plati

nebo

protez lezi bod P taktéz na piimce jdouci stfedem.
Maji-li obé piimky byti sdruZeny, musf
2

L

¢ili
=1 k=1,
protez bod P probihd pfimku sdruZenou, leZi-li bod M na piimce
. y =+ «.

20.

Dokdzati, e geometrické misto vrcholic parabol, je do-
tykaji se ramen pravého whlu a jichi osy jsou spolu rovnobéiny,
jest primka. - Dr. Viadimir Zivansky.

Reseni. Zaslal pan Josef Kodrle, stud. VIL ti. r. v Par-
dubicich.

Jest zndmo, Ze geom. mistem bodd, z nichZ parabola se
jevi v pravém thlu, jest jeji piimka Fidici a Ze spojnice dotyé-
n¥ch bodd k sobé kolmych tefen prochdz{ ohniskem paraboly.

Je-li p¥imka o jdouci vrcholem P pravého thlu o ramenech
t,, f, smérem os vSech parabol, pak pfimka d, jdouci bodem P
k nf kolmo, jest spoletnou jejich ¥idici p¥fmkou.

Spojnice dotyénych bodd T,, 7, kterékoliv paraboly dané
podmince hoviei jest t&tiva, k niZ primeérem sdruZenym jest
piimka o a musi tedy préseéfkem s o byti pllena; jsou tudfz
oba body doty¢né stejné vzdilené od pifmky o a lze snadno,
je-li jeden ddn, druhy sestrojiti a tim také urtiti smér sdruze-
nych tétiv k o. '

Z bodu T,, lezictho na rameni ¢,, spustme kolmici na
piimku Fidicf d. Pata jeji bud Q. Z véty, Ze geom. misto bodi
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soumérné sdruZenych s ohniskem paraboly dle telen jejich je
piimka Fidici, plyne naopak, Ze ohnisko paraboly jest v bodé F
s bodem @ dle ¢, soumérném.

Protoze Fidici pfimka d jest stdld, jest geom. mistem ohnisek
viech parabol dané podmince vyhovujicich pifmka f jdouef
vrcholem P pravého Ghlu soumérné s d dle ramene ¢,.

Sifed V kolmice spusténé z ohniska # na ptimku Fidici
jest vrchol paraboly. Jest zfejmo. Ze geom. mistem vSech t&chto
vrchold jest taktéZ pfimka jdouci bodem P, rozpolujici tsetky
mezi f a d jdouci rovnobézné s o.

21.

Resiti jest soustavu rovnic .
z

z2
x? +yt+ o =15.
Jaromir Soukup, ‘

Redeni. Zaslal pan Viadimir Skarda, st. VI. tf. gymn.
v Praze v Zitné ul.

Dosadime-li za -Z— z rovnice prvé do druhé, obdrzime po

zmocnéni . :
22+ y*+ 2y —Hx —bHy + 5 =0. (1)
Ponévadz z rovnice prvé plyne téz
y*+ary—5y=—z )

jest po dosazeni do (1)
- z2*—6z4+5=0

a odtud kofeny )
z, =5, z=1;

a) pro z, = 5 dostaneme z (2)
y?=—25, Yn = + sz
b) pro z, =1 podobné
y? —4y+1_0 y3,4_2+\/3
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22.

Rediti jest soustavu rovnic
2 +y'=56Va*+ 4
z?—y? =3 Wm
Prof. Rud. Hrusa.
ReSenf. Zaslal pan Jan Andrlik, stud. VIIL tf. gymn.
v Praze v Zitné ul.
Délenfm obou rovnic plyne

@4y,
xz% — yz -
¢ili
x? = 4y*
‘a tedy
=+ 2y.
Klademe-li na pf. do prvé rovnice napted
z = 2y,
obdrzime
3__ 8 __ L 3 _
y¥=VI°=yV9, V9, ye2V9,
kdez B ~
8:-—1+7'V—, 82=—‘—~——1—i\/3—
2 2 !

a odtud y=0atedyiz=0
. 5__ s _ 3 .
=V9, &V9, eV
3 8 3__
z=2V\9, 2¢\/9, 2.
Klademe-li - ¢ = — 2y, dostaneme podobn& vedle feSenf

=0, z=0,
feSeni dalsf

3 3__ 3 _
.7/=—V7; 5\/77 — e V1,

— 3 __
2 \T, 2 V1.
Redlné kofeny

3__ 3__
e=2V9, y=V), _
8__ 3
vyhovuji dané rovnici, béieme-li téZz realnou hodnotu tfeti od-
mocniny.
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23.

Jest dokdzati, Ze v lichobéiniku plati tento vstah mezi
stranami a délkami dhlopridek

(a® — ¢?) : (n* — m?®) = sin (@ 4 B) : sin (¢ — B),

plocha pak vyjddiena jest vzorce

(a2 —c% sinasin B __ (n* — m®) sin e sin
2 sin (e + P) - 2 sin (¢ — B)
pri Cemz jsou a a c¢ zdkladny. Prof, Rud. Hrusa.

Reseni. Zaslal pan Boh. Kamenicky, stud. VIIa tf. r.
na Kr. Vinohradech. :

Prodluzme ramena AD a BC a prisedik oznatme E; plati
potom ’

m? = AE® 4 CE* 4- 2AE . CE cos (¢ + p) (1)
n® = DE® + BE* + 2DE . BE cos (« + ). 2)
Z trojuhelnfka A BFE vyjidfeme
a sin - asina

= sin @+ B) BE = m,
z trojihelnika DCE pak
- _ csinf —_ csna
P=netp PTwmerp
Podle toho dosadme do (1) a (2)
m? sin? (¢ + B) = a?sin® B+ c?sin e« + 2ac sin o sin B cos (¢ + f)
n? sin? (o - B) = c? sin® -+ a2 sin? a - 2acsina sin B cos (« 4 f)
a odettéme ob& rovnice
- (n? — m?) sin? (@ + B) = (a* — ¢?) (sin® & — sin® )
. (a2 — ¢?) : (n?* — m?*) = sin® (e + B) : (s18? @ — sin? B).
Ponévadz :
sin (¢ 4 B) sin (x — B) = sin® ¢ — sin® §,
bude dédle
(a® — ¢?) : (n* — m®) = sin (x o p) : sin (« — p).
Obsah lichobézniku jest dan rozdilem trojGhelnfki ABE
a DCE
a® sin o sin B , cisina sin B

L= ath TemEto
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to jest
(a® — ¢ -sin a sin

sin (e + f)
a uZijeme-li dokd4zaného vztahu obdriime dile:
(n* — m?) sin « sin f3

sin (¢ — )

L =

(SIS

L =

(S0

24.

Najdéte geometrické misto bodd té vlastnosti, Ze rozdil

délek telen z mich ke dvéma dangm Fkrudnicim vedenych jest
stdly. V. Hruska,
assistent ¢es. techn. v Praze,

Reseni. Dle p. autora.
Jsou-li K, =0, K, =0 rovnice obou kruZnic a a dany

stdly rozdil ddlek teten, jest
a =VE, —VK,, (1)

a* =K, + K, —2VKK,,
(a® — K, — K,)* = 4K, K,,

¢ili

o (K, + K;) — 4K K, — 22* (K, + K;) +a* =0, (2)
i (B, — K — 2a% (K, + K,) + a* = 0. 6))

_ Rovnice tato je kvadratickd a tedy geometrickfm mistem
kuZelosetka. Z rovnice (2) pozndvdme, Ze \prisetik této kiivky
8 kruznicf K, = 0 hovi rovnici

(a? — Kp)? =0,

t. j. Ze hledané geom. misto se dotykd kruznice K, = O v jejich
priseticich s kruznici K, — a®. Stejné se dotykd kruZnice
K, = 0 v jejich prisetfcich s kruZnici K, — a®%

)

25.
Sestrojiti lichobéinik, jehoZ ramena t jedna zdkladna jsow
navedjem rovny, je-li ddn : )
a) obvod a vyska, °
b) obvod a vnitini dhel.
Ing. Jos. Langr.
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Redeni. Zaslal p. Bokumil Kamenicky, stud, VIL tf. r.
na Krdl Vinohradech.

a) Rozbor. Oznatme: Deldi spodni zédkladnu &, kratdf horni
zékladnu, rovnou obéma ramenim a, vysku v, obvod 2s.

V lichob&zniku daného tvaru spustme kolmici (vy3ku)
z vreholu D hofejif zdkladny na spodnf zdkladnu a na spodnf zd-
kladnu ptenesme je§té jeduno rameno (byla-li kolm. spusténa
z levého vrcholu hotejdf z4kl.,, ptenesme nyni od pravého vreholu
spodni zakl. na pravo). Spojnice IJF takto nabytjeh bodd jest
rovna poloving obvodu, nebof spustime-li jesté kolmici z druhého
vrcholu hotejsi zédkladny, vytind na spodni tseky:

TG =a, 51?:?5_“,

- takze
=240
kdezto obvod 2s — 3a - b.

Spojnice DF pili rameno BC v bodd H, takie bod B
jest vzdilen od H o usetku i_, kdezto od bodu F o celé a.

Lezf tedy vrchol B na Apolloniové kruznici, kterd md stfed na
pifmece HF a tvofi s body H a F harmonickou &tvefinu.
Konstrukce. Sestrojime trojihelnik pravothly EFD o od-
vésnich s a v, pfeponu rozpilime (H) a vzdilenost HF roz-
ttetime, bod v jedné ttetiné od H budiz K; pak sestrojime
kruznici nad primérem DK, je% protne odvésnu EF v bodu B;
HB preneseme na opatnou stranu, dostivime vrchol C a polo-

mérem DC = BC pietneme z vrcholu D spodni zékladnu, ¢m3
dostavdme vrchol 4.

b) Zvolivie libovolné na pf. a, snadno sestrojime licho-
bénik o daném tGhlu vnitfnim, v ndmZ jsou ramena a jedna z4-
kladna navzdjem rovny. Tento lichob&Znik bude hledanému po-
doben, tedy budou obvody jich v poméru stejnolehlfch stran.
Odtud plyne pak ihned konstrukce.
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26.

Sestrojte body, jichZ wvzddlenosti od wvrekali trojuhelniku
ABC maji se k sobé jako vysky, a dokazte, 3e ony body a stied
kruhw trojihelniku ABC opsaného leZi na téfe primce.

Dr. Jos. Tomds,

Reseni. Dle p. Em. Slechty, stud. VIL tf. r. v Kutné
Hote a dle p. autora.

Budiz hledany bod S. Pak jsou splnény podminky

1 1 1
AS:BS:CS:vl:vz:v:,:_a_:T:T
a tedy na pf.
AS:BS=1b:a.

Geometrické misto bodi této vlastnosti jest Appoloniova kruz-
nice K,, jdoucif body harmonicky sdruZzenymi s body 4, B a
vrcholem C.

Geometrické misto bodd, pro néz BS:(CS =c:b, jest
kruznice K,. Obé& tyto kruZnice se protnou ve dvou bodech
S, a S,. Témito body prochédzi také kruznice A, sestrojend dle
podminky AS: CS =¢: a.

‘Vyhovuji tedy podmince obecnd dva body S, a S,. P¥imka
S,S, jest spoletnd chordédla kruZnic K,, K,, K, (kruznice ty
nalezeji témuz svazku), tyto kruznice pak protinaji kruZnici K,
opsanou trojihelniku 4 BC, kolmo.

To snadno dokédZeme. Oznatme O,, 0,, O, stfedy kruznic
K,, K,, K,, 4,, B,, C, body, v nichZ protinaji strany BC,
CA, AB. Trojahelnik 44,0, jest rovnoramenny, A4, jest osa
thlu 4; pak jest

< BAO, = < 4,40, + o = < 44,0, ++

=2R'—((7+%)+—.‘:-=2R—7;

‘Oznaéime-li M stfed kruZnice X, bude

<X MAB =1y — R,
tedy
<t MAO, = (2R — 1)+ (y — B) = R.
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Stoji tedy poloméry kruznic X, K, v prdsetném bodé na sobé
kolmo, oba kruhy se protfnaji tedy kolmo. Totéz dokdZeme
i o dvojicich kruht K, K,; K, K.

MA jest tetna kruhu K,, MB tetna kruhu K,; ponévadz
MA = MB, lezf bod M na chorddle H kruinic K,, K,, t. ].
na pfimee S,, S,. LeZi tedy body S,, S, a stfed kruZznice opsané
trojihelniku na téze piimce.

Oznatme
H, chorddlu kruznic K, K,,
H2 » ” K’ K27
H3 ”» ” K} Ka'

Chorddly dvou a dvou ze tif kruZnic protinaji se v jednom
bodé&, na pi. chordily A, H,, H, dvou a dvou ze tF{ kruznic
K, K,, K; prochdzeji tymz bodem F. Timto bodem musi vSak
téz prochdzeti chorddla H, kruznic K, K,; nebof H jest chor-
déla kruZnic K; a K,, H, chorddla kruZnic K, K,. Obé tyto
chordaly se protinaji dle ptede$lého v bodé P, tudiZ prochdzi
bodem tim i chorddla H,. Protinaji se tedy chordily H,, H,,
H, v jednom bodé P na pfimce jdouci body S,, S,, M. Jeito
kruznice K,, K,, K, tvofi svazek, le#f stiedy jich O,, 0,, O,
na téze p¥imce. Piimky MS.PS, a 0,0,0, stoji na sobé
kolmo.

21.
Dokaite, Ze, jsou-li a, B, y uhly trojuhelniku, jest virasz
sin « sin (¢ 4+ @) sin @ - sin 3 sin (& 4 ¢) sin (y — @)
+ siny sin (p — y) sin ¢
nezdvisly na @ a roven sin a sin f§ sin 7.
Kdy jesté bude onen vyraz nezdvisly na ¢?
Dr. Jos. Tomas,

Regeni. Zaslal p. Josef Kodrle, stud. VIL tf. r. v Pardu-
bicich.
Oznaéme vyraz ten V. Rozvedeme-li podle poutky sou-
ttové, obdrzime po tpravé
V = (sin & cos @ 4 sin y cos y — cos & sin § cos 7) sin® @
+ (sin® ¢ — sin® y — sin a sin f§ cos y
~+ cos a sin 3 sin y) sin @ cos ¢ -} sin « sin B sin y cos? .
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Protoze
cos?p =1 — sin? ¢,
jest déle
V = (sin @ cos a -} sin y cos y — cos « sin 3 cos y
— sin @ sin f3 sin y) sin® ¢ + (sin® ¢ — sin® y
— sin @ sin 8 cos y -+ cos @ sin B sin y) sin g cos @
~+sin  sin B sin .
Vyraz tento bude nezdvisly na q, kdyZz koefficienty pii sin® ¢
a sin ¢ cos ¢ budou zdroveil rovny nulle, tedy
sin o cos & -+ siny cosy — sin 3 (cos @ cos y -} sin a sin y) =0
sin? ¢ — sin® y — sin p (sin ¢ cos y — cos « sin y) = 0,
kterézto podminky daji se snadno upraviti na tvar
sin (e =4 y) cos (@ —y) — sin B .cos (@ —y) =0
sin(@—+7).stm(e+9y) —sing.sin(e—y) =0

¢ili
cos (a — 7) (sin (@ + 7) —sin ) =0
sin (¢ — y) (sin (¢ + y) — sin §) = 0.
Jsou-li @, 3, y dhly v trojuhelniku, jest
@ + r=—n— ﬂ3
t. j.

sin (e 4 y) =sin
a dany vyraz skutené jest nezdvisly na ¢ a md hodnotu
) V = sin a sin 3 sin y.
Obecné bude nezdvisly na ¢, bude-li bud
sin (e + 7) = sin g

t. j.
o+ y=p8-+ 2=
neb . .
5 wty=mn—p+ 2%
=@+1)=—8

‘anebo konelné soutasné

cos (¢ — 7) = sin (¢ — 7) = 0,

t. j. -
« — y = 2kn.
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28.

Dokazte, Ze hranol opsany Ctyrsténu, jeho# siti jest troj-
thelnik o strandch 2a, 2b, 2c, jest pravouhly rovnobéinostén
a Ze objem jeho lze psdti ve tvaru

1Vabe \a® cos « b3 cos B -+ ¢3 cos y — abe,
jsou e, B, y dhly dhlopFicek a, b, ¢ stén hranolu.
Prof. Jan Schuster.

Redeni. Zaslal p. Ladislav Kolenaty, stud. VIL tf. 1.
v Rakovnice.

Je-li siti ¢tyrsténu trojihelnik o stranich 2a, 25, 2¢, jsou
jeho stény vSechny navzdjem shodny a proto téZ dvé a dvé
protilehlé hrany maji stejnou délku. Pak v hranolu &tyfsténu
takovémuto opsaném maji vidy protilehlé stény uhlopfitky v pro- -
tivném sméru lezici stejné a jsou to tedy pravoihelniky a hranol
pravothly rovnobéznostén.

Objem pravouhlého rovnob&znosténu je ddn vzorcem
(znatf-li z, y, z jeho rozméry),

V=a.y. 2

K urteni téchto veli¢in pouZijme vztahi odvozenych z 1hlo-
piiten a stran jednotlivych stén rovnobéZnosténu na zdikladé
véty Pythagorovy,

2?2 =c?— y?=qa? — 2°

yr =02 — 2= ¢* — z*

22— a®—x? =% — y%
ReSenfm t&chto rovnic obdrzime

22— b2 L g2
o= \/c b2 + a
\[F—a e
y=\E=ote
2 ___ 2 e
s= =t
Dosadme do daného vzorce
2
V=1 Vi[@ — b+ a7 0° — a® F %) (@ — & + b7).
Vynasobenim a upravenim vyrazu pod odmocninou dostaneme

V — % V% [axl (bﬂ_ a‘)_l_ cﬁ)+ b4(a2_b2+62)+04 (a9+b!_62) _2a202b2].
44
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Ale dle poutky kosinusové jest, kdyz thly dhlopiitek a, b, c
jsou @, B, 7

b — a? 4 ¢? = 2bc cos @

a® — b? + ¢* = 2ac cus f8

% — ¢ 4 b2 = 2ab cos y
a proto po upraveni miiZeme psati

V =1 \Vabe \a® cos & + b? cos 8 + ¢? cos y — abe.

29,

n shodnych prouiksd obdélnikovych pieloZiti jest pres sebe
tak, aby vanikla pravidelnd hvézdice, vepsand do kruhu daného
poloméru r. Jak vellé musi byti rozméry kasdého prousku, aby
plocha hvézdice byla co nejvétsi? Prof. Jan Schuster.

Reseni. Zaslal p. Jan Kouba, stud. VIIa tf. r. v Karling.

Plocha hvézdice se sklddd ze 4n lichobdzniki 0ABC,
v nichZ dhly CBA a OAB jsou pravé a thel
2w __
n
Oznatme ¢ thel BOA. Aby prouzky po celé délce nebyly pie-
loZzeny pies sebe, musi byti

¢ << a.

C04 =

o.

Pak jest g
OA=rcosp, AB=rsin g
a plocha lichob&zniku

p==0A.AB —14B. AB cotg a

= r? sin ¢ cos ¢ — 3 1 sin? @ cotg
a tedy
2p . .

f(p) = Sv = sin 2¢ — sin? ¢ cotg a.
Plocha "hvézdice bude co nejvétsi, bude-li miti tato funkce maxi-
malnf -hodnotu. ’

I musi byti
f' (9) = 2 cos 29 — 2 sin @ cos @ cotg «
= 2 cos 29 — sin 2¢ cotg ¢« = 0,

t. j. :
' tg 20 = 2 tg c.
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Ozna¢ime-li nejmensi tihel této rovnici hovicei ¢,, budou viechna
felenf jeji ddna vzorci

) 290 = 2¢, + k=
T
P=¢ + k5

Pro thel ¢, plati jisté ¢, <<, a Zddny jiny z aGhld ¢ relaci
té nevyhovuje.
Uvazujme nyni druhou derivaci
' (9) = — 4 sin 290 — 2 cos 2¢ cotg a,

} = — 2 cos 29 (2 tg 29 + coty ),

pro hodnotu ¢ — ¢, bude jisté
S (p)) <O,

tak Ze skutelné nastdvé maximum.

30.

Z lruhového kotouce wyrizmouti n-bokou pravidelnou
misku tak, aby obruba byla kolmd k podstavé a objem co nej-
vétsi. Prof. Jan Schuster.

Reseni. Zaslal p. J. Knotek, stud. VIIa t¥. r. v Karling.

Budiz polomér kotoute r, polomér kruZnice opsané zd-
kladné o, vyska misky v, jedna strana zdkladny AB a bo¢nd
sténa pravouhelnik ABCD. Oznatme thel AOB = 2¢, fhel

COD = 2¢. Pak jest « = % Pro thel ¢ platf ¢ < e Jezto

AB = CD, jest ¢ sin & = r sin @, tedy
_rsing
T osina

Déle jest

V=108 9 — 0 cos & = 7 (cos ¢ — sin ¢ coty ).
Plocha zékladny bude pak '
sin 2«
sint e

n. A\ OAB::—Z— 0% sin 20::%7’“82'"-“(;)

= nr? sin® @ cotg o
a objem
V = zékladna . vyika = nr3 colg e sin® @ (cos ¢ — sin ¢ cotg ).
44‘*
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Ten bude maximem, bude-li mfti maximum funkce
f (p) = sin® @ (cos ¢ — sin @ cotg e).
Snadno nalezneme '
f (@)= sin @ (2 cos® ¢ — 3 sin @ cos ¢ cotg & — sin* @)
= 1sin ¢ (1 4 3 cos 29 — 3 sin 2¢ cotg a)

sin
= Ssina [sm a — 3 (sin 2¢ cos & —- cos 2¢ sin «)]

__St

=Sena [sm o« — 3sin (29 — )]

Aby nastalo maximum, musf byti

f (p) =0.
Cinitel sin ¢ — O mneposkytuje fefeni dané twlohy. UvaZujme
tedy
sine — 3 sin (29 —a) =0
neboli

g(@)=sin(2p —a) —3sina=0.

Funkce sin (29 — «) roste v intervallu od O do «, tedy
i g(p). Jest g(0)<<0, g(2)=0. V intervallu tom lezi tedy
jediny koten ¢, rovmice g (¢)=0. Ten urtime, ustanovime-li

nejmensf dhel hledany v, hovici vztahu

sin Y =} sin a.

Pak

Po —

—_ a+wo_
—

Pro druhou derivaci jest

i ‘ S’n qo — _
' (v, = 3 iR @ - (— 6 cos (29, @))

sin coS
S o

tak Ze skutetnd nastivd maximum.
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) Z deskriptivni geometrie.

1.

Sestrojiti kouli, je-l¢ ddn bod A ma povrchu, teéna t
a pFimka p prochdzejict jejim stiedem.

Sk, rada Viclay Hiibner,

Reseni 1. Zaslal p. Josef Kodrle, stud. VIL tf. r.
v Pardubicich.

Otoéme bod A kolem p¥imky p. Tim obdrzime povrchovou
kruZnici % hledané koule. Sestrojme prisetik R teiny ¢ s ro-
vinou kruznice  a od toho bodu nanesme na tuto na ob& strany
délku tetny vedené z bodu 2 ke kruZznici 4. Tim dostivame
dotyéné body tetny ¢ s hledanymi plochami kulovymi. Stfedy
jejich jsou priseéiky piimky p s rovinami kolmymi k ¢ v bo-
dech dotytnych. ReSeni je reilné dvojznatné, pokud je bod R
vné kruZnice 4, jednoznalné, padne-li bod 2 na % a 1mag,
padne-li dovnitt kruZnice .

Refeni 2. Zaslal p. Jan Novdk, stud. VL tf. r. v Uh.
Brods.

Ototme bod A kol priméru p. Dostaneme jednu povrch.
kruznici hl. ploch. Teénou ¢ proloZme libovolnou rovinu pro-
tinajicf tuto kruznici ve dvou bodech B a C. Tetnou ¢ a body
B, C urtena dal§f povrchovd kruznice. Kolmice ve sttedu této
k jeji roviné vztylend urluje na p stfed hl. plochy kulové.
Ponévadz kruZnice prochdzejici body B, C a dotykajici se
piimky p jsou obecné dvé redl. ¢i imag., je tolikéz ploch
kulovych.

ReSeni 3. Zaslal p. Jan Hacker, stud. VIL tf. real.
v Kladné.

Stred hledané koule musi miti stejnou vzddlenost od
daného bodu 4 a od tetny £. Geometrickym mistem takovych
bodid v prostoru je parabolicky valec kolmy k roviné (¢A4),
o fidici parabole v této rovind majici A za ohnisko a pf{mku ¢
za fidiei pfimku. Prisefky pi{mky p s timto vdlcem jsou stiedy
hledanych ploch kulovych, jeZz jsou obecné dvé. Je-li p kolmo
k tetné ¢, pak je jen jedna plocha kulovd vyhovujicf, druhd
ptechdzi v rovinu kolmou ku p.
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Pan R. Stojdnek, stud. VI. tf.r. v Kutné Hofe, FeSi ulohu
analyticky. Kol piimky p otdlenfm vytvofuje A kruZnici, jiz
obsahuji hledané pl. kulové a teéna ¢ vytvoif rotacni hyper-
boloid jednodilny opsany tém plochdm kulovym. Libovolnd rovina
piimkou p protind kruZnici ve dvou bodech a hyperboloid v hy-

perbole a stati vySetfiti kruZnice jdouci témito body a dotykajici
se hyperboly.

2.

Sestrojiti rotaént plochu kuselovou danou vrcholem, dvéma
body na povrchu a podminkou, 3¢ z daného bodu lze & né vésti
tetné roviny svirajici tihel @ (na p#. @ = 90°).

Jos, Klima, as. &es, techn.

Reseni 1. Zaslal p. .Josef Kodrle, stud. VIL. tf. r. v Pardu-
bicich.

Spojnice vrcholu ¥V s danymi body A4, B urtuji dvé po-
vrchové piimky kuzele. Pohybuje-li se koule o poloméru stdlém r
po obou riznob&zkich AV, BV, vytvor stfed jeji ellipsu, jez
‘lezf v roving » jdouci osou soumérnosti kolmo k roving jejich.
Diikaz: BudiZ rovina riznobéZek plidorysnou, rovina » nérysnou.
Poédtek volme v bodé V. Kterdkoli koule polom&ru » dotykajici
se obou rtiznob&iek profata je rovinou jejich v kruZnici o po-
loméru g. Souradnice stiedu S této koule jsou pak

f — ——9——&—, 22 =172 — ¢ (je-li « tihel obou pifmek).
sm—§
Vyloudenim ¢ plyne rovnice geom. mista stfedu S:
. o
x%m’v _
rl b
coz je ellipse E o stredu V a poloosich a = ————r—&——, b=r.
" : Sin —

: 2
Podobn& pro rovinu #‘ jdouei druhou osou soumérnosti povriek
dostaneme ellipsu E
o
2 2
+ 7 =1,

y2cos?

rﬂ
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jejiz poloosy jsou

r
o =—-">b=r.

cos —
2

Stiedy vSech koulf poloméru », k nimz lze danou p¥imkou

p==VM vésti tetné roviny svirajici dhel g, vypliuji rotatni

plochu véleovou s osou v piimce p a poloméru R — rq)

sm—2-
Rovina v protind tuto plochu v ellipse E,, kterd majic
8 ellipsou E stied V spoleény protind ji ve 4 bodech, které
spojeny s V uréujf 2 osy hledanych kuZeld (jezto vzdy dvé
spojnice splyvajf)
Pro rovinu 2’ obdrzime taktéz dvé FeSeni, celkem tedy
obecné 4 fefeni.

Reseni 2. V podstatd zaslal p. J. Hak, st. r. v Brné.

M4-1i hledand rot. plocha kuZzel. vrcholovy thel 2« a je-li
piimka p, kterou k ni poklddime tetné roviny, odchylena od
jeji osy o dhel g, pii CemZz thel tetnych rovin jest ¢, plati
vztah

ktery mozno odvoditi z pravoihlého trojhranu tvofeného jednou
_rovinou teénou a rovinami, jez urfuje osa plochy kuZelové
s pfimkou p a s dotyénou povrskou.

Jsou-li ddny dva body na povrchu rot. plochy kuzelové
a vrchol, bude osa této leZet v jedné neb druhé roviné sou-
mérnosti », »' obou takto urenych povrSek m a » a pfi tom
bude s piimkou s (nebo #) a s piimkou p svirat thly « a g,
jejichZ pomér sind zndme.

Geometrické misto pifmek, které prochdzeji vrcholem
daného thlu a sviraji s jeho rameny dhly, iejichz sind pomér
je stdly, je t. zv. kuZel orthogondlny*) Povr§ky tohoto kuZele
v roviné (mp), jez uréuji s m a p 1hly, jichz sinG pomér je
rovenl sin @/2, sestroji se snadno; budtez to povriky », s. Kuzel

*) Viz ku pf. Prof. Dra. Sobolky: Deskriptivni geometrie promitini
parallelniho. Str. 189.
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orthogondlny je pak vytvofen prise¢nicemi rovin vzdjemné kol-
mych jdoucich pfimkami » a s. Roviny kolmé k » a s protinajf
tento v kruznicich, jez snadno urtfme. Prisetnice tohoto kuZele
orth. s rovinami » a 2’ os, jeZ prochdzeji jeho vrcholem, daji
osy obecnd ¢tyf rotadnich ploch vyhovujicich danym pod-
minkdm.

Pan Safdr Otakar, st. vyss pram. $koly v Brné, stanovi
body hledanych os co spoletné body tii véled rotalnich, jeden
00se AV a poloméru zvoleném r, druhy o ose BV a polo-

méru 7 a treti o ose p == V.M a poloméru a' ————r—, coZ se
Sin —

2
shoduje s feSenim prvym.

Pozndmka. Osa hledané plochy kuZelové splyvd téz s osou
kuZele kolmého k tomuto o spoletném vrcholu. Roviny te¢né
tohoto kuzele jsou kolmy k povrikdm prvého a naopak. Tento
kolmy kuZel byl by tudiZ uréen dvéma rovinami teénymi (roviny
to kolmé k danym dvéma povr3kim) a podminkou, Ze md
protfnati rovinu jdouci vrcholem kolmo k pi{mce p v piimkdch
svirajicich dhel . Osa tohoto vyieSila by se pouzitim plochy
kulové opsané kol vrcholu V libovol. polomérem. Vysledky byly
by opét obecné Cttyfi.

3.

Sestrojiti nejmensi a nejvétsi plochu kulovou jdouct dvéma

body A, B a protinajici rovinu o v kruZnici o poloméru r.
Jos. Klima, as. Ces. techn,

Regeni. Zaslal p. Josef Kodrle, stud. VIL tf. r. v Dar-
dubicfch.

Sttedy hledanych koulf budou lezeti v roving soumdr-
nosti v setky AB. Sestrojme prisetfk R piimky AB s ro-
vinou ¢ a opiSme v roving ¢ ze stfedu R kruZnici %, jejiZz po-
lomér = VAR . BR délce to tetny z bodu R k hledané kouli
vedené. Vedme pak libovolnou kruZnici 7 o poloméru r» tak, by
kruznici % kolmo protinala. Stfed jeji bud O. Opisme polo-
mérem RO kol stfedu R kruznici a vedme ji kolmo k o plochu
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rotaini vilcovou. Rovina 7 sete tuto v ellipse, jeZz je geom.
mfstem vSech ploch kulovych jdoucich body 4, B a protinajici
rovinu ¢ v kruZnici o poloméru r. Nejniz8i a nejvyssi bod této
ellipsy vzhledem k roviné o jsou stfedy hledanych kouli.

Jiné feSeni zaslal p. Boh. Kamenicky, stud. VIL tf. r.
na Kr. Vinohradech. Stiedy koulf prochdzejicich body 4, B lezi
v roviné symetrdlné = té Gselky. Stfedy nejmenii a nejvétif
koule budou v roving ¢ jdouci body 4, I a kolmé k o i v,
tedy k jejich prtsetnici. Uloha prechdzi v planimetrickou:
V roviné o sestrojiti kruznici, jez by prochizela body A, B
a na priseénici rovin ¢, ¢ vytinala tétivu 2r. Oznaéme R pri-
setik spojnice AB s rovinou ¢, x -+ r vzdélenost stfedu tétivy
od bodu R (v prostoru vzddlenost to stfedu prisetné kruznice
od 7). Dle véty o moenosti bodu R ke kruZnici, v niZz hledand
plocha kulovd protina rovinu g, je

RA.RB=ux.(2r + 2)
¢ili
22 4 22 — RA.RB=0,
z toho

xm:—-ri\/r2 + RA . RB
Naneseme-li tudiz od bodu R na prisetnici (¢s) délku

Ve2 R4 . RB na obé strany, tu kolmice v bodech téch k o
protnou rovinu 7 ve stfedech nejmenS$i a nejvétsi plochy kulové
hovici danym podminkim.

Pozndmka. V obojim feSeni bylo pi'edpokladano, Ze body
A. B jsou na téZe stran& od roviny ¢. Kdyby jeden bod byl
v rovind ¢, pak v prvém Fefeni vilec md za podstavu kruZnici
o poloméru r a stfedu R, v druhém FeSeni pak tieba poloziti
PA.PB=0.

Kdyby body 4, B byly na riznych strandch od roviny o,
zistane v prvém feeni postup tyZz, jen tfeba onu kruZnici !
zvoliti tak, by protinala kruZnici % diametrdlng, t. j. by jich
chordédla byla primérem kruZnice %. Patrno. by dloha tu byla
moznd, musf bjti » = VRA . kB.

V druhém fe§eni zni pro tento pfipad pfislusnd rovnice:
22— 2z + RA.RB=0
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a tudiz

Xy == 1‘1-_\/1*2 — RA.RB
a tudiz opét pro redlnd feteni musi » ~ VRA . RB.

4.

Sestrojiti rotaéni hyperboloid obsahujici dvé dané mimo-
bésky a, b a bod M. Jos. Klima, as, &es. techn,

Reseni. Zaslal p. J. Hak, stud. VIL tf. r. v Brné.

Mimobézky a a b néleZeji jedné (prvé) soustavé povrcho-
vych piimek. Kazdd pfimka jedné soustavy protind v8echny po-
vrchové pfimky soustavy druhé. Piimku, jdoucef bodem M, n4-
lezejici druhé soustavé povriek, nalezneme, sestrojime-li bodem M
pitku k mimob&zkim a, b, budiz to piimka p. Dvé& riiznobézky
urtuji nekonelny potet hyperboloidd, jejichZ osy vypliiuji obé&
jejich roviny symetrie, Ptimky a, b, p urtuji tedy étyry rotaéni
hyperboloidy, jichz osy jsou prise¢nice rovin symetrie rizno-
bézek a, p a b, p.

Pifmka p je spojnici bodu M s prisetikem piimky a
8 rovinou (Mb).

Sestrojenim osy jedné z danjch mimobéZek a nalezené osy
rot. hyperboloidu zfskime stfed a polomér hrdelni kruZnice.

Pan Jos. Kodrle, st. VIL ti. r. v Pardubicich, uzivd k se-
strojeni sméru osy hled. rotatniho hyperboloidu vlastnosti, Ze
ptimky vedené bodem v prostoru rovnobéZné s povrskami rot.
hyperboloidu vypliiuji rotalni kuzel, jehoz osa je rovnob&Zna
s osou hyperboloidu. Rovnob&zky s a, » bodem M a pifimka p
uréuji &tyfi rotatni kuzele, jichz osy davaji sméry os hled. hy-
perboloidd.

5.

-V prostoru ddny jsou dva shodné trojihelniky A,B,C,
a 4,B,C,; najiti pFimku takovou, aby bylo moino oba troj-
uhelniky stotoZniti - otolenim kolem této pF¥imky a posunutim
podél ni. ‘ . Prof. Jan Kroupa.
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Reseni.*) Oznatme hledanou pimku o. Kolmy primét
obou danych shodnych trojihelnikd do roviny o | o musi byt
dva shodné trojahelnfky. Dény-li v prostoru dvé stejné tsetky
A, B, a 4,B,, tu promitaji se orth. opét do stejnjch délek do
roviny, kterd je rovnobézna s ptimkou pilici tétivy 4. ‘A, A, a B,B,.
Spojime-1i tedy pilici body tétiv 4,4,, B, B,, C,C, rovinou o,
promitaji se do ni dané trojahelniky A4,B,C, a A B,C, do
dvou shodnych trojahelnikd. Stejné polohu této roviny bychom
mohli obdrZeti, vedeme-li libovolnym bodem v prostoru rovno-
b&zné a stejnd dloubé dsetky s tétivami A, 4,, B, B,, C,C,, pak
jich druhé koncové body urluji smér roviny o. BudteZ ortho-
gondlné priméty danych trojihelnikd do roviny o A’ B, (%,
a A, B',(", pak lze tyto ztotoZniti ototenim kol pruseéiku 0
symetral tsetek A', A", B', B, C",C",. Ptimka o kolm4 v bodé O
k roviné o je hledanou pfimkou, kol niZz otolenim a posunutim
lze dané trojihelniky ztotoZnit, jest to zdrovend osa jediného
pohybu &roubového (helikdlniho), ktery ptevddi trojihelnik A4, B,C,
ve shodny trojahelnik A4,B,C,.

6.
Ddny jsou ctyrt mimobésky. Jednu 2z nmich posumouts
parallelné, aby méla od zbyvajicich t¥i stejné nejkratsi vzddle-
nosti. Prof. Jan Kroupa.

Zaslal p. Otakar Safd#, st. vys&i primysl. Skoly v Brng.

Dané mimob&zky oznaime «, b, ¢, d, z nichZ d se mi po-
sunouti. Vedme libovolnou rovinu ¢ kolmo k této a promitnéme
zbyvajici tti mimob&zky kolmo do této, takZe dostaneme pri-
méty a,, b, c,. Kolmice vedend k roviné ¢ ve sttedu kruznice
vepsané trojihelnfku uréenému piimkami @, b,, ¢, jest hledanou
posunutou polohou !d piimky d. Nebof nejkrat§i vzddlenostf
dvou mimob&Zek jest délka jich osy a ta jevi se v roviné o,
je-1i jednou z téch mimobAZek pifimka 'd. VSechny tfi osy mimo-
bézky 'd a danych mimobézek a, b, ~ jevi se tedy co do délky

v roviné ¢ jako poloméry kruznice vepsané trojihelniku
a,, by, ¢ '

*) Viz ku pf. Prof. Dra. Sobotky : , Deskriptivni geometrie promitini
parallelniho, str. 346. '
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Jsou jesté tii polohy piimky d, v nichz md stejné vzdd-
lenosti od mimobézek a, b, ¢ a to kolmice k rov. ¢ ve stfedech
kruznic ptipsanych trojihelniku «,, b,, ¢,, ale v8echny tyto
vzdalenosti jsou véti nezli v poloze 'd.

1.

Dva 3ikmé kruhové kuZele stoji na n. Vysetrete nejvyssi
a nejriZsi body pronikw vzhledem k n. Prof. B. Matas.

Re§eni. Zaslal p. Stojinek Rudolf, st. VL ti. r. v Kutné
Hofte.

Oznatme vrcholy danych kuzeld V,, V, a jich podstavné
kruznice %,, &,. Urteme pidorysny stopnik P spoletné vrcholové
piimky V, V,. Najdéme pak sttedy podobnosti obou kruznic 7, k.
Vedme setné roviny vrcholové témito stfedy podobnosti. Na ku-
Zelich ziskdme povrchové piimky, v jejichz priseticich obdriime
hledané body. Jsou totiz nejvy3sf a nejnizif body proniku uréeny
tim, Ze tetny v nich k proniku jsou rovnobéZny s z. Telnu tu
pak ziskdme co préseénici pifsluinych rovin teénych k obéma
kuZeldm. M4-1i tato byti rovnob&Zna s =, musi jich piidorysné
stopy, t. j. tedny ku 4, a %,, byti rovnob&iny, a toho docilime
préve, uzijeme-li seénych rovin vrcholovych prochédzejicich stredy
podobnosti - obou kruznic podstavnych. Dostivdme tak obecné
oviem 4 body relativné nejvy$si a nejnizsi, z téch oviem jen
jeden je ten nejvy3i a jeden nejniZii.

Jiné fefeni. Zaslal p. Jan Novdk, st. VI. tf. r. v Uh.
Brods.

Posouvejme LuzZel (V,k,) tak, Ze vrchol !, pohybuje se
po- vrcholové ptimee V, V,, az podstava takto posunutého kuzele
bude se dotykati kruznice %,. Posunutf provedeme ndsledujicim
zpisobem: sestrojime piédorysnou stopu P vrcholové pifmky
V.V, % z ni vedeme tetny ¢, ' ke kruznici £,. Nyni sestrojime
kruznici, kterd se bude dotykati kruZnice %, a teden ¢, ¢'. Tato
kruZnice jest pak posunutou polohou kruZzmice %,. Spojime bod
dotyku 7', obou kruznic s bodem £ a stanovime prisetik
spojoice PT, s kruznici k,; %etiice pii tom smyslu. posouvani.
Spojnice priseiiku tohoto 7, s V, protind povrchovou piimku
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V.7, v jednom zddaném bod&. Je-li pronik uplny, miZeme se-
strojiti Ctyfi kruZnice, které se dotykaji I, a telen ¢ a ¢’ a to
dvé vné a dv& vniti. Je-li pronik é&dstelny, miZeme sestrojiti
ony kruZnice jen dvé. Tefny v bodech nejvys§ich a nejniZiich
sestrojime, vedeme-li v nich rovnobézky s pifslusnymi spolet-
nymi tenami v podstavé.

Pozndmka. Mé-li pronik obou kuZzelli nekonetné vzddlené
body, coZ vySetifme, posuneme-li jeden kuZel rovnobéiné, az
vrchol splyne s vrcholem druhého kuZele, pak spoleé¢né povriky
udédvaji tyto (mohou byti oviem jen dva, kdyZz podstavy jsou
kruhové), byly by nalezené body ty, v nichz teény jsou rovno-
bézny s =, nejvys&, resp. nejniz§f vzhledem k ~, jen na pif-
slugné vétvi, na které jsou.

[0'e}

Sestrojiti jednodilny rotaini hyperboloid dany dvéma
povrchovymi primkams tého? systému a '

a) jednim bodem na povrchu,
B) jednou rovinow teénou. Prof. Ant. Navrtil,

Cast @) je tdz jako iloha 4. a FeSeni obsaZena tam.

ReSeni tdsti g). Zaslal p. J. Hak, st. r. v Brng.

Oznatme dané piimky téhoz systému a, b, jez musi byti
mimobéZny, a danou tetnou rovinuz. Teénd rovina jednodilného
hyperboloidu obsahuje dvé piimky réznych systémi. Pfimka p
lezici v roviné - a nédleZejici jinému systému neZ dané p¥imky
« a b, musi je protinati, lze ji tedy nalézti jako spojnici pri-
setikid pifmek a a b s rovinou ¢ (kdyby jedna z piimek danych
byla rovnobézna s rovinou 7, hledand piimka p je s nf rovno-
b&znd, prochédzejic prisetfkem druhé s rovinou 7). TH piimky
povrchové «, b a p urtuji opét &tyki rotaéni hyperboloidy,
jejichZz osy nalezneme jako v tloze 4.



694
¢) Z fysiky.
1.

Téleso vdhy W spolivd na drsné naklonéné roviné sklonu
o, Je-li koefficient treni roven u, najdéte velikost F a smér
(vihel & s Sikmou rovinou) mejmendi sily, kterd uvede téleso
v pohyb po Sikmé roviné dolil. R.

Reseni.

Za danych podminek, je-li I sfla vnéjif, ve sméru se S&ikmou
rovinou uhel ¢ svirajici, kterd téleso prdvé uvede do pohybu,

Obr. 1.

pisobf na téleso (obr. 1.) celkem sfly ndsledujici: 1. jeho vaha W7
2. vngjif sila F; 3. reakce (tlak) od Sikmé roviny. Rozlozme
poslednf ze jmenovanych sil na slozku R kolmou na §ikmé
roviné a na slozku s §ikmou rovinou rovnob&Znou. Tato po-
sledni sloZka musi se dle definice koefficientu tfeni a jeito
téleso se prdvé uvddi do pohybu, rovnati uR. JeZto pak téleso
pravé opousti stav rovnovdzny, musi vyslednice viech sil se
rovnati nulle, a tedy také algebraicky soufet primétd vSech
sil na libovolny smér musi byt roven nulle. Promitneme-li sily
ty. na rovinu kolmou k roviné §ikmé, plyne

R4 Fsind—Wceosa=0

a promitneme-li je na rovinu s Sikmou rovinou rovnobéznou

podobné

, Fcos @ + W sine — uR =0,

Z obou rovnic miZeme vyloutiti nezndmou reakci R, &¢imZ ob-

drzfme : }
F(usin® -+ cos @ — W (ucosa—sina)y=0
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¢ili
P— W (u cos & — sin )
T usm Y -+ cos &

Tato sila /' bude minimdlnf, je-li jmenovatel zlomku maxi-

mélni, coZ nastane, jak uéf prvi derivace pro
peos®—sind =20
¢ili
w=1g ¥,

druhd derivace jmenovatele md pro & << 90° negativni hodnotu
—1
cos 9’
F, tedy I' = 0, nastival by pohyb, kdyby thel §ikmé roviny
dostoupil hodnoty « — ¢ takové, Ze

Kdyby mimo vdhu télesa neptsobila na né Zddnd sfla

W sin e =p Weos ¢
¢ili
u= tg &,
Mizeme tudiz trigonometrickou tangentu tohoto hrani¢nfho
sklonu & §ikmé roviny zavésti za definici koefficientu tfenf, takZe
vzorec pro silu F nabude tvaru

P W (tg € cos a« — sin «) __ Wsin (e — a)
T o tgesin® 4 cos® T~ cos(—e) °

Tu jest pfimo bez derivovdni patrno, Ze minimdlni hodnota sily
F nastane, je-li cos (8 — &) =0 ¢&ili ® = ¢ a Ze se rovnd

Frin= W sin (¢ — «).

Jezto dle pfedpokladu ilohy bylo téleso v klidu, muselo
a < ¢, takZe smér sily £ jde vzdy §ikmo vzhiru. Sila tato tedy
jednak téleso nadzvedd, t. j. zmenSuje jeho tlak na §ikmou ro-
vinu a tim také sflu od tfeni, jednak druhou svou slozkou zvét-
Suje sflu tfeni prekondvajici. ' '

Jiné jednoduché teSeni ilohy plyne z geometrie sil; tii
sily v prvém Fefeni vyjmenované musi byti prdvé je§t& v rovno-
vdze. Znali-li v trojihelniku sil (viz obr. 2a) AB — W vihu
télesa a BC reakei od 8ikmé roviny, musi CA byti hledanou
silou F. AB jest ddno co do velikosti i sméru. JeZio pak t&leso
mi privé se dostati do pohybu, musi reakce roviny svirati
8 normdlou k §ikmé roviné dhel e,
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To jest okamZité patrno z obr. 2b. Je-li vyslednid reakce
MN = 8, jest slozka jeji k roviné (libovolng sklon&né) kolméd
MO = R = 8. cos € a slozka rovnobéZnd s rovinou

MP—=Ssine=R . tg e = uR.

Obr. 2.

Smér sfily BC (obr. 2a) jest tedy din thlem <t ABC — & — a.
Sfla CA bude patrn& nejmensi, stoji-li na BC kolmo, pfi temz
stejné jako nahoie

Amin = Fnin= W sin (¢ — a),

a thel mezi jejim smérem a rovinou horizontdlni & — a.

Hmotny bod C spodivd na dokonale hladké naklonéné
roviné sklonu e, jsa drien dvéma nitémi délek 1, a l,, jichZ
druhé konce jsou pripevnény k dvéma bodim A a B naklonéné
roviny, kteréé oba leki v téZe vodorovné roviné ve wzdjemné
vzddlenosti h. Najdéte napéti obou niti a tlak hmotného bodu
na naklonénou rovinu, je-li jeho vdha rovma W, R,

Redeni.
- Hmotny bod C (obr. 3.) jest v rovnovdze plisobenim nd-
sledujicich sil: '
1. vlastni vdhy W, kterd plsobi vertikdln& doli;
2. reakee R,.&i tlaku od podkladu, ktery, jeZto pfedpoklé-
déme Zikmou rovinu dokonale hladkou, musi na ni stdti kolmo;
3. napéti 7, a T, obou niti.
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Jezto tyto sily jsou v rovnovdze, musi algebraicky soutet
jejich primétd na libovolny smér byti roven nulle. Obé& napéti
niti nemaji slozek kolmych k Sikmé roviné. Promitneme-li tedy
viechny sfly v tento smér k §ikmé roviné kolmy, obdrZime pro
reakei R vztah

‘ R — Wcose =0.

Reakei R rovnym je tlak bodu C na Sikmou rovinu.

Obr. 3.

V §ikmé roving samé jsou v rovnovaze slozka CD = W sin«
a napéti niti T, a 7,. Musi tudiZ, jak z kazdého trojihelnika sil
se snadno dokéze
Wsine T, _ T,
sin ACB~ sin BCD =~ sinACD’
Za Ghly ACB, BCD a ACD lze zavésti ahly 4, B, C
trojahelnika ABC nebof, jak patrno,
sin ACD = stn ACE = cos CAE = cos A
sin BCD = sin BCE — cos CBE = cos B

takze
Wsine _ T, _ T,
sinC ~— cosB — cosd
Uhly 4, B a C lze vyjddfit danymi délkami AC =1,
BC =, a AB = h pomoci znémych trigonometrickych vztahd.
Diskussi zvlistnich piipadi 4 — B = 0, takie ACB lef

v té%e pifimce a C =0, 4 = B = %—, takZe niti jsou rovno-

béziné, pienechdvidme Ctendii.
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3.

Na drsné horizontdlni roviné stoji Zebiik, druhym koncem
opreny o stejné drsnou zed vertikdlni (koefficient t¥eni w obou
koncii je tyz), takZe tvori s rovinou horizontdlni sklon «. Jak
vysoko miZe po Zebrilu vystoupiti muz vihy W, anié by Zebrik
se smelkl? Vliastni vihu Zebiiku zanedbejte. R.

Resenif.

Na systém Zebifk 4 Elovék (obr. 4.) plsobi celkem tti
sily:

1. reakce horizontélni roviny R, ;

2. reakee vertikdlni stény £,;

3. védha ¢lovéka W.

Obr. 4.

Viechny tyto tfi sily lez{ v téze vertikdln{ roving, takze
maji-li byti v rovnovdze, musi se ve svém prodlouZeni protinati
v témz bodé.

Smér reakei, zatind-li privé pohyb, jest dén odklonem
90 — & k rovin, po niZ se treni déje, kde fge=—yu a u je
koefficient ttenf. (Viz fedeni dlohy 1.) Ze sméri R, a R, na-
jdeme v obrazci bod P, ktery musi lezet vertikdln& nad bodem
C, kam az smi Elovék vystoupiti. Trojihelnik APB jest patrné

pravothly (<t APB= %), takie AP = AB . cos (; —a— a) .
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Z trojihelnika APC plyne déle
AC AP

T —_ J
sm sin(-g— + oz)

sine __ AB . sine . sin (¢ + )
cose cos « ’

takze
AC = AP .

Je-li faktor u 4B pravym zlomkem, uddvd ndm vyiku, kam aZ
smi ¢lovék vystoupiti; jest patrné CD = AC . sin o . =
= AB sine. sin (¢ + ) tg . Na vize tlovéka nezdlezi, pokud
ovSem zanedbdvdme vlastni vdhu Zebiiku.

M4-li byti moZno, aby ¢lovék vystoupil az na vrchol zeb¥fku,
musi patrng '

sin e . sin (¢ 4 o) -1
coS o
¢ili . :
sin €. sin (¢ + &) > cos (¢ + &« — ¢)
sin €. 3in (e + &) = sin € sin (¢ + &) + cos € cos (¢ + )
neboli

cos € . cos (¢ + @) < O,
to jest

e 4 o= 90°
To jest ostatné ihned patrno z obr. 4., nebof dostoupi-li
bodu B, prochdzeji timto bodem dvé z danych sil, vaha W a reakce
v bodé B, takZe reakce v bodé A musi také jim prochdzeti, coZ
je moZno jen, je-li € 4+ « = 90°. Nemd-li v tom okamziku potit
sklouznuti Zebifku, musi ¢ 4+ « = 90°.

4.

Vypoltéte bez usiti differencidlniho a integrdlniho poétu
polohu téZi5té Fkruhového oblouku poloméru a, a stiedového
whlu 2¢. R.

Refenft.

- Budiz P9 (obr. 5.) dany kruhovy oblouk. Ze symmetrie
jest patrno, Ze t&zist& p poloviny oblouku PA musi leZeti na
pimce tGhel POA pilicf. Podobné musf byti ¢ tézistém druhé

4‘5*
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poloviny oblouku, totiz AQ. Té&zistém celého oblouku PQ bude
bod &, ktery lezi uprostied na spojnici pg. JeZto thel

pON:%-, jest ON = Op . 603%.

Obr. 5.

Jest tedy vzddlenost t&zi§té oblouku 2« od sttedu rovna
cos —g- krite vzddlenosti t62i§t& oblouku « od stfedu. Oznatime-li
si zmin&né vzdilenosti symboly, resp. d (2«) a d (), plati tedy

d (20) = cos % - d ().
Dosadime-li si z.a « 1hel polovi¢ni, plati déle

o

d () = cos - d(%)
d(-g—-)zcos—%— . d(—z—)

o . , o o
d ('2;) = cos ontz ¢ d (—2—;_*_—1-).

Zn4sobenfm pravych i levych stran viech rovnic plyne tedy

tili vSeobecné

_ o o o o o
d(20‘)—00.€-2—.. COST. COS%—...COSW—.d(*‘F_T).
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Je-li n tslo velmi veliké, lezi t&zisté uprostfed nekoneéné
kritkého oklou¢ku, ktery lze povaZovati za pfimku, takZe
d (—.‘)‘:‘—4_1-) = a, poloméru kruhového oblouku. Je-li tedy » ne-
konetn¢ velikym, obdrzime pro hledanou vzddlenost d vzorec

dQ2e)=d=ua. cos—g—cos%cos%. . . ininf.

Tento vzorec lze pfevésti na koneény tvar substitucemi

o sin o
coS —§‘ = ——7
2 sin 9
.o .«
sin 5 2 sin 5
08 — = =
4 .o« 1
2 sin T 4 sin T
sin L 4 sin =
o 4 4
0§ — — = atd.
8 2 sin 8 sin —
8 8
Zndsobenim na obou strandch obdrzime
co Z ‘cos - ad 08 — sin @
32. 4-003?-..0 2m— ] p
_ 2m sin 9=

Je-li m nekone¢nd velikym, miZeme za sinus velmi malého

thlu psédt Ghel (v obloukové miie), &ili sin —g—m = -%_;, takZe pro

hledanou vzdélenost t&%isté oblouku dostdvdme

sin

d(2a)=d=a'. gl

Z toho na pf. t8zi§té polokruhu (2¢ = =)

d (x) =% — 06366 . a.
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o.

Trojboky hranol spocivd jednow stranou na roviné hori-
zontdlni, tak e druhd strana tvoFi s rovinou vodorovnow tihel
e, treti pak shel B. Na téchto dvou opacné sklonénych Sikmyjch

. rovindch spoéivagi hmoty m, a m, spojené besvdinou niti, jes

‘b&#i pres kladku ma hoteni hrand upevnénou, takie je rovmo-

béind s obéma naklonénymsi rovinami. Jsou-li koefficienty t¥eni

na obou rovindch w, a u,, najdéte vysledny pohyd téch hmot.
R,

Regeni.

Jestlize pohyb vibec nastane, tedy se pohybuje jedna
z hmot, tieba m, (obr. 6.), po své Sikmé roviné dold, druhd m,
vzhiiru a pohyb obou je charakterisovin tymZ urychlenim a
jezto nit jest neprodluzitelnou.

Obr. 6.

Sily plsobici na prvou hmotu m, jsou:
1. sila tfZze — vdha hmoty — m, g ptisobici vertikdlné doli;

2. napéti niti (vSude stejné) T, = T, = T smérem Sikmé
roviny vzhiru, a konein&

. 3. reakce od 8ikmé roviny, kterd budiZ rozloZena na slozku
R, k 8ikmé roving kolmou, a slozku u, R, ve sméru proti pohybu
(srovnej poznémku v feSeni alohy 1.). Hmota m, nemd urychleni
k §ikmé rovind kolmého, takZe soutet primétd veikerych sil
na tento smér musi byti roven nulle, t. j.

R, — m,g cos « = 0.

Tim je ddna nezndmd slozka reakce 8ikmé roviny ve sméru na
ni kolmém. Soulet primétd sil na smér §ikmé roviny, doli za
positivni vzaty, musf se rovnati sile vysledné, urychleni a hmoty
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m, zpusobujici, to jest soutinu m,a. Dle toho méme
myg sin &« — u R, — T = mya,
¢ili dosazenim za R,
m,g (sin &« — p cos @) — T = m,a.
U druhé hmoty m, obdriime zcela tymZ zplisobem
myg (stn B+ py cos ) — T — — m,a.

Eliminujeme-li z obou rovnic nezndmé napéti niti 7' odeltenim
druhé rovnice od prvé, dostdvidme pro vysledné urychleni

__myg (sin @ — p, cos &) — m,g (sin =+ p, cos f)

- m, -+ m, :
Vyjde-li pro « hodnota zipornd, vidime, Ze nemize existo-

vati urychleni ve sméru, v némZz jsme pohyb pfedpoklidali.

_ Musime zkusiti, zdali miZe existovati urychleni o' ve sméru

opatném dle vzorce piemisténim indexi 1 a 2 a tGhlu o a g

ziskaného

y __ Myg (sin B — py cos B) — m, g (sin o 4 py cos @)
T my, + my, )
Vznikne-li i tu hodnota zdipornd, tedy to znamend, Ze,
byl-li systém pidvodn& v klidu, tedy pohyb vibec nenastane.
Vime-li v8ak, Ze jsme systému pivodné udélili jistou po-
tatetni rychlost »,, na pt. smérem dold po prvé roving, tedy
utinkuje urychleni @, zrychlujic &éi zpozdujic pévodni pohyb,
dle toho, je-li kladné &i zdporné. V druhém pifpadé se systém
zastavi po dob& ¢, dané vztahem v, 4 a f, = 0 a jest nutno
ze znameni o’ vySetfiti, zdali ze stavu klidu bude se pohybovati
ddle opatnym smérem.

a

a

6.

Cyklista jede po horizontdlni roviné rychlosti V. Ze
zadniho kola poloméru a odletuji pri tom zachycené kousky
bldta. Do které nejvétsi vysky mohou p¥i tom byti odhozeny ?

R.

Reseni.

Nejprve jest nutno vySetfiti skutecnou rychlost libovolného
bodu P (obr. 7.) na obvodu kola vzhledem k zemi.
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Vzhledem ke stiedu kola O mé bod P rychlost P 7 smé&rem
tangenty ke kruhu poloméru a. Stfed kola O md vSak vzhledem
k zemi sdm rychlost OX smérem horizontilnim. Nenastdvd-li
z4dné smykéni kola po podkladu, musi nutn& obé& rychlosti byti
stejné, to jest PT— OX — V. Skutetnou rychlost (vzhledem
k zemi) bodu P obdriime sloZenim rychlosti PT a PH = OX,
takze jest ddna co do sméru i velikosti diagondlou PS rovno-
béznika rychlosti PHST, kterdz patrné pili thel HPT. Spojime-li

N—EQ
P
; a |
CNX 0
s A |
YR ;
—1
‘Obr. 7.

bod P se stfedem kola O a s jeho nejniz§im bodem L, vznikne
ndm trojihelnik LOF podobny trojihelniku PTS, jak je okamzité
patrno, doplnime-li stranami PY a YL rovnob&znik LOPY.
Mimo to je patrng¢ PS | LP.

Z podobnosti trojihelnikii pak plyne

PS _LP

PT = 10"

Je-li tudiz rychlost V zndzornéna polomérem kruhu LO,

jest vyslednd rychlost bodu P vzhledem k zemi znézornéna

délkou tétivy LP a jeji smér jest na t&tivé té kolmy. To plati

pro libovolny bod obvodu. Z toho plyne na piklad, Ze skutetnd

rychlost nejvy$itho bodu kola M jest rovna 2V a méd smér

horizontdlnf. Rychlost bodu nejnizitho L jest rovna nulle, jak
je ostatnd samoziejmé.

Pravé ziskaného vysledku uzijeme nynf k feSeni nasi vlastni
tilohy. Skute&nd rychlost kousku bldta, utrhifho se od obvodového

i PS=7V . P(—f-.
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bodu ¢, je stejnd jako rychlost tohoto bodu, tedy rovna V. %Q

a mi smér QM ] L@. Oznatime-li si dhel OQL pismenou 4,
je vySka, v niZ kousek blita byl odhozen nad rovinou dréhy,
rovna LN = LO 4+ ON = a (1 4 cos 29).

Vertikélni slozka jeho rychlosti jest

V.%Ii Stnd = % sin®.LM.cos®=2Vsin®cos®= Vsin29.

S touto vertikdlni rychlosti vrZené té&leso dosdhne vysky vrhu

(V.sin29)?
29

, takie celkovd vySka, jiZz odhozeny kousek blita
dosdhne, jest '

2
h—=a 4 a cos 29 } 127—& sin? 29,

Dosadime-li za sin®28 — 1 — cos®2®, miZeme psdti dosaZenou
vysku . jakozto kvadratickou funkeci cos 29 ve tvaru
2

‘ (a—|— )-—{—acos?ﬁ——zqcos’?ﬂ
nebo doplnénim .
14 ag
h_(u—{— )+2V2_ g[cos?ﬂ W]’

Vyska % dosahuje patrn& tehdy maxima, jestlize posledni pod-
statné positivni ¢len, ktery odetitime, je roven nulle, to jest,
je-li

ag

V..

Tato podminka ovSem miZe byti splnéna pouze tehdy,

je-li V¥> ag. V tomto pifpadé je maximalni vyika nad zemi,
jiz bldto miiZe dosahnouti, rovna

cos 28 =

(Itq+V2)'l
”’"—'H“ +2V2“ T oogvE

Neni-h == pravym zlomkem, musime vyraz v zdvorkdch ve vztahu

pro h uémltx absolutng co nejmensfm, to jest cos 29 — 1, &ili
@ = 0. Pak nejvétsi vySe nad zemf dosihne blito odlétnuvif
v bodé A/ od kola, a jezto odletuje horizontilné, nemize se
dostati vySe nez bod M, takie h = 2a.
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1.

Velmi vizkd na jednom Fkonci trvale wzaviend trubice
sklenénd vSude téhof priFezu je po celé své délce opatiena
stejnomérnygm délenim. Maly sloupecek rtutovy délky 1 cm uza-
vird v trubici otvorem vzhiiru vertikdlné postavené jisty objem
suchého vzduchu, dany za teploty 0°C poitem n dilci. Jaky
novy objem w' dilcii zauyme vzduch, zvysime-li teplotu na t°C -
a sklonime-li trubici, aby tvoFila dhel & s horizontdlni
rovinou? Za pokusu jest barometricky tlak ddn vyskou H cm
nullstupriového rtufového sloupce a kubicky koefficient roztas-
livosts skla je k, koefficient roztazlivosti veduchu pak e.

Mohli bychom dvou odelteni za vertikdlnich poloh jednow
otvorem wvzhiru, podruhé dolii a za teploty nezménéné uzit
% stamoveni barometrického tlaku?

Vieobecny vysledek applikujte na hodnoty n =72, k =
000027, @ = 0:00367, t = 50% & = 30°% l = 5 cm, H=76 cm.

R.

ReSeni, jez zaslal p. J. Hak, stud. redl. v Brng.

Stoji-li trubice otvorem vzhiiru, pisobi na uzavieny sloupec
vzduchovy tlak dany délkou sloupce rtufového (H + 1) em. Za-
vedme pro zddnlivy koefficient roztazlivosti vzduchu ve skle
oznatenf y = « — k. ZvySime-li za nezménéné polohy teplotu
z 0°na £° C, stoupne objem vzduchu z » diled na nt ==n (1 4 7¢).
Sklonime-li pak trubici, aby tvofila dhel 8 s horizontdlni rovinou,
zmendi se tlak na vzduch pisobici z (£ 4 1) na (H + I sin &)
a novy objem bude ddn poltem dilct

I H4+1
ve= "H+ L sino
¢ili
- : H41
l — V —_—
We=n(l 4+ gy s
Jsou-li objemy pfi obou vertikdlnich polohdch za nezménéné
teploty ddny odeétenymi polty dilcd », a n»,, plati

Ty (H—=1)=mn, (H+1)



a z toho plyne pro barometricky tlak
H=1.mtm
nyg — M,
Dosazenim udanych zvldstnich hodnot do hofeniho vzorce plyne
n'; = 86°9.

8.

Pred spojnou éoékouw L ohniskové vzddlenosti f jest po-
staven centricky ve vzddlenosti a na ose bodovy zdroj svételny
S. Paprsky lomené dopadaji na prisvitné stinitko E ve vzddle-
nosti b za Cdodkou, kde3 vytvori osvétlenou skvrnu M. Do které
vaddlenosti z za stinitkem bychom museli postaviti novy zdroj
S, tése svitivosti jako S,, aby (bez uziti éolky) osvétlil stinitko
stejné, jako je skvrna M? R.

Redeni, jez zaslal p. K. VavFine, stud. VIIL g. v Caslavi.
Maji-li oba zdroje S a S’ tutéz svitivost, tedy vysilajf
v témZ prostorovém thlu totéZ mnoZstvi paprskii. Podminka

L
M
a b'\c
‘Nl/ls
L

Obr. 8.

tulohy jest tudiz vyjaddiena (obr. 8.) rovnosti dhld
<X LSL' = < MS'M'.

Z podobnosti trojihelniki '
A\ ASL oo A BS'M

a » AN\ ACL ~o A\ BCM
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plyne o
AL : BM —=a:x
a — ——
AL: BM = AC: BC
Gl

kde jsme psali AS = a a hledand vzddlenost BS’ = z. Pro
spojnou fotku plati vztah
. (@—f) (AC—f)=r
¢ili
AC = af a B@:E—b:(a_*'b)f_ab,
a —f a — f

Dosazenim do hofeni tméry
0.z — af (@4 b)f—ab

Ta—f" a—f

plyne pro hledanou vzdélenost
_ f(a+b)—ab
xr= f .

9.

U Coulombovijch torsnich vdZek jest zavéena magnetka
na tenkém vldknu kovovém. Md-li se vychyliti z meridianu o 1°,
musime hoveni Kkonec vlidkma stoditi o nm — 24°, PribliZime-lt
k jednomu z polic magnetky stejnojmenny pol dlouhého magnetu
tybovitého, nastane vychylka magnetky 2z meridianu o whel
o= 20° a tento se sredukuje na o' = 12° stodime-li v opacéném
sméru horeni konce vldkna o 3%/, celyjch otolek. Kiery zdkon
o vzdjemném pusobeni dvou wmagnetickgch polii lze z tohoto
pokusu dedukovati?

Reseni. Supponujme, %e sila piisobici mezi dvéma (isolo-
valiymi) pOly magnetickymi jest rovna _C_"l:__');fi’ kde » jest jejich

vzdélenost. g
V nafem piipadé pii vychylce o jest vzddlenost obou péli
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rovna [ sin ——, pii ' pak [ sin —

5 takze pomér sil jest

27

i\ x
Sin ——
2

L a
sin -
Uchylka zavéSené magnetky o 1° jest zplisobena torsi zdvésu
0 (n—1)°% Pii tchylce o plsobi tedy zpétnd sila od zemského
magnetismu rovnd ¢ (» — 1) a torse zdvésu «, tedy celkem sila
méfend soultem o« (n — 1)} ¢ ==oan. P¥ druhém pokuse,
kde torsnf hlavice byla otofena o &°% ptsobf zpét sily o' (n — 1)
a k + a'. Z toho plyne vztah

of\*
St ——

o .
el T en+k
sm—2—- +

Dosazenim hodnot danych plynulo by x — 2°4. Hodnoty
spravnéj¥i jsou n = 25° a ototka torsni hlavice v druhém pokuse
o m =3 . 360" = 1080° Pak plyne z — 2-0.

Presn&jsi theoretické zpracovdni bylo by nasledujici: Sfla
—Cﬂzﬁ%‘— piisobi na rameno délky —é— rovné poloviéni délce ma-
(l sin —)

2
gnetu vzhledem k tomu, Ze jeji smér svird s kolmicf k rameni

dhel —g— , 0t4tivym momentem

1 o
Const.—z- . €08 5

(l sin %)X A

Podobny vyraz mame pro otitivy moment za vychylky o'.

Je-1i intensita zemského pole magnetického rovna H, a mnoz-
stvi magnetické na pélu zavé§ené magnetky rovno m, jest otdtivy
moment m H . 1. sin 1° méfen torsi vlikna o (» — 1)°, tedy roven
A.(n—1), kde A jest jistd konstanta od materidlu a tloustky
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vidkna zévisld. Jojt velikost A = —— mH ! sin 1° znatf torsn

moment vldkna pro otoleni hlavice o 1°

Mi-li byti v pfipadé vychylky « a «' rovnovdha, musi se
otdteci momenty vzniklé odpuzenim souhlasnych péli rovnati
momentim zpét pisobicim a jednak od zemského pole magne-
tického, jednak od torse pochodicim. Tak vznikaji rovnice

Const. —é— cos%
(] oy =ml Hsin o + —I .l Hsin 1°
 sin )
Const. % . cos 12'— otk
- = ml H sin o« + i ml Hsin 1"
(z sin ?) |
Délenim obou méme pro uréeni z rovnici

sin -2—' cos -g- . sin o + ¢ —1 sin 1°
sin—-g~ cos g' sin o + +/6 sin.1° ’

kterou po dosazeni numerickjch hodnot lze snadno Fesiti.
Dfive udany vztah jednodu$di obdrzfme patrn&, kladouce

‘

na levé strand pfiblizné cos -%..—_ cos 02‘— a pifice na pravé

strané thly misto sinusd.
10.

Elektrickym proudem vyvine se za n = 5 minut, za teploty
t==16° C a barometrického tlaku b==71 cm objem v = 1506 cm®
traskavého plynu, p¥i dems stoji voda ve voltametru o h =
136 cm niie neZ wvné voltametrické trubice. Do téhoZ proudo-
vodu zarazend tangentovd boussola jevi tichylbu ¢« = 17°. Jak
veliky je jeji redukéni faktor? Specifickd hmota rtuti je

S=136 L, R.
cm ‘
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Redent.*) Zaslal p. J. Hak, stud. redl. v Brns.
Tlak, jenz pusobi na V\vmuty plyn ve voltametrické trubici,

jest P=10b -+ 5 ,ph temzjeho absolutni teplotajest T—=273 -}-¢.

Objem. ktery by zaujimal za teploty T, — 273° a pfi barome-
trickém tlaku P) — 76 c¢cm Hg, jest dle stavojevné rovnice
V.rP.T,

POT :

Proud intensity 1 Ampeére vyvine za 1 sekundu objem
Vo = 0174 ¢m? tfaskavého plynu, takZe intensita proudu, jenz
za Cas N sekund (V= 60xr) vyvine objem V, jest

14
VNV’
Reduk¢nf faktor tangentové boussoly jest pak dan vztahem

J = C.tang «. Dosazenim obdrzime vzorec
. vPT,
C = W . Cotg o,

takZe z danych hodnot plyne C — 8445 Ampere.

V=

J =

Reseni dloh zaslali:
Pénové : .
Jan Andrlik, stud. VII. tf. g. v Praze, v Zitné ul.
‘m. 3, 4., 9, 12, 14, 21, 22, f. 1, 6., 10.,
Zad. Bilian, stud. VLI. t¥. g. v Praze, v Zitné ul.
, 3., 4, 7.—10., 12,, 13., 14., 17., 18,, 20.—25., 27.,
t l 5 7 10
Ladislav Blumenschem, stud. VIL tf. r. v Kromé&izi
m. 1, 3., 4, 11., 12,, 14, 15,, 16,, 20., 22, d. 1.,
Arnost Benda, stud V[l[ ti‘ g. v Brne
m. 1, 3., 4., 7.. 8, 9, 14,, 15., 21.—24..
Ladislav Dam?el, stud. VII. tF. r. v Pardubicich
m. 1, 3.—9, 12.—16., 21.—23., 27, {. 6,,

*) V pivodni text vloudily se omylem dvé na prvy pohled patrné

chyby: V tddku druhém stilai misto ¢+ a v poslednim S = 1:36 c—:-l—s misto

sprdvné zndmé hodnoty 136 cm3
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Igndc Dvornik, stud. VII. tr. g. v Kromé&tzi
m. 7, 8,9, 11, 14, .
Milos Elia$, stud. VIL. tf. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1., 3.—10.,, 12, 13, 14, 17, 18, 20.-25., 27., 30,
f 1., 5 T 10 :
Arnost Feuermann, stud. VIL tF. g. v Prerové
m. 21,, 22., 25,
Jirt Friedldnder, stud. VIL tF. g. v Roudnici
m. 1., 4—7., 9., 12—15,, 18, 20.—25., 29, 30.,
Frantisek Friedmann, stud. VI. tf. g. v BeneSové
n. 1, 2, 4., 5., 8, 13, 14, 17,, 21., 22, 23,
Bedfich Frydrych, stud. VII. tf. g. ve Valaiském Mezifftf
m. 3.—8., 13. 14, 15, 21., 22, 23,
Fr. Gregor, stud. VIL ti. g. v Kroméifzi
m. 20., 21, 23., 24., 25,, 27., 28,

Jan Hacker, stud. VII. tf. r. v Kladng
m. 1.—4,, 6., 8, 10 —16., 20, 21, 22, 24., 25, d. 1.,
3.-1, f, 2, 8., b,
J. Hak, stud. Va tf. r. I. v Brné
m. 1., 3.—8., 10.—18,, 20.—26., d. 1.—6, 8., f. 1.. 4.,
5., 7., 9., 10., .
Milos Hampl, stud. VIla tf. g. v C. Budgjovicich
m. 1, 3, 4,5, 7, 8,9, 13.—16.,, 18., 20.—25,
Otakar Hanué stud.” VII. t. g v Praze, v Zitné ul.
m. 1, 4,7, 8., 9, 14,
V. Hemdl stud. VIL tF. g. v Praze, v Zitné ul.
n. 3, 4., 7., 12, 13, 16., 20.,, 21.—24., 27, f. 1.—5, 7.,
Zdenék Hladky', stud. VI tt. g. v Mor. Ostravé '
m. 1.—7,, 9., 18., 14, 15., 21, 22,, 23., 30..
SIE. Zdenka Horakova, stud V tf. r. g. ,,Mmerva“ v Praze
m. 10.—14,, 16., d. 1.

Pénové:
Frant. Homlek, stud. VII. tf. g. v Pelhfimové
m. 4., 13, 25,
Antonin Jandec'ka, stud. VIL tf. r. v Pardubicich :
‘ m 1, 3., 4, 5, 7, 8, 9, 12, 13, 15, 16., 21, 22,
23., 27,
Josef Janke, stud. III. tf. g v Trebféi
‘m. 3., 4.,
0. Janota, stud. VI. tI' g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1., 3.—10., 12.—16., 20.—25., 27,
Boh. Kameniclky, stud VII. tf. r. na Kral. Vinohradech
m. 1.—9, 12.—18, 21.—-30, f. 1., 3., 4., 6.,
Pavel Klein, stud, V. tt. g v Praze, v Zitné ul.
m 1, 3, 4, 7, 9., 14, 15,
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Jaroslav Knotek, stud. VII. tf r. v Karling
m. 1.—30,,
Josef Kodrle, stud. VII. tf. r. v Pardubicich
m. 1, 3.—9,, 12.—23,, 27, 28, d. 1.—4,, 6,,
Kuétoslav Koldovsky 4, stud. VI, ti‘ g. v Praze, v Zitné ul,
m. 3.—10, 12., 13, 15., 16., 20.—25., 27., '
Ladislav Kolenat_a], stud. VII. tf. T. v Rakovnice
. 1., 8.—10, 13, 14, 15, 17., 20.—24., 27., 28,
Frantisek Korec, stud. VIII. tf. g. v. Praze, v Zitné ul.
m. 1., 3.-10,, 12, 13., 14., 16., 20.—25., 27,, 30., f. 1..
4—17., 10,
Jan Kouba, stud. Vila ti. 1. v Karling
m. 1.-30.,,
Jan Kwvét, stud. VII. tf. g.. v Praze, v Zitné ul.
m, 1 3., 10., 12, 13, 20.—4., f. 1, 3., 5., 7,, 10
Rudolf Lul.es, stud VIIa th. r. v Kar]mé
f. 1.-10, = -

Hub. Masavik, stud. g. v Pierové
1, 4., 8, 12, 15,, 21, 22, 23,
Josef Masek, stud. VII tf. r. v Jiting
m. 1., 3.—6., 14,, 15,-16., 17., 20,, 21., 22., 24.,
Cestmir Morazec, stud, VIIL tF. g v Praze, v lltné ul.
_ m. 1. 3.—9, 12, 13, 14, 20.—-23,, 25, 30, f. 6, 10,
Jan A. Novik, stud. VIL tf. r. v Uh. Brodé&
- 1,4-8, 11, 18, 20—25, d. 1.-8, {. 1.. 3.—6,
Jiri Pazourck, stud. VIL té. g v Praze, v Zitné ul i
m. 1., 3.—10, 12, 13, 14. 16., 18.. 20.- 5., 27., 30.
- £ 1, 4-8, 10,
Jacques Platschick, stud VII ti. g. v Uh. Hradisti
m 1, 4,5, 7,12, 15, 21, 22, 24,
Karel Pohanka, stud VII tf. g. v Praze, v Zitné ul.
m 17 31—10 12, 13, 14, 16, 20 —25., 27., 30., f. 1.,
— 0
E. Pokomy, stud. VI tk. g. v Praze v Zitné ul.
m. 1, 3. 4, 7,8,9, 13, 14, 16, 27,
Silv. Prdt, stud. \III {. g. v Praze, v Zitné ul :
m. 1, 4, 6—10, 13, 14., 20 21., 22, 24, <5, 30,
£ 1,4, 6 10.,
Bokh. Procha‘ka, stud V. ti. r. ve Val Memiéi
. 21, 22,
Vaclav Proclzuzlm, stud. VIIp tf. r. v Karling,
d.1,3,4,6,7,8.f1.2,3,5.6, 17,
Zdenél: Radl, stud VIL tf. g. v Praze, v Zitné ul.
m 1,3 10, 1.., 13., 14, 16, 17, 18, 20.—25,, %7,
30, f 1,5, 7 _
46
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Hulert Ripka, stud. VIL. tf. g. v Praze, v Zitné ul.
m 17 31(—)—10 12, 13, 14, 16, 20.—25.,. 27, 30, f 1
Antonm Rohaé stud. IV. tf. g. v Praze IIL
m. 25b.,
Frantisck Trihdk, stud. VIL tf. r. v KroméHzi
m. 1, 3, 4 21, £ 8, 10,
Josef Schraml stud VIL tr. g. v Praze, v Zitné ul..
m 3, 4,9, 21l,22,1f1
Arved Smwhovslm, stud. V. t. g v Praze, v Zitné ul.
m 3, 9, 13.. 21, 22.. 25,
Antonin 6ou7cup, stud. VL. t. g v Praze, v Zitné ul
m. 3, 4, 13, 16, 18, 21.—25., 27,
Alois So;ka stud.” VL. 't. g v Praze v Zitné ul.
m. 3, 4., 6., 1,9, 14,
Egon Stern, stud VIL tf. g. v Praze, v Zitné ul. .
m. 1., 4, 7.—10, 12.—16., 18, 20.—25.. 27., f. 1, 2.,
5,1, 10,
R. Stojdnek, stud. VI t¥. r. v Kutné Hofe
m., 1.—»3., 25.—30.,, d. 1.—8,, f 1.- 10,
Viclav %t{'rbsgl%y, stud. VI. t¥. r. g. v Klatovech
Ludmlc Suchy, stad. VIL tf. g. v Praze, v Zitné ul.
m 1,3, 4,7, 8,9, 12.—18, 20—24., 27,£ 1, 2
9., 7., 10
B. Tetour, stud. VII. tf. g. v Kromé&rizi
, 3., 4., 6.—9., 11.—15., 20.—217., “9., 30.,
Anlom’n Va’vra, stud. VIL tf. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1., 3, 4, 7., 8 9, 12—15, 18., 20., 21, 23, 24.,
217, f. 1, 2, b, '
Karel Vavrma, stud. VIII tf. g. v Céslavi
m. 1., 3, 4 5, 1., 8., 13, 14, 15, 21.—24,, f. 1, 2,

3., 5—8
Antonin Veleézlc stud VI. ti. r. v Lipniku
m. 4., 21., 22.,
Viclav Veselj, stud. VIIb t. g. v C. Budgjovicich
m. 3., 4., 10,
Karel katora, soukromy studujict
1., 8, 9, 13., 15, 17.—20.,
Jaroslav 215716e/r stud. VI "tF. r. v Turnové
m.
Otalkar ba/ar, stud. IIL r. vy§. prim. 8koly (stroj. odd ) v Brné
m. 1., 3.—T7., 11.—16, 18., 20., 22, 23, 25., 28, 29,

30., d. 1.—6., 8.,
Bol. Szmek stud. \Il tf. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1, 3, 4., 7.-10, 12, 13, 15.—18, 20—‘)5 27,
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Viadimér Skarda, stud. VI tf. g. v Praze, v Zitné ul.
" m. 3. 4., 13, 16, 18, 21.—25, 27, c
E. Slechta, stud. VIL tf. r. v Kutné Hote
m. 1.—30.,
Miloslav Zahrddka, stud. VII. tf. g. v BeneSové
m. 1.—5.. 8., 13, 14,, 15, 17,, 21,, 22,, 23,
Bohumil Zajiéel, stud. VI. tf. g. v Praze, v Zitué ul.
m. 4., 12,, 13., 16. 20,, 27, f. 2., 7., :
Lad. Zrcek, stud. VII. tf. r. na Krdl. Vinohradech
m. 1., 3.—10., 14.—18., 21.—27., 29., 80..,
Viadimir Zabskyj, stud. VIL ti. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1, 3, 4, 8, 9,
Beze jména, gymn. z Hradce Krdlové
m. 12, 13., 16. ‘

Udéleni cen.

Z mathematiky:

Redakce tloh prFihliZejic néjen k pottu, ale i k jakosti
feSenf, pfisoudila témto panim feSitelim ceny vypsané vyborem
,Jednoty Ceskyeh Mathematikdi a Fysikd“. ‘

Ceny prvni:
J. Hak, Vilg r. I. v Brné :
Boh. Kamenicky, VIL r. na Krdl. Vinohradech
Jaroslav Knotek, VII. r. Karling¢
Josef Kodrle, VII. r. v Pardubicich
Jan Kouba, VIla r. v Karling _
Zdenék Radl, VII. g. v Praze, v Zitné ul.
R. Stojanek, V1. r. v Kutné Hofe
E. Slechta, VII. r. v Kutné Hote
Lad. Zrcek, VII. r. na Kril. Vinohradech

Spis: Dr. F. J. Studnitka, Uvod do analytické geometric
v roving, obdrzi pdnové Jan Kouba a Jaroslav Knotek.

Ceny druhé:
Milod Elidgs, VII. g. v Praze, y Zitné ul.
0. Janota, VI. g. v Praze, v Zitné ul. _
Kuétoslav Koldovsky, V1. g. v Praze, v Zitné ul.
Ladislav Kolenaty, VII. r. v Rakovnice '
Jirt Pazourek, VIL. g. v Praze, v Zitné ul.
Karel Pohanka, VIII. g. v Praze, y Zitné ul.
Hubert Ripka, VII. g. v Praze, v Zitné ul.
Otakar Safd#, III. r. vys. prim. 3k. v Brné
B. Tetour, VII. g. v Kromé&FiZi.

46°
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Ceny tfeti:
Zd. Bilian, VIL g. v- Praze, v Zitné ul.
Ladislav Daniel, VII. r. v Pardubicich
Jirt Friedlinder, VII. g. v Roudnici
Jan Hacker, VII. r. v Kladné
Milos Hampl.-VIL g..v C. Bud&jovicich
Frantisek Korec, V1I1. g, v Praze, v Zitné ul.
Egon Stern, V1L g. v -Praze, ¥ Zitné ul.
Ludvik Suchy, VII. g. v Praze, v Zitné ul.
Boh. Simek, VIL. g. v Praze,-v Zitué ul.

Z deskriptivni geometrie:

Spis: K. Zabradnfk: O plochich druhého stupné, obdrzf

pénové:
Josef Hak, VIL. r. v Brns,
Josef Kodrle, VII. r. v Pardubicich,
Jan 4. Novdk, VI. r. v Uherském Brodé.

" Mimo to obdrzf pinové:
Jan Hacker, VII. r. v Kladng,
Boh. Kamenicky, VII. r. na Kr. Vinohradech,
V. Prochdzka, VIIb r. v Karling,
Rudolf Stojanelk, VI. r. v Kutné Hofe,
Otakar SafiF, vyssf primysl. gkola v Brng,

. spisy: Jarolfmek: Deskriptivui geometrie pro vy3sf Skoly
redlné, Dil 1., [I, III, a Jarolimek: Deskriptivni geometrie
v tlohdch. :

Z fysiky:

Strouhalovu , Thermilu* obdrzf pp.:
Luke$ Rud., Vlla r. v Karling
Stojdnek Rud., VI. r. v Kutné Hoie

Strouhalovu: ,Ocel a jejf vlastnosti galvanické a magne-
tické“, obdrzf pp.:

Hak .J., Vlla r. v Brné .
leindl V., VII. g. v Praze, v Zitné ul.
Kovrec Fr., VIII. g, v Praze, v Zitné ul.
Novdk J. F. VI, r. v Uherském Brodg
Pazourek Jiri, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
Pohanka Karel, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
Prochdzka Vdclav, VII/ r. v Karliné v
Ripka Hub., VIII. gymn. v _Praze, v Zitné ul.
Vaviina Karel, VIII. g. v Céslavi.
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