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Reseni zvlastniho problému prOJekthHOStl
a jeho uziti.
Pise Bohumil BydZovsky.

Chasles-iv zndmy problém projektivnosti®) 1ze zobecniti tim
zpisobem, Ze hledané svazky paprskil nahradf se svazky kuZelo-
setek. Nechdvaje stranou obecny problém, jenZ by se tu naskytl,
poddm FeSeni problému zvl4itniho, formulovaného takto:

V dtvaru prového Fddu je ddna skupina prokd e,, . . ., ex;
v roviné je ddna skupina stejného poétu bodd A,, . .. Ai
Jest urciti svazek kuZelosecek o basi X,, X,, X;, X, tak, aby
byla vyplnéna projektivnost vyjddiend vztahem ‘

[Xy, Xoy X5 Xgd (Ayy oo oy A1) R (g, - . oy ),
kde symbol na levé strané znati kuZelosetky svazku urlené po-
stupnd body 4,, . . ., Ax.

Tato uloha poéind pro » — 4 a konéi piipadem % — 11;
nebof k ureni svazku kuZeloselek je tfeba osmi podminek a
k urteni projektivnosti tif, celkem jedendcti.

Uloha byla formulovdna a FeSena pro t —4 az k=19
H. Kortumem.?) Zvolil jsem k feSeni zpisob odlisny od Kortu-
mova ; fefeni vypadlo tak zna¢né strundji. Mimo to jsem potal-
hned s pifpadem % =05 a postupoval az k piipadu % — 11.
Reseni: provedl jsem veskrze linearns, urluje pH-
sludny svazek kuZelosefek, nikoliv jeho basi.

1) V. Ed. Weyr: Projektivna geometrie atd., str. 97. Re#eni problému
je udéno na pf. v knize R. Sturm: ,Die Lehre von den geom. Verwandt-
schaften“ sv. 1. str. 348 — 366. )

3) H. Kortum: ,Uber geometrische Aufgaben dritten und vierten
Grades“. Bonn 1869 (Price pocténi cenou Steinerovou v r. 1868), str. 34. az
58. Kortum fesi tyto ulohy kvadraticky, a¢ to neni nutné. V. dile v textu.
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JakoZto zajimavou applikaci této 1ilohy provedl jsem v dal§im
linedrni konstrukci rovinné k¥ivky pdtého stupné urtené dvaceti
jednoduchymi body.

Vlastnimu feSeni obou tloh pfedesilim fadu linedrnich
konstrukcf pomocnych, jeZz i samy o sob& jsou zajimavy.

\
I. Konstrukce pomocné.

1. Jsou ddny dvé kuZelosecky o zndmyjch dvou priseéicich ;
obéma neandmymi prisetiky a tfemi body jest poloZiti kuzZelo-
seéku.

Uloha fesf se takto: spojnici p obou nezndmych prasetiki
Ize uréiti linedrné& *); rovnéz linedrné lze na p sestrojiti polarni
involuci, jez ptisludi vSem kuZelosetkdm, jez protinaji tuto
piimku v tychz bodech jako kuZzelosetky dané. AvSak sestroje-
nf kuZelosetky, jejiz tii body jsou ddny a jeZ indukuje na dané
ptimce znidmou involuci, je zndmo a provede se linedrné. *)

2. Jsou ddny dvé dvojice kuZeloselek; pro kaddou dvojict
jsou zndmy dva priseliky. Obéma dvojicemi nezndmych prei-
seéika a jednim bodem jest poloZiti kudelosecku.

Tato vloha fe§i se linedrnd, nebof se pievede tymz zpi-
sobem, jako tloha predchazejicf, na konstrukci kuzelosetky, jez
prochdzi danym bodem a indukuje na dvou danych p¥{mkich
zndmé involuce. )

3. Jsou ddny dvé kuZelosecky K,, K,; Zddny jejich pri-
sebik meni gmdm. Jest sestrojiti kuseloseCku K uréemou témito
étyrmi priseéiky a bodem P.

Hledand kuzelosetka nélezf do svazku [K,, K,] urteného
kuzelosetkami K,, K,. Poliry bodu P vzhledem k ob&ma kuZelo-
setkdm sestrojf se linedrnd; budiz P’ jejich prisetik. Timto
bodem prochdzeji poldry bodu P vzhledem ke vSem kuZelosetkdm

8) V. F. Enriques: Vorlesungen aber projektive Geometrie. Leipzig
1903. Str. 269.

$) V. E. Weyr, v knize uv, str. 124. V konstrukci tam provéddéné
predpoklddd se, Ze involuce je elliptickd; plati ovsem taZ konstrukce i pro
involuci hyperbolickou. .

5) E. Weyr, v knize uv., str. 127. Srov. pfedchézejici pozn.
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svazku; je tedy PP’ tetna hledané kuzelosetky K v bodé P.
Budtez A,, 4,, . .. body urtujici kuzelosetku K,; B,, B,, ..
body urtujici kuZelosetku K,. Na spojnici 4, B, urluje svazek
involuci 4, o dvojicich 4,, 4,"; B,, B,’; . . . ; na spojnici
A4,B, involuci 7, o dvojicich A4,, 4,"”; B, B,”; ... Obé
1ze sestrojiti linedrné. Tyto dvé involuce jsou sdruZeny projek-
tivné tak, Ze si odpovidaji dvojice vy! vytaté touz kuzelosetkou
svazku, Je-li M prisetik spojnic 4,B,, A4,B, pak ptisluiné
dvojice obou involuei M, M‘; M, M" si v této projektivnosti
rovnéz odpovidaji, jeZto jsou vytaty kuzelosetkou svazku uréenou
bodem M. Sestrojme kuzelosetky K,‘, K,' urlené body P,
4,, A/, 4,, 4,"; P, B,, By, By, B,"; svazek [K,’, K,] vy-~
tind na obou spojnicich tyté% dvé involuce i, i, a sdruZuje je
touz projektivnosti, jako prvy svazek. KuZelosetka K ndle#f
tedy také do tohoto druhého svazku. Sestrojme — linedrné —
pomocny svazek kuZelosetek o zndmé basi, jenz vytind rovnéz
involuci 7, ¥); tento svazek je projektivn& sdruZzen se svazkem
[K,’. K,'] tak, Ze si odpovidaji kuZelosetky protinajici se v téze
dvojici involuce 7,. Tuto projektivnost 1ze sestrojiti (na pf. uzitim
svazkid tefen ve zndmém bodu base), nebof zndme tfi dvojice
kuZelosetek sob& odpovidajicich, urcenych resp. bodem 4, ; B, ; M.
Pro kuZelosetku svazku [K,‘, K,’] urtenou bodem 2/ znime
oviem jen &tyfi body P, M, M’, M"; lze v8ak uriiti jeji tetnu
v bod® M tymZz zpisobem, jako jsme utinili pro kuZelosetku
K v bodé¢ P. Tim je zjedndna projektivnost mezi pomocnym
svazkem kuZelosetek a svazkem tefen v bod8 P ke kuZelosetkdm
svazku [K,‘, K,']. KuZelosetka prvého svazku piisluind teéné
PI” urtuje na 4, B, tutéz dvojici involuce 7, ‘jako hledand kuZelo-
setka K; lze tedy — linedrné — sestrojiti poldrni involuci,
kterou K indukuje na A,B,. Jeito tutéz dvahu lze opakovati
pro 4,B,. jest dloha pivodnf pfevedena na tutéz konstrukei, jako
tiloha 2. Konstrukee je veskrze line4rni.

4. Jsou ddny dvé kudelosecky; jeden jejich priseiik P,
Je andm. Jest sestrojiti kuZeloseCku wuréemow témito étyrmi prii-
seCiky a bodem P.

6) E. Weyr, o knize uv., sir. 141.
18*
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Tato tloha je zvldstnim piipadem pfedchézejici a Fesi se
pravé tak jako ona; involuci 7, lze viak nahraditi fadou bodo-
vou na paprsku bodem P,, &mZ se konstrukee zjednodusi.

5. Jest ddn svazek kuZelosecek [K] a paprsek p. K libo-
volnému bodu X tohoto paprsku jest sestrojiti bod X', jens
8 nim tvoFi dvojici involuce, v niZ p protind svazek [K].

Bod X' sestroji se jako druhy priselik paprsku p s tou
kuZelosetkou svazku [ K], jeZ je urtena bodem X. Dle pfedchozich
dloh dovedeme tuto kuZelosetku sestrojiti linedrns, at je base
svazku zndma, anebo dplné nezndma, anebo zndma jen ¢4steéns.
Lze tedy celou konstrukei provésti linedrné.

6. Jsou ddny dvé kubické kiivky K3, K3 o zndmyjch trech
praseéicich E, F, G. dJest sestrojitt kiivkuw K3, jed s nimz
ndlezi do téhoi svazku a je uréena libovolnym bodem P.

Na spojnici PE vytind svazek [K3, K}] kvadratickou in-
voluci #; dovedeme sestrojiti linedrné svazek kuZeloseiek, jenz
tuto involuci vytind. Nebof vytvofime-li K? svazkem paprskd
o stfedu Z a projektivnim svazkem kuZelosetek (coZ je tloha
linesrnf), protind kuzelosetka pi{slusnd paprsku EP tento paprsek
v tychz dvou bodech jako A3. Prdvé tak sestrojime linedrné
kuzelosetku, jez protind EP v tychz dvou bodech jako K2. Dle
pfedchoziho odstavce dovedeme linedrné sestrojiti bod P/, jenz
bodu P odpovid4 v involuci 4. To je treti prisetik paprsku EP
8 hledanou K3, Pravé tak uréime tfeti prasetiky P”, P"' této
ktivky s paprsky FP, GP. Totéz opakujeme pak pro body
P, P'" P" atd., aZ médme dostateny polet bodi pro urlenf
kfivky. Tim je tato kfivka linedrné sestrojena.

V jediném piipadé by tato konstrukce nevedla k cili:
kdyby poloha bodd P‘, P, P'“ byla takovd, Ze by viechny
daldf spojnice s body E, F, G prochdzely body jiZz znimymi.
Pak by bylo tteba zjednati si daldf bod kfivky K* jinym zpi-
sobem, coz 1ze. protésti linedrné fakto:

a) V piipadé vyznaleném na obr. 1. budiz H prisedik
spojnic EP, GF. Ktivka K® protne GF v bodé E,, ktivka
K3 v bodé E,; oba tyto body sestrO)i se linedrné. Kfivka svazku
K"' urtend bodem H protne spojnici EP v bods H', jenz bodu
H odpovida v involuci 7. Rada bodd E,, E,, H je projektivné
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sdruZena s involuci i svazkem [K3, K3]; tuto projektivnost
lze sestrojiti uzitim pomocného svazku kuZelosetek o zndmé
basi, jenZz vytind involuci /. Bod @ Fady. jenz odpovidd dvojici

Obr. 1.

P, P’ v involuci 7, je tfet! prisetik piimky @F s K°. Jestlize
k bodu @ urtime bod @', jako k bodu P jsme uréili P/, je zndmo
devét bodl ktivky K* a je tedy kfivka urtena.

Obr. 2.

b) Pfipad vyznaeny na obr. 2. fedil by se. podobné, ale
uzilo by se projektivnosti involuce ¢ a involuce ¢/ na paprsku
vedeném bodem G. Pro ob& involuce by se dle pfedeslého
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urtily dva pomocné svazky kuzelosetek. Dvojice involuce 4 pii-
sluind hledané kiivce K® byla by urtena kuZzeloselkou jednoho
svazku. Pak dovedeme linedrné sestrojiti kuzelosetku, jeZz ob-
sahuje tuto dvojici a tfi zndmé body kfivky K3. Zbyvajici pri-
selfk této kuZelosetky s kiivkou uréf se linedrné. Kiivka je tim
jiz urlena; chceme-li vSak miti skutetné devét linedrné uréenych
bodi ktivky, opakujeme tutéz konstrukei pro jiny paprsek bo-
dem (v vedeny. — Jiné piipady vyjimeiné nemohou nastati.

1. Je ddna kubickd kiivka K3 a kuzelosetka K,. Jest se-
strojiti kubickou krivku K°, jes obsahuje t¥i dané body E, F,
G a mimo to vSech Sest (nezmdmiyjch) prisectki obou kiivek
danyjch.

Budtez 4, B, C, D &tyii z bodd, jimiz je urtena kiivka
K3. Sestrojime svazek kuzelosetek [4, B, C, D] a projektivni
8 nfm svazek paprskid [S], jez vytvofi tuto kiivku. Prvnf svazek
vytind na K, involuci étvrtého, druhy involuci druhého stupné;
samodruzné body obou téchto projektivnich involuci jsou prise-
setiky ktivek K3, K,. Paprsku SZ odpovidd uréitd kuZelosetka
svazku [4, B, C, D]; sestrojime kuZelosetku bodem £, jeZ ob-
sahuje prisetiky této kuZzelosetky svazku s K, (odst. 3.). Pravé
tak sestrojime kuZelosetku bodem #, jeZ obsahuje prisetiky A,
s tou kuzelosetkou svazku, jez odpovidd paprsku SF. Obg ku-
Zelosetky nové nalezené urluji svazek [K], jenZz vytind na K,
tutéz involuci, jako svazek [4, B, C, D], jeZto involuce je urtena
dvéma svymi skupinami. Sdruzime pak svazek [K] se svazkem
[S] projektivné tak, aby kaZdému paprsku svazku [S] odpovidala
kuzelosetka, jez protinda K, v tfchz Ctyrech bodech, jako
ta kuZzelosetka svazku [4, B, C, D], jez odpovidd témuZ pa-
prsku v projektivnosti vySe zminéné. Svazky [K] a [S] takto
sdruzené vytvoif kubickou kfivku, jeZz protne K, v tychz Sesti
bodech jako K3, a jez obsahuje body E., F, jezto paprsku SE&
odpovidd kuZelosetka obsahujicf bod F~; prdvé tak pro bod I
Tato nové nalezend kubickd k¥ivka a rozpadajicf se kiivka [K,, EF]
uréuji svazek; dva body base jsou E, F, treti F* sestroji se
linedrné jako tfeti prisetfk paprsku E, I’ s kiivkou kubickou.
Znajice tki body base, dovedeme dle pfedchoziho odstavce sestrojiti
kfivku svazku uréenou bodem G. To je hledand kiivka K3; jeji
konstrukce je veskrze linedrni.
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Pozndmka. Projektivnost mezi svazky [K] a [S] lze se-
strojovati pfimo, jako projektivnost svazku [S] s involucf, kterou
[K] vytind na libovolném paprsku; tuto projektivnost pak se-
strojime uZitim pomocného svazku kuZelosetek o zndmé basi,
jako se stalo pii dl. 3.

II. ReSeni problému projektivnosti.
a) k=25

8. Je ddno pét pevnych bodi A,, ..., A; a skupina
proki ey, . . ., a5 v dlvaru proniho Fddu; ke tFem danym bodim
E, F, X je uréiti bod X' tak, aby platil vztah

[E, F, X, X (44, « - ., 4) K (@y « - - )
O svazku kuzelosetek [I, #, X, X'| pravime, Ze Fesi

»ulohu pétibodovou* pro body 4,, . . ., 4;. Sestroji pak se bod
X" linedrné takto: uréime bod P tak, aby platil vztah

[P](4yy - oo A5) R (g5« « o5 @)7)

I musi platiti také

[E, F. X, X'](4y, « ., 45) R [P]4,. . . ., 4y);
ale to znamend, Ze body

E F,X, P, 4,...A4,X

lezi na kubické kiivce, totiz té, jez je vytvofena svazkem kuZzelo-
setek [£, F, X, X'] a svazkem paprski [P]. Tato kfivka je
prvymi deviti body uréena; bod X’ nalezne se na ni linedrné
z podminky, ze bod P je korresidudlni s body E, F, X, X'.
Sestroji se na pf. prisetik 4,’ kiivky se spojnici P4, ; kuZelo-

setka urtend body E, F, A,, A", X protne kfivku po Sesté
v hledaném bodu X’.
“Konstrukce stane se neurtitou jen, kdyz bod X splyne
s nékterym z bodd 4
E, I, P 4,... 4,

kde @ je devdty bod base svazku kubickych kfivek, jejz ozna-

7) E. Weyr, v uved. knize, str. 97. Elementy «,, . . ., o5 jsou tam
paprsky svazku, coZ v3ak neni obecnosti konstrukce bodu 2 nijak na ujmu.
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time [K®]. V tom pipadé totiz devét boddi svrchu zmindnych
neurtuje jedinou kubickou kfivku, nybrZ cely svazek; na kazdé
k¥ivce svazku lezi jeden bod X'. Pro takovy bod X existuje
tedy nekoneénd mnoho bodi X', které s nim a s body E, F
fedf tlohu pé&tibodovou. Pro bod X = P je geometrické mfsto
téchto bodit spojnice EF; nebot svazek kuzelosetek [%, F. P, P']
je totozny se svazkem paprski [P], je-li #* bod na EF'; ale
svazek [/-] pé&tibodovou tlohu fesf.

b) k= 6.

9. Zvolme libovolny bod X a urfeme k nému X' dle pfed-
choziho; body
E% F*; Ay, . .. 4 X, X

(t. j. body E, F dvojndsobnymi; A4, atd. jednoduchymi) je uréen
svazek kiivek ¢tvrtého stupné. Dvojice bodové na kterékoli z nich,
korresidudlni s dvojief X, X‘, maji tutéZ vlastnost, jako privé
tato dvojice. Je-li totiz Y libovolny jiny bod na kfivce, existuje
k nému jediny ¥’ takovy, Ze oba svazky kuZelosetek [E, F, X, X‘],
[E, F, Y, Y] projektivné vhodné sdruzené vytvoif tuto kiivku;
ale pak platf

[E; FY. YI] (An---’ 4;5) & [E',F,X, Xi] (An'“) As) A (“n-w“s)

t. j. Y, Y, dvojice 8 X, X' korresidudlni, feSi s body E, F
dlohu pétibodovou. Budeme oznalovati kazdé dva body, jez
maji vlastnost dvojice X, X', tymZ pismenem. jeZ pro jeden
z nich budeme &irkovati. _

VSechny kiivky tohoto svazku maji jesté jeden bod spo-
letny; tomu odpovidd nekoneénd mnoho bodd, jeZ s nim a s body
E, F tedf tlohu pétibodovou, totiz na kazdé kiivce jeden. Dle
pfedchoziho odstavce miiZe tento bod byti jeden z bodi P, Q.
Bod P to v3ak byti nemiize; nebof body P’ jemu odpovidajici
lezf na EF a tedy nikoliv na kiivkdch svazku, jez A~F mimo
body E, F neprotinaji. Je to tedy bod ¢.

Z toho plyne: kaddd krivka étvrtého stupné prochdzejici
body

E P A, ..., A4,

a obsahujici jednu dvojici (a tedy nekonetn& mnoho dvojic)
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X, X!, prochdzi bodem Q; a obrdcené: kaidd k¥ivka Cétvrtého
stupné sité uréené body ’
% F* A, ..., 4y, Q

sklddd se z dvojic X, X'.
Zvolme totiz na takové kfivce dva body Y, Z, jez spolu
s ostatnfmi ji uréuji; kfivka urlend body
E% F? 4,..., 4, Y, Y, Z

sklddd se z dvojic X, X'; avSak dle prvé véty prochdzi bodem
Q a je tedy totoZna s kfivkou danou.

10. Budiz d4n dal3f bod 4, a prvek jemu odpovidajici «,.
Urtime bod P, tak, aby

[P]4,, ... Aﬁl’ A) R (o, o oy ay, o)
a bod @, tak, aby body
E, F, P, 4, ... 4, 4, @,

tvofily basi svazku kubickych kfivek [K3]. Podle pfedchoziho
je body

E* F*; 4,, ... A, 4, @,
opét uréena sif kiivek ¢&tvrtého stupnd, z nichz kazdd sestivd
z dvojic X, X*, pro néz plati

[E, F, X, X"'](4,, . . Ay 45) R (&5 « « +) 04, @)

Urteme bod A,‘. jenZ s body E, F, A, feii pétibodovou
ilohu pro body 4,, . .., 4,. Pozadavkem, aby platilo

[E'v F') Asv Asl] (Au LIRS ] A4) -A.'i’ AG) K (al' MRS ] ah “-'n aﬁ)

je urtena kuzelosetka svazku [E, F, 4,. 4,"] promitajici bod
4, z4danym zpisobem. Kazdd kfivka sité, nalezené v pfedchozim
odstavei, obsahujici bod A,, obsahuje také bod A,’; jedina
z nich, kterou oznatime K?, dotykd se v bodé A, nalezené
kuZelosetky. Na této kfivce fesi dvojice 4;, 4, s body £, F
lohu estibodovou pro body 4,,.... 44, jezto svazek [E, I, 4;, A,]
promitd zddanym zpGsobem v3ech Sest bodd. Jezto tedy na kfivee
existuje jedna dvojice bodd, jez s body E. F fedf Sestibodovou
Glohu pro body 4,. ... 4; a kfivka téchto Sest bodi obsahuje,
maji tutéZ vlastnost vSechny dvojice s dvojici 4,;, A’ korresi-
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duélni, coZz se dokdZe, jako se stalo vySe. Poné&vadz pak uloba
gestibodovad pro body 4,, . . ., 4, zahrnuje v sob& tlohu péti-
bodovou pro body 4,, . . ., 4,, 4, nédlezi tato kiivka také do
druhé nalezené sit& a prochdzi bodem @,.

I méme vysledek: ' ’

Geometrické misto dvojic X, X', pro néz plati
[E, F, X, X](4,, . .., 4g) & (2}, - - - &),
Je kFivka étvrtého stupé K3, uréend body
E, F% A, .. ., 4, Q Q.

) k=T1.

11. Geometrické misto dvojic bodov§ch X, X”, pro néi
platf

[E, F, X, X“] (4y; - « o A5y A) R (g « - oy 55 a3),
je tedy opét kfivka stupnd &tvrtého K¢, urlend body
E* F* Ay, ... Ay 4,5 Q) @y

kde @, je bod analogicky bodu @ pfi tloze pétibodové pro body
Ay, oo 4, A,. Kiivky K%, K? protnou se mimo body E, F,
Ay oio oy A, Q jesté ve dvou bodech. Budiz X jeden z nich;
jezto to nenf bod @, p¥islusdf mu jediny bod X', jenz s nfm a s body
E, F ted pétibodovou tlohu pro body 4,, ... 4. -Tento
bod X’ ovSem lezi na obou kfivkdch, jak 1ze snadno uvaziti, a
je to tedy druhy prisetik. Jeito tedy dvojice X, X' fedf dvé
tlohy Sestibodové, fesi také sedmibodovou, t. j. zbjvajici dva
priseéiky X, X' kfivek K%, Ki re$i dlohu danouw vziahem

[E"F’ X, X4y - .- - s AR (g, oo o v, @)

12, Urteni dvojice X, X’ vyzaduje oviem konstrukce kvadra-
tické. Lze vSak sestrojiti svazek kuZeloselek, jenz tuto tlohu
feM, aniz sestrojime body X, X’. KuZelosetka urtend body I,
F, Q, A,, A (v odst. 10.) protne K* jeitd v jednom bodu
R, jejz sestrojime linedrn&, nejjednodusdeji tak, Ze na pt. k bodu
4, urtfme bod 4,’, kter§ s nfim a s body E, F feif pétibodovou
dlohu pro body 4,, . . ., 4;. Oba svazky kuZelosetek

[E, F, 4, 4,') [E, I, 4,, 4]
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lze sdruziti projektivné tak, Ze vytvoif K3; ob& kuZzelosetky
urlené bodem @ si odpovidaji a protnou se mimo to v hleda-
ném bodu R. Svazek [F, F, @, R] vytind na K} dvojice kor-
residudlnf s 4, 4, t. j. dvojice fedfci ilohu Sestibodovou; jedna
kuZelosetka svazku obsahuje tedy hledanou dvojici X, X’. Ku-
zelose¢ka urtend body E, I, @, 4, A,’ (kde 4’, je bod, jenZ
s body E, F, A, te’f pétibodovou dlohu pro body 4,. ..., 4;)
protne K§ jesté v jednom bodu S, jejz sestrojime linedrns
pravé tak, jako bod I?; svazek kuZelosefek [E, F, Q, S] ob-
sahuje jednu kuZelosetku, na nfiZ lezf hledand dvojice X, X'.
V kaZdém z obou svazki existuje tedy jedna kuZelosetka ob-
sahujfef dvojici X, X’; ob& tyto kuZzelosetky jsou totoZné, jeito
maji pét bodd spoleénych. Obsahuje tedy kuZelosetka urtend
body E, F, @, R, S body X, X'. Provedeme-li tutéz konstrukei
znovu pro néktery jiny spoleény bod obou kfivek, jimz nahradime
bod @, obdrzime druhou kuzelosetku, jez obsahuje body F, F,
X, X'. Tim je nalezen svazek kudeloseiek, jemZ re$i tlohu
sedmibodovou pro body

Viechny konstrulkce spojené s jeho nalezenim jsou linedrni.

d) k=28,

13. Je-li ddn libovolny bod P = F, dovedeme dle pted-
choziho urtiti svazek kuzelosetek. jehoz dalsi dva body base
oznatime P’, P”, pro ktery platf

(£, P, P, P'](4,, . ... 4) R (@}, . « o @)

Trojici takovych bodd, jako je P, P’, P", budeme vidy
oznalovati tymZ pismenem a rozliSovati je ¢drkovinim.

Body E% A, ..., 4, P, P P" ‘
je urten svazek kfivek stupnd &tvrtého; kazdd kiivka sklada se
z trojic X, X', X”; jsou to trojice korresidudlnf s trojici P,
P, P", Vgechny kiivky protinaji se mimo dané body jesté
ve dvou bodech 2/,, M,. Libovolnd ktivka Etvrtého stupné ob-
sahujicf body

EY 4, ..., 4,y M, M,

protne libovolnou kiivku svazku mimo body prdvé napsané
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jeSté ve trech bodech, jeZ oviem tvoff skupinu korresidudlni
se skupinou P, P/, P", t. j. je to trojice X, X’, X". Obsahuje
tedy ona kiivka zvolend mimo svazek jednu trojici X, X', X"
a tedy nekoneéné mnoho. To znamend: vSechny krivky étvrtého
stupné sité uréené body

EY A4, ... 4, M, M,

sklddaji se z trojic X, X', X',

Obrécend: kaidd k¥ivka obsahujici body

E%A,..., 4

a sklddajici se z trojic X, X', X" ndlesi do této sité. Zvolme
na nf totiz dva body X,, X,; kiivka sité témito dvéma body
urlend obsahuje trojice X, X,’, X,“; X,, X !, X, jez lezf také
na kiivce dané. Obé kfivky maji spoleénych sedmndct priise-
¢kd (jak se snadno spoifitd) a jsou tedy totozné.

Opakujeme-li tutéZ dvahu pro sedm bodi

A, ooy Ag, A,

nalezneme dva body N,, N, takové, Ze kazd4 kfivka sité urfené
body

E% 4, . ..., 45 4y N, N,
sklddd se z trojic bodovych X, X,, X, jeZz s bodem E Fesf
sedmibodovou dlohu pro napsané body A4;.

14. Uréf-li se k bodu 4y daldf dva body A4y’, 4", jez
s nim a bodem E fe3f sedmibodovou tlohu pro body 4, ... ., 4,,
1ze docfliti toho, aby platilo

[E, 4, A, As”] Ay, ooy 4 L) R (2, ..., 0, Og);

nebof poslednim poZadavkem, jenZ se tykd prvku e, je uréena
kuzelosetka K, svazku [E, 4,, Ag', 4.“], jeZ promitd bod A4
z4danym zpisobem. Kazd4 kfivka prvé sité prochizejici bodem
A, obsahuje také body Ag‘, A4;"; uvaZujme tu z nich, jez v .4,
se dotykd kuzelosetky K.. Na té svazek [F, 4, 4!, 4]
promitd body 4,, . . ., A« dle napsané projektivnosti; fesf tedy
body Ag, Ag', A, s bodem E tGlohu osmibodovou pro body
4,,..., A, Vsechnyskupiny korresidualni se skupinou A, 4.', 4,"
maji oviem tutéz vlastnost; jeito tedy kazdd tato skupina Fesi
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také tdlohu sedmibodovou pro body 4,, . .. 4, 4, obsahuje
tato kiivka body N,, N, a ndleZi do druhé sitd. I nabyli jsme
tohoto vysledku:

Body

E*% A, ... 4, M, M,, N,, N,
leZi na kfivce étvrtého stupné K3, jez je jimi uréena ; tato k¥ivka
Jje geometrické misto trojic, jes Fesi s bodem E osmibodovou ulohu
pro body A4,, . .. A,
e)k=9

15. Ur¢ime prdvé tak kiivku K%, jez je geometrickym
mistem trojic bodovych, jeZz s bodem E fe&i ulohu osmibodovou
pro body 4,, ... A4, A, Tato kiivka obsahuje také body
M,, M, a protne kfivku K! mimo body E, 4,,..., 4,, M,, M,
jesté ve tfech bodech, jez oznatime X‘, X“, X'. Body, jeZ
s obéma body E, X' fesf sedmibodovou tlohu pro body 4,,..., 4,,
lezi na obou k¥ivkéch, jsou to tedy body X", X"'. Z toho plyne,
ze body X, X', X", X" #est silohu devitibodovou pro body

4, ... A,

16. Sestrojime svazek kuZeloselek, jehoZz base je E, X',
X”, X" aniz sestrojime posledni tfi body. Dle odst. 12. do-
vedeme sestrojiti linedrng svazek kuzelosetek [E, 4, Ay, 4,"].
Kuzelosetka tohoto svazku uréend bodem A, protne Kj; jeStd
ve dvou bodech B,, C,; svazek kuzelosetek [E, 4,, B,, C,] pro-
tind kiivku K} ve skupindch bodd korresidudlnich s 4,4, 4', 4,"”
a Fedicich tedy dlohu osmibodovou pro body 4,, . . ., 4. Tento
svazek sestrojime linedrns, aniz uréime body B,, C,. Dovedeme
totiz linedrné sestrojiti také svazek [E, 4,, 4, A,'’], jenz
fedf sedmibodovou tlohu pro body 4,, ..., 4 A, a tedy také
osmibodovou pro body 4,, ... A.. Jeitoskupiny 4y, 4./, 4,";
4,, 4,, A, jsou korresidudlni, protne kuZelosetka tohoto svazku
urtend bodem A, ktivku K rovnéz v bodech B,, C,. Taktedy
znime dvé kuZelosetky svazku [E, 4,, B,, C,], &mz je urten.
Sestrojime podobné svazek kuzelosetek, jehoZ basi tvoii body
E, 4, a dva neznémé body B,’, C,', a jenZ na kfivce K} vy-
tind skupiny bodd, jez spolu s bodem E fe§i tlohu osmibodovou
pro body 4,, ... 4,, A,. V kazdém z nalezenych svazki
existuje kuZelosetka obsahujicf body X’, X*, X“'; ob& kuZelo-
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setky jsou totoZné, majice mimo to jeStd spoletné body E, A,.
Tato spolend kuzelosetka obou svazki sestrogi se linedirné na
pt. dle ul. 2. v odst. 2.

Opakujeme-li tytéz konstrukce pro bod 4,, obdrzfme druhou
kuZelosetku obsahujief body X', X", X", Tim je linedrné se-
strojen svazek LuZeloseéek o basi E, X', X“, X', jenZ vedi
devitibodovou wlohu pro body A4,, . . ., 4,.

£) k=10

17. Je-li dén libovolny bod P = E, dovedeme dle pted-
choztho urtiti svazek kuZelosetek, jehoZ dal3f tfi body base jsou
P, pr P pro ktery plati

[P, P, P¥, P“](4y, . « ., A) & (@), . . ., @)

Body 4, ..., 4, P, P, P, P”
je urten svazek kfivek stupné &tvrtého; kazdd kfivka sklddd se
ze skupin X, X, X“, X‘", majicich tuté% vlastnost jako skupina
P, P, P", P, jsou to skupiny 8 touto korresidudlni. VSechny
kfivky protfnaji se mimo dané body jeité ve tfech bodech
M, M,, M, Plati pak véta, kterou dokizeme pravé tak, jako
byla dokézdna analogickd véta v piipadé % = 8, totiz:

Viechny k¥ivky ctvrtého stupné sité wrdené body
Al’ c® AQ’ MU M2) M3
sklddaji se ze skupin X, X', X* X", je¥ vedi ulohu deviti-
bodovou pro body A,, . .. A,; a obrdcené.
Prdvé tak nalezne se sif uréend body
A‘l’ R ] AB’ AlO! Nl’ l\T2) NS’
jejiz kazdd ktivka sklddd se ze skupin X, X, X,, X;, jeZ fesi
devitibodovou tlohu pro body 4,, . . ., 4, 4,,.

Lze konetné dokdzati opét tymZ zpisobem, jako se stalo
pro k =38, Ze obd sits maji spoletnou kiivku K! , na niZ
lezi body ,
: Al) e e Al()’ M) Mm Ma) Nn Nz; Ns;

tato kfivka je geometrické misto skupin bodovych, jeZ Fesi
desitibodovou tlohu pro body A,, . . ., A,

10
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9 k=11

18. Urtime pravé tak kiivku K, jez je geometrickym
mistem &tvefin bodovych, které Fedf dlohu desitibodovou pro
body 4, ... A, A,;. Tato kifivka obsahuje také body
M,, M, Mg a protne kfivku K3j, mimo body 4,, ... 4,
M,, M,, M, jeSt¢ ve &tyfech bodech X, X', X" X"'. Tyto
étyti body fesf dlohu jedendctibodovou pro body 4,, ... 4,,,
t. j., pro né platf

X, X', X", A" (4y, « « o A1) R (“1: c oy @)

19. Sestrojime svazek kuzelosetek [X, X', X", X"""]. Dle odst.
16. dovedeme sestrojiti linedrnd svazek [4,,, 4'},, 4",,, 4",
jenz Fesi ilohu devitibodovou pro body 4,, ..., 4,. KuZelosetka
tohoto svazku ur¢end bodem 4, protne K, jeité ve ttech bodech
B,, C,, D,; svazek kuZzelosetek [4,, B,, C,, D,] vytind na K*,
skupiny bodd korresidudlnf se skupinou A4,,, . .., 4,,”" a fesi-
cich tedy lohu desitibodovou pro body 4,, . . ., 4,,. Dovedeme
sestrojiti také svazek [4,, 4,', 4,", 4,""], jenZ Yesi devitibodo-
vou tilohu pro body 4,, ..., 44, 4,, atedy také desitibodovou pro
body 4,, . . ., 4,,. Jezto skupiny 4,,, . .., 4;,""; 4q, .., 4"
jsou korresidudln{, protne kuZelosetka tohoto svazku urtend bodem
4, kfivku K}, rovnéz v bodech B,, C,, D,; znime tedy dvé
kuzelosetky svazku [4,, B,, C,, D,]; tim je uren. Sestrojime
podobné svazek kuZeloselek, jehoZ basi tvoif bod 4, a tfi ne-
zndmé body B,’, C,’, D,’, a jenz na kiivee K}, vytind skupiny
bodd, jez feif tlohu desftibodovou pro body 4,, . . ., 4,, 4,,.
V kazdém z nalezenych svazkil existuje kuZelosetka obsahujicf
hledané body X, A’, X", X'"; ob& kuZelosetky jsou totozné,
majice mimo to jesté spoletny bod A4,. Tato spoleéns kuZeloselka
obou svazkli sestroji se linedrné takto: na libovolném paprsku
p uréuji oba svazky dvé involuce, jez dovedeme sestrojiti line-
arné dle odst. 5.; spoleénd dvojice obou involucf lezi na hledané
kuzelosetce. Tato spoleénd dvojice je déna involuci adjungovanou
k ob&ma danym®), jez se sestroji linedrné.' Je tedy zndma poldrni
involuce kuzelosetky na paprsku p. Opakujeme-li totéZ pro jiny
paprsek p’, mdme pak pro urleni kuZelosetky bod A4, a dvé
poldrnf involuce; daldi konstrukce je linedrni (v al. 2.).

8) E. Weyr, v uved. knize, str. 133.



288

Opakujeme-li tytéz konstrukce pro bod 4,, obdrzime druhou
kuZelosetku obsahujici body X, X', X", X""; tim je linedrné
sestrojen svazek kuselosedek [X, X', X", X', jens ¥esi tilohu
jedendctibodovou, mejobecnéjsi moznou.

III. Konstrukce rovinné krivky stupné patého.

20. Resenf obsazeného v predchozi kapitole lze wziti
k linedrni konstrukei rovinné k¥ivky stupné pdtého, a to tim
zpisobem, Ze se pimo urlf svazek kuZelosetek a projektivni
s nfm svazek kfivek kubickych, jenZ s prvym svazkem k¥ivku
vytvofi.?)
Ktivka stupné patého je urtena dvaciti body, jeZ oznatime
A, B, C, D, EF, G, 4,, ... 4;

Vynechdme kterykoliv z nich, na pi.” 4;;, & uvaZujeme
svazek kfivek pdtého stupn& K® urieny ostatnimi devatendcti.
Jednu kfivku tohoto svazku sestrojime takto: body

A’ B; 0; D’ E; Fr G! A12

je urten svazek kubickych kfivek; budiz A’,, devdty bod jeho
base. Uréime pak svazek kuZelosetek o (nezndmé) basi X, X', X, X"
takovy, jenZ hovi vztahu

[X, X', X7, 0] (s e oy i) R[Ayeey Gy Aoy 40] (4,000, 41y)

To lze provésti linearné dle odst. 19.; svazek kubickych
kfivek nahradime pfi tom na p¥. svazkem teten v jednom bodu
base. Sdruzime projektivné oba svazky naznalenym zpiisobem;
konstrukce této projektivnosti provede se tak, Ze se sdruZi zmi-
nény svazek teten projektivmé s involuci, kterou svazek kuZelo-
sefek vytind na libovolném paprsku p (v. pozn. k odst. 7.).

Svazek kuZelosetek [X, X', X, X"'] a svazek kubickych
ktivek vytvoif kfivku stupné pétého, jez obsahuje viech

9) V tomto zpﬁs'obu,' pokud je mi znimo, tato konstrukce dosud pro-
vedena nebyla. Jinak ov8em linedrni konstrukce této krivky je zndma, jsouc
obsazena jako zvlastni pfipad v obecné konstrukei kfivky n-ho st., pti niZ
se uZivd n svazkd paprskdl v n-drné linedrnim vztahu. V. Kotler: ,,Grund-
zuge einer rein geometrischen Theorie der algebraischen ebenen Kurven“
1888 (préce pocténd cenou Steinerovou). Str. 231 a dalsi.
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dvacet bodd mimo A,,. KdyZ bod 4,, nahrazujeme postupnd
jinym a jinym bodem z fady 4,, ... 4,,, obdrzime dalif
kiivky K® svazku.

21. Na kuZelosetce K2, urtené body 4, B, C, D, A,,
vytind svazek kiivek K°® involuci Sestého stupn&. Sestrojime
linedrné svazek kubickych kiivek, jenZ tuto involuci vyting a
do jehoz base nédlezi body E, F, G. Vezméme jednu z kfivek
K5 hotejsiho svazku, kterou dovedeme sestrojiti. Ona je vytvo-
fena svazkem kfivek kubickych, jenZ na zvolené kuZzelosetce vy-
tind kvadratickou involuci o stiedu S (tento stfed sestrojf se line-
drné; lze snadno uvéziti, jak), a svazkem kuZelosetek o (nezndmé)
basi X, X', X", X"”. Tento svazek a svazek paprskid [S] jsou
projektivni a vytvoif kubickou kfivku, dostatetné urlenou, jez
protne kuzelosetku K?, v tychz Sesti bodech, jako piisluind K>.
Podle odst. 7. sestrojime linedrné kfivku kubickou obsahujict
tychZ Sest bodi a mimo to body E, F, G. Opakujeme-li totéz
pro jinou kiivku K° svazku, obdriime dalif kiivku kubickou
urtenou body E, 7, G a Sesti body, v nichz tato K* protne
kuzelosetku K?;. Ob& kiivky tietiho stupn& urtuji hledany
svazek kubickych kiivek. V tomto svazku sestrojme — dle odst.
6. — tu kfivku K?;, jez je urfena bodem A,,; ta protne K2,
v téch Sesti bodech (4,, v to potitaje), v nichZ ji mimo 4, B,
C, D protne kfivka svazku K® uréend bodem 4,,, t. j. privé
hledand kfivka urfend danymi dvaciti body. Ktivka K3, protne
tuto X% mimo E, F, G a Sest bodd na K?, jesté v Sesti bodech,
jez spolu s E, F, G tvofi skupinu korresidudini se skupinou
4, B, C, D.

22. Vynechdme z danych dvaceti bodd pnd&ktery jiny, na
pf. bod 4,,; uvaZujeme svazek kiivek K° urleny zbyvajicimi
devatendcti body, jakoZ i involuci Sestého stupné, kterou tento
svazek vytind na kuZelosetce K2, urtené body 4, B, C, D, 4,,,
0 ni% lze vidy predpoklddati, Ze meni totozna s K3, (nebof na
této kuzelosetce miZe leZeti nanejvySe Sest bodd 4;; néktery
z dalifch vezmeme za A4,,). Dovedeme sestrojiti kiivku kubickou
K3, jez prochdzf body E, F, G a protind K2, v tjchZ Xesti
bodech (4,, v to potitaje), jako kfivka K* urtens danymi dvaceti
body. Ktivka K?, protne tuto K°® jestd v dalsich Sesti bodech,

19



290

jez spolu s body E, F, G tvoif skupinu korresiduédlni se sku-
pinou 4, B, C, D. Jeito tato skupina korresidudlni je uréena
tfemi svymi body, je tato skupina tdZ jako pro kiivku K2,.
Obé& tyto kubické kfivky urluji tedy svazek, jehoZ body base
vesmés lezf na K° Daldf kiivky tohoto svazku, jehoZ tfi body
base E, F, G znéme, lze linedrné sestrojovati dle odst. 6. Sdru-
Zime tento svazek projektivné se svazkem kuZeloseéek [4, B, C, D]
tak, aby si odpovidaly kfivky uréené resp. body 4,,, 4,,, 4,;.
Oba svazky vytvoif kfivku patého stupné, jez mé s hledanou
K>® spoletné body: 4, B,C, D, E, F, G, 4,,, 4,,, A,,, dal§ich
Sest, jez ndlezi do base svazku kubickych kfivek, a deset daldich
prisetiki s kuZelosetkami K3,, K3,, celkem dvacet Sest bodd,
a je s nf tedy totoZna.

Tim je provedena linedrni konstrukce této kFivky, mebof
o kaidém bodu roviny lze linedrné rozhodnouti, zdali ke k#ivce
ndle3t &ili nic.

O raciondlnich krivkach Sestého stupné.
Napsal Dr. Jan Vojtéch v Brné.

Kazdé raciondlni kfivka %-tého stupné v prostoru m-roz-
mérném miZe byti pokldddna za primét racionédlni kfivky n-tého
stupné prostoru n-rozmérného (pro k < n, m << n)?'). Zejména
raciondlni kfivky stupné »-tého lze s vyhodou pojimati jako
. projekce raciondlnf normalni kiivky téhoZ stupné v prostoru
n-rozmérném. Touto methodou mozno hravé odvoditi fadu vlast-
nosti uvedenych kiivek, protoze raciondlni normdlni k¥ivka je
dtvar jednoduchy. Také z raciondlnich kiivek #n-tého stupné
v prostoru p-rozmérném (p << n) lze vyvozovati vlastnosti kfivek
k-tého stupné & specidlnd kfivék x-tého stupnd v prostoru
m-rozmérném. '

1) G. Veronmese, Behandlung der projectivischen Verhiltnisse der
Raume von verschiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens
und Schneidens, Mathem. Annalen 19. (1882) pp. 1':1—234., spec. p. 208.
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