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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

0 projektivnosti involutorni.

Studujicim stfednich 3kol pod4vd dr. Jos. Kounovsky.

1. Dva stejnorodé vezdjemné projektivni wtvary jsou sou-
mistné, vyskytuji-li se na témZe nositeli, tedy dvé bodové fady
na téZe ose, dva paprskové svazky o témZz stfedu. MoZnost ta-
kového vztahu vysvitne ihned Fetézovym tvofenim zordi a fezi,
jak snadno lze se pfresvédéiti. Ostatné 1ze timto zpiisobem i odi-
vodniti v&tu: Projektivnost tutvari nerusi se jich pfemist&nfm.

V soumistnych utvarech projektivnich vyskytuje se moz-
nost, ze dva sdruZené prvky se stotoZiiuji; takové prvky zovou
se samodruiné. v

Dva soumistné tvary projektivni mohouw miti dva prvky
samodrudné. Ukizeme tuto moznost na dvou soumistnych pro-
jektivnich faddch 4,B,C,... R 4,B,C, ... (N jest znak pro-
jektivnosti), které utvoiime fezem dvou perspektivnich svazki
paprskovych osou »; oba svazky o vrcholech N, a N, jsou
zorem bodové fady ABC ... na ose o (obr. 1.).

Patrné jsou samodruznymi prvky v uvaZovanych Fadéch
prisetik X, =X, osy » s osou o a prisetik jeji ¥, = Y,
se spojnici N,N,. '

Uvazujeme-li dva soumistné projektivni svazky paprskové,
stati utvotiti jich fez libovolnou osou, ¢fmZ obdrzime soumistné
bodové fady se svazky perspektivni a tedy vzdjemné projektivni.

Vzhledem k skutelnosti, Ze ve dvou projektivnich dtvarech
maji sdruzené Ctvekiny prvki tyz dvojpomér — a specielné
harmonické &tvefing sdruZena opét Etvefina harmonickd —,
patrno, ze dva soumistné utvary projektivni nemohou miti vice
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nefli dva proky samodruéné, Maji-li tfi prvky samodruzné, jsou
nutné veskrz identické. .

Obr. 1.

2. Jesto zorem bodové fady na kruZnici z libovolnych
jejich bodid jsou paprskové svazky shodné a tedy vzdjemns pro-

N

Obr. 2.

jektivnf, mé zor urdité &tveriny bodové na kruznici z libovol-
ného dalifho jejiho bodu vidy tyZ dvojpomér (obr. 2.). Stejné
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plati i pro kuZelosetku, kterou moZno vidy poklddati za stie-
dovy primét kruznice. Proto jsou piipustné definice:

1. Dvojpomérem Ctveriny bodové na kuseloseéce (kvivé
bodové radé) nagyvd se dvojpomér Ctveriny paprskové, kterd je
zorem Etveriny bodové z libovolného bodu kuZelosecky.

2. Kiivd bodovd rada (na kuZeloselce) jest projektivni
s néjakym dtvarem, je-li s nim projektivni zor Fady z libovol-
ného bodu kuzeloselky.

Obr. 3.

Nyni moZno na kuZelosetce zvoliti dvé soumistné projek-
tioni krivé bodové rady tiemi dvojinami sdruzenych prvki
(druzinami prvkd) 4,d4,, B,B,, C,C, (obr. 3.), coZ opét sym-
bolicky vyjadfujeme A4,B,C, ... A 4,B,C, ... Priisetiky
A,B, . A,B, a B,C, . B,C, urtf piimku p, na které nachdzi
se i prisetik A,C, . 4,C,, coz plyne ze Festithelnika
4,B,C,A,B,C, kfivce vepsaného, v némz p jest piimka Pasca-
lova. Ob& projektivni kiivé fady mozno rysovati pomoci pro-
jektivnich- svazkd paprskovych, zord ¥ad z libovolnych dvou
bodd kfivky. Zvolime-li za stiedy obou svazki specielnd dru-
Zinu A4,4,, jsou oba svazky 4, (4,, B,, C,, ... M;, N,,...)
a A, (4,, By, Cp . ..M, N,,...) vzéjemnd perspektivni (spo-
letny paprsek jest samodruzny) o perspektivni ose p, i nachdzi
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se na p téz prisetiky 4, M, . 4,M,, A,N, . A,N,, ... a ze
Sestidhelnika A,M,N,4,M N,, v némz tedy p jest pfimkou
Pascalovou, plyne, Ze i obecné priseéik M,N, . M,N, nachdzi
se na primce p, kterd zove se dirvekini osa projektivmich kii-
vych Fad na kudelosecce.

3. UvaZujme dvé soumistné projektivni bodové ¥ady. Libo-
volny bod jich osy » moZno poéitati do kazdé fady, tedy dvojmo
(4, = B,), a sestrojiti k nému sdruZeny bod v druhé Fads
(4, resp. B,). Tim obdrzime dva body riéznych fad obecné
rizné, 4, = B,. Mize se vSak stiti, Zze tyto sdruZené body

k témuz dvojmo potitanému bodu také se stotoZiiujj, t. j. Ze
v obou faddch existuje ti% druzina, af jeden bod jeji potitime
do jedné nebo druhé fady, t. j. je-li 4, = B,, jest i 4,= B,.
Takovd druina zove se vratnd. Obdobnd v soumistnych projek-
tivnich svazefch, které moZno utvofiti jako zor téch fad ze
sttedu N. = ) )

Je-li jedna takovd druZina vratnd, jest pak kazd4 druZina
vratnd a ‘vztah ten zove se involutormi projektivnost nebo
involuce.

Involuce jest projektivnost dvou soumistnych tvard s dru-
Finami vratngma. ~
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Ukdzeme involutorni projektivnost tak, Ze v obr. 4. zvo-
lime soumistné projektivni bodové Fady na ose # ttemi druzi-
nami 4,4,, B,B,, C,C,, pfi temZ prvni dvé dvojiny predsta-
vujf jednu vratnou druzinu; utvofime zor obou fad ze stiedu N,
¢imZ obdrzime dva soumistné projektivni paprskové svazky
s druZinou vratnou, a protneme je kruZnici %, prochazejici stie-
dem N; Fezem jsou dvé soumistné kiivé fady 4',B‘,C, ...
R A4B (" ... s vratnou druzinou 4‘, = B‘), 4', = B‘,. Se-
strojujeme-li pomoci direkéni osy p obou Fad dle obr. 3. dalsi
druziny, sezndme, Ze libovolnd druZina jest vratn4, na pt.

‘“=N,, M),= N, coz patrno z toho, Ze priseéik
M\ B, . M‘,B', jest totoZny s priselfkem N‘, 4‘, . N', . 4, na
direkéni ose p. I jsou vratné vSechny druZiny v k¥ivych faddch,
v soumistnych svazcich i v soumistnych Ffaddch na ». Z toho
ihned patrno, Ze imvoluce jest uréema dvéma druZinami prvki.

Specielné sestrojena v obrazei druZina
U,=V, ol,=xV,

jejiz jednim prvkem jest ib&Zny bod fad. Bod U, zove se stred
bodové involuce. '

4. Viimnéme si blize bodové involuce na kuZeloselce,
urtené dvéma druzinami A4,4,, B,B, (obr. 5.). Prepidme dru-
Zinu B,B, na C,C, a sestrojme direkéni osu p osou projektiv-
nfch Fad. Patrno, Ze i prisetfk A,B,. 4,B, (a obecné
M,N, . M,N,) nachdzi se na p.

Oznatme P priselfk spojnic danych druzin A4,4,, B,B,.
V ¢tyrrohu 4,4,B,B, do kuZelosetky vepsaném sestrojeny tak
vSechny tfi dvojiny protéjsich stran, jichz priselfky P, @ a @
uréuji diagondlni trojihelnfk ¢&tyrrohu. Jeito p = QQ’ jest
diagondlni strana, rozdéluji jeji priseliky 4, B se stranami
A, A, resp. B,B, spolu s diagonidlnim rohem P tyto strany
harmonicky, t. j. (4,4,4P) = — 1, (B,B,BP) = — 1.

Sestrojme daldf druzinu D,D, uvaZované involuce, na pf.
pomoci prisetiku 4,D, . 4,D, = R (nebo A4,D, . A,D, = R
na p. Jeito p = RR' jest diagondlni strana i v &tyrrohu
4,4,D,D,, jest bod P jako &tvrty harmonicky bod k bodu 4
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vzhledem k zékladnim 4, A4, téZ diagondlnim rohem tohoto
ttyrrohu, t. j. spojnice D,D, prochdzi bodem P; a obecnd
prochdzejf jim spojnice M,M,, NNy, ..., t. j.:

Spojnice drufin bodové involuce na kuzeloseéce prochazeji
tymé bodem — pilem involuce. Tedny prochdzejici pélem in-
voluce na kuzelosecku wréuji svyms dotyénymi body (X, = X,,
Y, = Y,) samodruiné proky involuce, které jsou nuiné pri-
sectky kuzelosedky s direkéni osou involuce.

- Obr. 5.

. Na poloze pélu involuce ku kiivee zdvisi existence sku-
tetnych jejich bodd samodruznyeh.

Uzitfm involuce na pomocné kruznici mozno dle obr. 4.
sestrojiti i samodruzné paprsky v involuci paprskové o stfedu
N nebo samodruZné body v involuci bodové na ose n.

' 5. Direkéni osa bodové involuce na kuZeloseéce zove se
poldrou jejtho pilu. ~
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Pél a sdruiend polci;"a oddéluji kuzelosecku harmonicky.
Jest to diagondlni roh a prot&jif diagondlni strana v kterém-
koli ¢tyrrohu vytteném na kuzelosetce dvéma libovolnymi seé-
nami pélem prochdzejicimi.

Probihd-li pél Q primku p, prochdzi jeho poldra q pélem
P, jeito @ a P jsou odd&leny kuZelosetkou harmonicky.

Budiz Q' = 4,B, . A, B, treti diagonilni roh v &tyrrohu
A,A,B,B,. Patrné jeho polira ¢'= PQ a tedy i polara g bodu
@ prochdzi bodem @‘. Obdobny vztah plati pro pély R resp.
R’ a jich poliry » resp. .

Dvojiny QQ', RR’,. .. zovou se sdrufené body nebo har-
monické poly na p¥imee p, obdobn& dvojiny gq’, r7', ... sdru-
Zené primky nebo harmonické poldry ve vrcholu P vzhledem
k uvaZované kuZelosece 7. ‘

Rezem svazku P (¢/, #',...) jest fada p (@, R, ...), jejim
zorem svazek A4, (4,9, A,R,...), toho Fezem kfivd fada
k (B,, D,, ...), jejim zorem svazek A, (B,, D,,...), Fezem
tohoto svazku Fada p (@, R, ...) a jejim zorem svazek
P(q, r,...). Z tohoto fetdzu tutvard perspektivnich patrna
projektivnost, kterou vzhledem k patrné involutornosti moZno
vyjadfiti: .

Bodovd Fada pélea jest projektivni se svazkem jich poldr
vzhledem ke kuZeloseCce.

SdruZené body mna pFimce a sdrufené prFimky v bodé
(vzhledem ke kuZeloseéce) jsou involutorné projektivni. O téchto
involucich dime, Ze jsou ma pFimce resp. v bodé kueloseckou
indukovdny.

Trojiuhelnik (na p¥. PQQ’), jeho? kaZdd strana jest po-

ldrou protéjsiho rohu vzhledem ke FkuZeloseice, zove se jejim
trojuhelnikem poldrngm.
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