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jez spolu s body E, F, G tvoii skupinu korresiduédlni se sku-
pinou 4, B, C, D. Jeito tato skupina korresidudlni je uréena
tfemi svymi body, je tato skupina td% jako pro kiivku K3,.
Obé tyto kubické kfivky urtuji tedy svazek, jehoZ body base
vesmés leZf na K° Dalsf kiivky tohoto svazku, jehoZ tfi body
base E, F, G znéme, lze linedrné sestrojovati dle odst. 6. Sdru-
Zime tento svazek projektivné se svazkem kuZelosetek [4, B, C, D]
tak, aby si odpovidaly kiivky urfené resp. body 4,,, 4,,, 4,;.
Oba svazky vytvoif kiivku patého stupné, jez m4 s hledanou
K>® spoletné body: 4, B,C, D, E, F, G, 4,,, 4,,, A,,, dal§ich
Sest, jeZ nédlezi do base svazku kubickych kfivek, a deset daliich
prisetiki s kuZelosetkami K3,, K3,, celkem dvacet Sest bodd,
a je s nf tedy totoZna.

Tim je provedena linedrni konstrukce této kFivky, mebof
o kaidém bodu roviny lze linedrné rozhodnouti, zdali ke k#ivce
ndle3t &ili nic.

O raciondlnich krivkach Sestého stupné.
Napsal Dr. Jan Vojtéch v Brné.

Kazdé raciondlnf kfivka %-tého stupné v prostoru m-roz-
mérném miiZe byti pokldddna za primét racionédlni kfivky n-tého
stupné prostoru xn-rozmérného (pro k < n, m << n)!). Zejména
raciondlnf kfivky stupné n-tého lze s vyhodou pojimati jako
. projekece raciondlnf normalni kiivky téhoZ stupné v prostoru
n-rozmérném. Touto methodou mozno hravé odvoditi fadu vlast-
nosti uvedenych kiivek, protoze raciondlni normdlni k¥ivka je
dtvar jednoduchy. Také z raciondlnich kiivek #n-tého stupné
v prostoru p-rozmérném (p << n) lze vyvozovati vlastnosti k¥ivek
k-tého stupné & specidlnd kfivék =-tého stupnd v prostoru
m-rozmérném. '

1) G. Veronmese, Behandlung der projectivischen Verhiltnisse der
Raume von verschiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens
und Schneidens, Mathem. Annalen 19. (1882) pp. 1''1—234., spec. p. 208.
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Methody této se v theorii kfivek pﬁlezitostné leckdy po-
uzivd. Soustavné vySetfovdny tak dosud zejména vlastnosti rac.
kiivek stupné 4. a 5.%)

V ndsledujicim odvozeny jsou timto zptisobem nékteré
(projektivnf) vlastnosti raciondlnich kfivek 6. stupnd: nejprve
pro normélni k¥ivku prostoru 6-rozmérného a odtud potom pro
raciondlni k¥ivky téhoz stupné v prostorech niZsich. Pfednosti
pouZité methody projekéni jsou evidentni: je jednoduch4, jed-
notnd a oviem ryze geometrickd. Cennd je také ta okolnost, Ze
vynikne souvislost vlastnosti u kfivek téhoZ stupné v riznych
prostorech. 3)

1. Raciondlnf normdlnf ktivka 6. stupné v prostoru 6-roz-
mérném V4, struiné G %), mize byti vytvofena bud Sesti pro-
jektivnimi svazky 1. fddu prostord S; s osovymi prostory S,,
z nichz kazdy protind kfivku v péti bodech, nebo dvéma kol-
linedrnimi svazky 5. fddu pifmek se stfedy na kiivce °). ProtoZe
kollineace uvedenych dvou svazkd 5. Fddu stanovena je sedmi
dvojicemi elementii korrespodujicich, jest C, urtena deviti body
v S;. z nichZz Z4dnych sedm nelezf v S;.

2) G. Marletta, Studio geometrico della quartica gobba razionale,
Annali di matem. (3) 8. (1903) pp. 97—128.

J. R. Conner, The rational plane quartic as derived from the norm-
curve in four dimensions by projection and section, Amer. Journal of
mathem. 33. (1911) pp. 203—248.

G. Marletta, Sulle curve razionali del guinto ordine, Rendiconti del
Circolo matem. di Palermo 19. (1905) pp. 94—119.

%) Vlastnosti zde uvedené vyplyvaji udanou methodou - z elemen-
térnich vztahdi. Dal3i by se objevily z podrobnéjsiho vysettovéni zejména
rac. norm. kfivky 6. stupné.

Hv 2;‘; af znali bodovou varietu a-rozmérnou v (linedrnim) prostoru
b-rozmérném, - stupné c-tého rodu d; symbolem Cp stru¢né oznalime ra-
ciondlni kfivku 6. stupné v prostoru b-rozmérném (Sp).

6) G. Veronese na cit.. misté. G. Loria, Sulle curve razionali normali
in uno spazio a n dimensioni, Giornale di matem. 26. (1888).

19*
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2. Kfivkou (, stanovena jest v S, poldrnost®), v niz
sob& odpovidaji bod a prostor S;, urteny dotyénymi body osku-
la¢nich7) S;, poloZenych bodem tim ke kfivece. Odpovidaji sobs
oviem dédle pfimka a S,, rovina a S;, z nichZ vZdy druhy
prostor je prisekem poldrnich S;, korrespondujicich bodim
prvntho. Incidentni sdruZené body a prostory S, involutorni této
korrelace vytvotuji kvadratickou varietu H-rozmérnou (zdkladni
varietu poldrnosti); na této varieté leif kfivka C; a oskulani
S, kiivky C, dotykaji se ji v bodech této kiivky.

3. Jako C, jest profata libovolnym prostorem S; v 6 bo-
dech (jsouc stupné 6.), tak lze libovolnym bodem vésti k nf
6 oskulatnich S;, t. j. je Fidy 6.

Teény kiivky C, tvoré rosvinutelnou (oskulaéni) ploclu
stupné 10., kterou totiZ libovolny S, proting v kfivee 10. stupné
(tfidy 6. se 6 hroty), &ili libovolny S, protind 10 telen kiivky
C;. Nebot priimét kiivky C, ze stfedového prostoru S; (obecnd
poloZeného) do roviny musi byti raciondlni kiivka 6. stupné
(s 10 body dvojnymi), tedy tfidy 10.

Z oskulaénich rovin kfivky C; venikd rozvinutelnd (osku-
latni) warieta 3-roemérnd stupné 12. (protatd libovolnym S,
v kiivee 12. stupnd), t. j. libovolny S, protind 12 oskulainich
rovin kiivky dané. Nebof dotéeny primét kiivky C, ze stfedo-
vého S; do roviny jest (pfi obecné poloze stfedového prostoru)
kiivka 6. stupn& 10. tiidy bez hrotd, md tedy 12 staciondrnich
teten.

" Duélng plati: Libovolnad rovina protind 12 oskulainich S,
kiivky Cy, t. j. oskulaéni prostory S, krivky dané tvoFi rozvi-
-nutelnow (oskulatni) varietu 4-rozmérnou stupné 12., kterou
totiz libovolny S, protind v kfivece 12. stupné.

Konetnd rozvinutelnd (oskulatni) varieta b-rozmérnd, tvo-
fend oskulaénimi prostory S, kiivky C,, je stupné 10., jsouc
profata libovolnou rovinou v kfivce 10. stupnd (6. t¥idy s 12 hroty);

6) W. K. Clifford, On the classification of loci, Transactions of the
R. soc, of London 169. (I878). G. Castelnuovo, Studio dell'involuzione ge-
nerale sulle curve razionali mediante la loro curva normale dello spazio
a.n dimensioni, Atti d. Ist. Veneto (6) 4. (1886).

7) Oskula¢ni prostory Sk krivky maji s kiivkou dotyk (k + 1)-bodovy.



293

nebot libovolnd pimka protind 10 oskuladnich prostord S, dané
kiivky.

C, nemé elementd S dvojnych (nisobnych) (pro ¥ =0
az 5), t j. nemd dvojnych ani bodd ani tefen ani oskulaénich
rovin ani oskulatnfch §,, S,, S;. Nemd také elementii S, sta-
ciondrnich t. j. hroti a prostori s dotykem (% - 2)-bodovym.

4, Jestlize zvolime kterékoli dva pétisetné prostory S,
(z nichz totiz kazdy md s kfivkou C; 5 spoletnych bodd) a
promitdime z nich body kfivky C,, jsou vznikajici tak svazky
1. fadu prostord S, (s osovymi S,) projektivni; odpovidaji sobd
prostory S; promitajici tyz bod kfivky. Za osové S, mozno
specidlné zvoliti oskulalni prostory kivky.

Vzhledem k uvedené poldrnosti plati dudlné: Bodové fady
. na dvou pifmkdch, z nichZ kaZdd je prisekem pé&ti oskulaénich
prostordi S, kfivky C, (spec. na dvou telndch kiivky), jsou
projektivni tak, %e sob& korresponduji body vymezené na nich
tfm% oskulainim prostorem S; kiivky.

Odtud vyplyva: Cty#i oskulaéni prostory S, k¥ivky C,
profaty jsou teénami jejimi wve CtveFindch téhoZ dvojpoméru.

5. Svazky 1. fadu prostord S;, jimiz se ze zvolenych
prostord S, kfivky C; promitaji jeji body, jsou — jak uvedeno
— projektivni a vytvofuji podle pottu svého nisledujici variety,
jez viechny oviem obsahuji Cj.

Dva takové svazky vytvofuji 5-rozmérnou kuZelovou va-
rietu 2. stupnd, jejimZ vrcholem je rovina (vytvofujici prostory
S, této variety prochazejf touZe rovinou, prisekem osovych
S,). Z ti projektivnich svazkid prostori S, s osovymi pétised-
nymi S, vznikd 4-rozmérnd kuZelovd varieta 3. stupné, jejiz S,
prochézeji tymZ bodem, vrcholem variety. Vytvorem &tyf resp.
péti svazki uvedené povahy jest 3-rozmérnd resp. 2-rozmérni
varieta 4. resp. b. stupné, jejiz vytvofujici elementy jsou roviny
resp. pifmky.

Primkov4 plocha 5. stupng, posléze uvedend, profata je
kazdym prostorem S, v raciondlni (normdlnf) kiivce 5. stupné.

6. Promitneme-li®) C, z jejtho bodu 4 do prostoru Sj,

8) A. Brambilla, Intorno alle curve razionali in uno spazio lineare

ad un numero qualunque di dimensioni, Rendiconti d. Ist. Lombardo (2)
19, (1886).
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obdriime raciondlni ktivku 5. stupnd. K této lze z libovolného
bodu B’ v §; vésti 5 oskulaénich S, (s dotykem 5-bodovym),
jichz dotytné body urtuji prostor S,, jdoucf bodem B’; B’ a
tento S, jsou totiz sdruZeny v nulovém systému prostoru S;,
stanoveném tam uvedenou raciondlni (norméalnf) kfivkou b. stupné.
Vrétime-li se do S;, nalézdme:

Libovolngm bodem B v S, a bodem A kiivky Cj lze vésts
5 prostort Ss, jeZ maji jinde s k¥ivkou dotyk 5-bodovy; prostor
S;, urdeny dotyémymi body téchto S; a bodem A kiivky, pro-
chdzi bodem B.

Podobnou cestou obdrzime vétu: Libovolnym bodem v S,
a trojseénou rovinou kiivky C; moZno vésti 3 prostory S;,
magici s kfivkou jinde dotyk 3-bodovy; prostor S;, poloZeny
dotyénymi témito body a rovinou trojseénou, prochdzi onim
bodem. -

7. V prostoru S; vyskytuji se piimky dvojfho drubu: v né-
kterjch se protind 5 oskulatnich S, kiivky C,, v jinych nikoli;
onéch je oo ® protoZe tolikéz je pétisetnych S, kiivky Ci.

Prostor S; moZno v S; voliti bud tak, %e je obsaZen
v (jednom) pétisetném S, kiivky C,, nebo tak, Ze neni obsaZen
v Z4dném takovém prostoru. Na zakladé polarnosti plyne odtud:
Rovina v S; obsahuje bud jednu primku, v niZ se protind
5 oskulalnich S; kiivky Cg, nebo neobsahuje Zddnou.

Rovinou v S; neprochdzi 74dny pétisetny S, kfivky C,
nebo ji prochdzi jeden takovy prostor nebo nekonetné mnoho,
jez tvoii varietu 2. stupnd; jestlize je totiZz rovina obsaZena ve
dvou pétiseénych S,, prochdzi ji oo ! takovych prostori. Z toho
vyvozujeme:

V' 8; prostoru S; neexistuje bud Zddnd p¥imka, v niz se
protind 5 oskulaénich Sy kiivky C,, mebo existuje jedna nebo
o ! tvoricich plochu 2. stupné (jednu sousiavu ploSnych piimek
jejich). Co ;

IL

8. Promitneme-li Cy z bodu obecné polozeného (stfedu
projekee O) do prostoru S;, vznikne v tomto raciondlni ktivka
6. stupné, kterou oznatime strutné C;.
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C, md t¥idu 10., t. j. libovolnym bodem v S; lze k ni
vésti 10 oskulaénich S,; nebof libovolnd p¥fmka (vedend bo-
dem O) protind 10 oskulaénich S, kiivky C,.

Cy mé ¥ rozvinutelné wvariety oskulaéni: 2-rozmérnou
stupné 10. tvofenou tetnami (libovolny S, protind totiz 10 telen
ktivky C,), 3-rozmérnou stupné 12. tvofenou oskulatnimi ro-
vinami kiivky a 4-rozmé&rnou 72, stupné tvofenou oskulaénimi
prostory Ss.

Kfivka C; md 6 staciondrnich®) prostord S,. Nebof bo-
dem O v S, lze vésti 6 oskulainich S, ke kiivee Cj, jez se
promitaji v staciondrni S, kiivky C;.

9. Projekef zakladni kvadratické variety poldrnosti (uved.
v odst. 2.) z bodu do S; vznikne 4-rozmé&rnd varieta 2. stupné
(vepsand rozvinutelné varieté oskulagnich S;). Staciondrni pro-
story S, krivky C; dotykaji se této rariety 2. stupné v do-
tyénych bodech svych ma Efivce.

Z véty uvedené v odst. 4. — promitneme-li totiZ utvar
slozeny z kfivky C;, z jejich festi oskulaénich S, jdoucich
bodem O a z tefen jejich — vyplyva:

Skupiny bodové, v nichZ teény k¥ivky C; protinaji jejich
Sest riznych staciondrnich prostord S,, jsou projektivni1®).

Projekef z bodu O = B odvozujeme z vé&ty nalezené
v odst. 6.:

Z bodu na krivce Cy lze véstt 5 prostord S, oskulacnich
ke k¥ivce (jez maji s C, jinde dotyk 5-bodovy); prostor S, do-
tyénymi body jejich wuriemy prochdzi onim bodem Kkiivky.

10. Viimn&me si polohy bodu O k pétiseénym prostorim
S, kfivky C;. Snadno nahlédneme, Ze bod O nelze tak voliti,
aby jim neprochdzel zidny nebo prochizel jeden pé&tiselny
prostor S, kfivky C,; prochdzi jim vzdy nekonetné mnoho ta-
kovych prostord. )

Kfivku C; moZno totiZz poklddati za vytvor dvou projek-
tivnich svazkd 5. fddu p¥fmek se stfedy 4, a A4, na kiivce.

9) Staciondrni prostor Sr kfivky mé s ni dotyk (k + 2)-bodovy.

10) Tuto a nekleré jiné vlastnosti odvozuje analyticky G. Loria;
Intorno alle curve razionali d'ordine n dello spazio a n — 1 dimensioni,
Rendiconti d. Circolo matem. di Palermo 2. (1888).
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Spojnici p;, bodu O s bodem A4, odpovidd ve svazku se stfedem
A, piHmka p,, neprochdzejicf bodem O (lezf-li O mimo kfivku,
jak pfedpokldddme). Roviné p,0 odpovida rovina jdouci pFimkou
p, = A,0; vytvorem projektivnich svazki 3. fddu s t&mito
rovinami jako osovymi jest 3-rozmérnd kuZelovd varieta 4. stupné
8 vrcholem v bodd O. Pétisetné prostory S, kiivky C, jdouct

bodem O (v po&tu oo 3) obsahuji vytvofujici roviny této variety.
' V S, proto plati: Pétiseéné prostory S, ki¥ivky Cy obsa-
huji vytvorugici primky plochy 4. stupné.

11. Zvolime-li stfed projekce O v oskulatnich prostorech
kiivky C,, dostaneme promitnutim specidiné k#ivkw Cj; pii tom
snizi se jeji tfida a zmensf se potet jejich prostori staciondr-
nich. Pipadu, kdy O je na kfivee C;, netfeba pfipominati;
projekef v S, je tu raciondlni kiivka 5. stupné (normélnf).

Je-li O v obecném bod& variety tvotené oskulainimi S,
ktivky C,, vznikne C; tfidy 9. se staciondrnim prostorem S,
majict jen 4 staciondrni S,. Nebot libovolnd piimka jdouct
bodem O (jenZ je v oskulaénim S,) protind uz jen 9 jinych
oskuladnich S,; oskulainf S, obsahujici O promiti se v sta-
ciondrnf S;, ktery plati za 2 staciondrni S,, protoze oskulaini
S, kiivky Cy je prisekem dvou sousednich oskulatnich S;.

Je-li O v priiseku dvou oskulaénich S, kfivky C;, dosta-
neme C; t¥idy 8. s dvéma staciondrnimi S; a dvéma stacio-
ndrnims S;. Jestlize zminéné dva oskuladni S, kiivky C, jsou
sousednf, t. j. je-li O v obecném bodé& variety tvofené osku-
latnimi S;, m4 vznikajici C; (tFidy 8.) staciondrni rovinu
a tFi staciondrni S,.

Cy tridy 7. s jednow stacionmdrni rovinow, jednim sta-
ciondrnim S; a jednim staciondrnim S, nebo se staciondrni
primkou (tetnou) a dvéma staciondrnimi S, vznikne, poloZime-li
O do priseku oskulatnich S, a S, kiivky C, resp. do obecného
bodu variety tvofené oskulatnimi rovinami kfivky C,.

Konetné nejspecidlngjsdi kiivky C obdrzime, zvolice O na
tetnd kfivky C, nebo v prisediku jeji oskulani roviny a osku-
la¢nfho S, nebo v prisetiku dvou oskulatnich S; nebo v pri-
setfku t¥{ oskulalnich S,; povstanou tak kfivky C; tridy 6.,
z nichZ prvni md hrot a jeden staciondrni S,, drubd staciondrni
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teénu a staciondrni S,, tteti dvé staciondrni roviny a tvrtd
tri staciondrni prostory Ss.

12. Kazd4 kollineace v S;, DP¥i niZz je C, invariantni, indu-
kuje na této projektivnost jeji fady bodové; a naopak projek-
tivnost na C, md za nisledek kollineaci prostoru ji obsahujiciho,
pii niz je kfivka invariantni. Aby takova souvislost existovala
mezi kollineaci prostoru S; a projektivnosti na invariantni kiivce
Cs, musi byti v S; invariantni stfed projekce a tedy skupina
oskuladnich prostort kiivky jim prochazejicich, proéez i skupina
doty¢nych bodi prostord téch na kiivce. I plati véta:

Aby v S; existovala kollineace s invariantni kfivkou Cj,
k tomu je nutno a stadi, aby na Cs byla projektivnost s inva-
riantni skupinow dotyénych bodii prostord staciondrnich '*).

Vskutku je-li v S; kollineace s invariantni kfivkou C;,
jest v S; kollineace s invariantni C, a stfedem projekce, tedy
8 invariantnf skupinou oskula¢nich prostoréi bodem tim jdoucich
a proto v S; na C, projektivnost s invar. skupinou doty¢nych
bodd prostorii staciondrnich. Naopak, je-li na C, projektivnost
8 invariantnf takovou skupinou, je na C, projektivnost obdobné
vlastnosti a v S; kollineace s invariantni C; a bodem, proto
v S, kollineace s invariantni Cj.

ProtoZze existuje o ! projektivnostf na C; s invariantnimi
dvéma body, vyplyvd z hofejsi véty:

K#ivky Cy t¥idy 6. s dvéma (pouze) prostory staciondr-
nimi jsou tnvariantni p¥i oo kollineacich prostoru svého.

Krivek takovych jsou, jak uvedeno v odst. 11, tfi typy;
pro typus s dvéma staciondrnfmi rovinami plati mimo to:

Krivka (O s dvéma rovinami staciondrnimi jest inva-
riantni pfi ool involutornich kollineacich svého prostoru.

P1i kazdé této involutorni kollineaci zamé&iiuji se obé& sta-
cionérni roviny. Dv8 takové kollineace involutorni maji za
produkt kollineaci prve uvedenou (a naopak).

11) G. Loria na misté cit. v pozn. 19),
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13. Raciondlni kiivku 6. stupng v prostoru S, (oznatme
ji C,) obdrzime projekef kiivky C, z pifmky obecné poloZené
() nebo projekei kiivky C, z bodu mimo ni leZicfho. Promita-
jici kuZelovd varieta 6. stupné je v prvém piipadd sloZena
Z rovin, z druhém z pi{mek.

Obecnd ktivka C, je t¥idy 12. (libovolnym bodem lze k nf
vésti 12 oskulatnich prostord S;), jak poznéme bud na zdkladd
kiivky Oy nebo C,.

C, m& dvé rozvinutelné variety oskulaéni, a to plochu
teten stupné 10. a 3-rozmérnou varietu oskulainich rovin
12. stupné (t. j. libovolnd pfimka protind 12 oskulaénich rovin
kiivky C,). v

Obecnd C, mé 10 stactondrnich prostord S,;. Vyvodime
to tfebas odtud, Ze z libovolného bodu v S, (sttedu projekce)
Ize vésti k C; 10 oskulaénich S,. Staciondrni prostory S, kiivky
C, dotykaji se (3-rozmérné) variety 2. stupné.

14. Spojme pifmku p (stfedovou pi{mku projekce) s bodem
A, na kfivee C;; této roviné o, = pA, odpovidd ve svazku se
* stfedem A,, ktery jest se svazkem stfedu 4, projektivni a vy-
tvofuje s nim k¥ivku C, rovina «,. Rovina «, mize miti troji
polobu k p: bud neprotind p nebo ji protind nebo ji obsahuje.
V poslednim pifpadé je p bisekantou kiivky a promitinim vznikne
v S, kfivka 4. stupné; zbyvaji tedy dva piipady.

V prvém poloZme rovinou «, a pifmkou p prostor S,,
jemuZ ve svazku se stfedem A4, odpovidd prostor, jenz s nim
mé spoletnou rovinu jdouci p¥{mkou p. Pétiselné tyto prostory
S, kiivky C; jsou osovjmi prostory svazkd, jez vytvotuji 5-roz-
mérnou kuZelovou varietu 2. stupné s vrcholovou rovinou.
V drubhém p#ipad® uréuji rovina e, a piimka p- prostor S,;
tento a jemu odpovidajici prostor-bodem A, jsou osovymi pro-
story svazkd, které 'vytvofuji 4-rozmérnou kuZelovou varietu
3. stupné s vrcholovou p¥imkou p; vytvotujici S, této variety
jsou obsaZeny v pétiseénych S, kfivky, jeZz jdou p¥fmkou p.

Dochézime takto pro C, k vysledku: K#ivek C, jsou dva
druhy: jejich pétiseéné roviny bud tvori 3-rozmérnow kuZelovou
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vartetu 2. stupné s vrcholem v bodé nebo obsahuji vytvorujici
primky plochy 3. stupné.

15. Na C, existuje involuce 6. stupné 1. 7ddu I} (t. zv.
fundamentdlni), konjugovand k involuci 7, vymezené na kfivce
prostory S,. Ob& involuce ty jsou praméty '?) involuci vytéenych
na C; prostory S;, jez patii jednak do svazku s osovym S,
jednak do svazku s osovym S,, pfi ¢emz S, je pfimka, z niz C,
promitdéme v C,, S, pak prostor k S, poldrni vzhledem k C,.

Skupiny fundamentdlni involuce jsou na C, tvofeny také
projekcemi (ze sttedové piimky) bodd kfivky C,, v nichZ se
kiivky té dotykaji oskulatni prostory jeji, jdouci jednotlivymi
body piimky sttedové. Z této povahy fundamentdlni involuce
vyplyvd:

Kriwka C, je tnvarianini pii kollineacich prostoru S, ji
obsahujiciho, jez jsou wuréeny projektivnostmi na Erivce, pri
kterjch je imvariantni fundamentdlni involuce jeji'3).

16. Duélnim elementem k pétiseénému prostoru S, kiivky
C, je pfimka, v niZ se protind 5 oskulatnich S, kfivky té.
Promitneme-li C; do S, z takové piimky, obdrzime C, s pét:
hyperoskulaénimi '*) S, (s dotykem 6-bodovym). ProtoZe teény
kiivky C, protinaji pevné oskulatni prostory S, v projektivnich
skupindch bodd, plati:

Hyperoskulaéni prostory S; kiivky C; (jsou-li rizné) vy-
mezuji na teCndch krivky projektivni skupiny bodové.

O kfivece C, s péti hyperoskulatnimi S; plati dale:

Kazdd skupina fundamentdlni involuce na kiivce sklddd
se z péti dotyénych bodud hyperoskulaénich S, a kteréhokols
bodu na kiivce.

Nebof p&t hyperoskulainich S; kfivky C, jsou priméty
péti oskulaénich S; kiivky C, z jejich priseku, sttedové piimky.
Prostor S,, poldrni k této piimce vzhledem k C;, urlen jest

12) L, Berzolari, Sulle curve razionali di uno spazio lineare ad un
numero qualunque di dimensioni, Annali di matem. (2) 21. (1893).

18) Srv. G. Marletta, Sulle curve razionali del quinto ordine, 1. c.2)
p. 105. .
14) Hyperoskulagni (také staciondrni singuldrni) prostory kfivky
n 1ého stupné sluji proslory, jez maji s kfivkou dotyk nejvy3siho stupné
(n-bodovy).
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dotyénymi body uvedenych péti oskulatnich S;; prostory S;
svazku s osovym onfm S, protinaji C, v involuei, jejimZ pri-
métem na C, je involuce fundamentilni. Je tedy patrno, Ze
kazd4 skupina fundam. involuce na C, obsahuje doty¢né body
jejich S; hyperoskulaénich.

Z podminky pro automorfni kollineaci kfivky C, (uved.
v odst. 15.) vyvozujeme vzhledem k vét& pravé vytlené:

Krivka C, s péti hyperoskulaénimi S; je imvariantni pri
kollineacich prostoru 8S,, jeZ prislusi k projektivnostem na
k¥ivee s invariantni skupinou dotyéniych bodd prostord hyper-
oskulaénich.

IV.

17. Raciondlnf kf¥ivku 6. stupn® v obytejném prostoru (C;)
lze poklddati za projekci bud kiivky C, z roviny nebo kfivky
C, z pHimky nebo kifivky C, z bodu. Stfedové elementy pro-
jekce nesméji ovSem byti incidentni s kfivkou promitanou.

Obecnd C; je tridy 12.; vyplyvd to na pf. odtud, Ze
piimka protind 12 oskulaénich rovin kiivky C, (S; protind
12 oskulainich rovin kiivky C,). Rozvinutelnd plocha teden
krivky C; je stupnmé 10. (tHdy 12., jak uvedeno); libovolnd
piimka protind tedy 10 teten kiivky. Plocha ta je primétem
oskulaénich ploch (tvofenych tetnami) raciondlnich kfivek
6. stupné ve vysSich prostorech.

Obecnd Cy md 12 staciondrnich rovin; plyne to na pf.
z tHidy ktivky C, (bodem — stfedem projekce lze vésti 12
oskulatnich S; k C,) nebo ze stupnd variety oskulainich S,
kiivky C; (rovina, stfedovd pro projekei, protind 12 oskulaénich
S, ktivky Cj).

18. Oskulaini prostory S; kfivky C, dotykaji se kvadra-
tické zdkladni variety poldrnosti, kterou Cy v S; urtuje. Odtud
vychdzf promitnutim: )

Staciondrad roviny kiivky C, dotgkaji se plochy 2. stupné.

Protoze primét k¥ivky C; v S, musf byti raciondlni, pro-
chazi bodem v S, 10 bisekant kiivky C, (teény v to potitaje)
¢ili obecnd kfivka C; md 10 zddnlivgch bodd dvojnych.

Z bodu krivky Cj; lze k ni vésti 6 trisekant. Nebof ze
svého bodu promitd se C; do roviny v raciondlni kfivku
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5. stupné, tedy s 6 body dvojnymi; kazdy z nich je prisetikem
trisekanty s rovinou. Jest tedy C, Sestindsobnou kiivkou plochy,
kterou vytvofuji jeji trisekanty.

19. V 8, jsou zajisté prostory S,, jeZ nejsou pétisetnymi
prostory kfivky C;. Kazdy z nich je profat pétisetnymi S,
v oo ® rovindch; pondvadz mi rovin o9, existuji v S; roviny,
jimiz nelze vésti pétiseny S, ke kiivce C;,. Jsou tam oviem
i roviny, jimiZ prochdzi jeden pétisetny S, kfivky C,. Jakmile
viak moZno rovinou vésti ke kiivee C, dva pétiseiné S,, lze
takovych prostori vésti o !, které tvoii b-rozmérnou kuzelovou
varietu 2. stupné se stfedovou rovinou. Nebof ony dva S, lze
zvoliti za osové prostory dvou svazkid prostord S,, jichz kor-
respondujici ¢&leny (promitajici tyz bod kFivky) protinaji se
v pétisetnych S,, jdoucich jejich rovinou. Projekef do S, vyvo-
zujeme z uvedeného:

V prostoru S, existuji t¥i druhy raciondlnich Fkiivek
6. stupné: Krivka C, bud nemd Zddnouw nebo md jednu péti-
seénou primku nebo md nekoneéné mmoho p¥imek pétiseényjch;
v poslednim pFipadé tvori tyto pFimky plochu 2. stupné (jednu
soustavu ploSnych pi{mek jejich) **).

Vzhledem k tietimu typu kfivek C, miZeme Fici: Md-l:
k¥ivka C, dvé pétisecné primky, md jich oo tvoricich soustavu
plochy 2. stupné. Dva svagky rovin, jimiZ se body kFivky Cj
2 jejich dvou. pétiseényjch pFimek promitaji, jsou projektivni;
korrespondujici roviny protinaji se v pétiseénijch pFimkdch.
k¥ivky, je# vytvoFuji plochu 2. stupné.

20. Na C, existuje fundamentdlni involuce I, jejiz sku-
piny jsou konjugovdny (apolérni) ke skupindm bodovym, vyme-

18) Raciqnélni kiivky 6. stupné jsou ktivky nejnifsiho stupné, kterych
Vv Sy existuji s tohoto hlediska t#i druhy (u kiivek n-tého stupnd existuje
totiz také druh bez (n—1)-seéné pfimky jen pro n ==6). Raciondlni kiivka
5. stupné musi uz miti aspoi jednu é&tyrseénou pfimku; o zndmé této
vlastnosti kfivek 5. stupné (kterou dokézali E. Bertini, Em. Weyr a ].)
mizeme se’jednodufe presvédeiti takto: Ctyrseéné Sy raciondlni normdlni
kiivky 5. stupné v S; prolinaji Sy, ktery neni &tyrseénym, v oo 4 piimek;
neni proto v S; primek, jimiz by neprochizel &tyrseny S3. Projekei
z pfimky do S; nalézame tedy, Ze neexistuje rac. kfivka 5. stupné v Sg
bez etyrseéné piimky (pramétu &tyrsecného Sg).



802

zenym na C, rovinami prostoru. Fundam. tato involuce jest
primét oné involuce na kiivece C; (z niZ vznikla projekei (),
kterou tam stanovi prostory S; svazku 2 fidu s osovym pro-
storem S,. poldrnim k stfedové roviné projekce vzhledem k C,.

Fundamentdlni involuce na C; je dilezitd p¥i vySetfovani
kollineaci prostoru S,, pfi nichz je C, invariantni (v. odst. 15.).
Nebot platf:

Projektivnost na C3, pri nii jest invariantni fundamen-
taini imvoluce na kiivce, uréuje v S; kollineaci s invariantni
krivkou C,.

21. Ktivka C, mize miti nejvySe 4 hyperoskulaéni roviny.
Nebof jen 4 oskulatni S, protinaji se u C, v téZe roviné;
jejich priméty z této roviny do S; jsou roviny hyperoskulaéni.

Z vlastnosti - teten kiivky C;, uvedené v odst. 4., plyne
(protoze pfimky protinajici Ctyfi roviny v étvefindch téhoz dvoj-
pomsru tvoif t. zv. tetraedrdlni komplex p¥fmek):

Teény krivky Cy, jeZ md Ctyri rizmé roviny hyperosku-
laéni, ndleZeji tetraedrdlnimu komplexu, jehos zdkladni étyrstén
tvori tyto roviny. ,

O uvazované kfivee plati: Skupiny fundamentdlni invo-
luce na k¥ivce C; se étyimi hyperoskulaénimi rovinami obsa-
huji vesmés dotyéné body &tyr téchto rovin a dva kterélkoli
body kFivky '®). Nebof prostory S, vymezujicf na C; involuci,
jejimz primé&tem je fundam. involuce na Cj, prochdzeji pro-
storem S,, poldrnim k stfedové rovin& projekce vzhledem k C.
Tento S; urlen je vSak dotyénymi body ¢&tyf oskuladnich S
ktivky C;, které se promitaji (z jejich priseku) v hyperosku-
laénf roviny kiivky C;; obsahujf tedy prostory S;, Jdouci uve-
denym S;, jen dva proménlivé body kiivky.

Ze slozeni fundamentdlni involuce kfivky C, s &tyfmi ro-
vinami hyperoskula¢nimi a z vyznamu této involuce pro kolli-
neace prostoru §; s invariantni kfivkou Cj vyvozujeme:

Kvivka C; se Ctyrmi rovinami hyperoskulaénimi je in-
variantni p¥i kollineacich, uréenych projektivnostmi ma krivce,
pFi nich¥ je invariantni skupina dotyénych boddi téchto rovin.
-_—-_“’_)—E-—. Ciani, Sopra le curve gobbe razionali dotate di quattro punti

d’iperosculazione,  Rendiconti d. Circolo matem. di Palermo 26. (1908),
s odvozenim analytickym.
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Podle toho, zdali skupina,&tyf dotyénych bodd hyperosku-
la¢nich rovin kfivky C, je obecni nebo harmonicks nebo ekvian-
harmonickd, moZno rozeznivati tfi typy kiivek C; se Etyfmi
rovinami hyperoskulaénimi 7).

22. PoloZime-li sttedovou rovinu projekce do priiseku dvou
oskulatnich prostord S, ktivky C;, obdrzime jako primét k¥ivku
C,, joz mé dvé teény s dotykem 5-bodovym. Kiivku tuto mozno
pokléddati za specidlni pfipad kfivky, o niZ jedndno v odst. 21.

Kiivka C; o dvou tetnich s dotykem 5-bodovym je in-
variantni pri o' dvojosych kollineaci involutornich; kazdé
kollineace tato uréena je involutorni projektivmost{ na kfivce,
jez zaméniuje dotytné body obou uvedenych teten. Kiivka ta je
viak invariantni ¢ pii o' kollineaci (neinvolutornich), které
piisluieji k projektivnostem na kiivce s ondmi dvéma body jako
samodruznymi. KaZd4 z téchto kollineaci je produktem dvou
involutornich kollineaci hofejsich.

V.

23. Raciondlni kfivku 6. stupné v roviné (C,) lze obdrZeti
projekef bud ktivky C; ze stfedového S, (jenZ s ni nemd spo-
le¢ného bodu) nebo kiivky C; ze stfedové roviny nebo kfivky
C, ze stfedové piimky nebo konetnd kfivky C, z bodu jako
stfedu (za obdobnych podminek).

.Cy a kfivka 10. stupnd 6. tfidy, jeZ je fezem 5H-rozmérné
oskulani variety kfivky C; s rovinou kiivky C,, jsou poldrné
reciproké vzhledem ke kuZzelosetce, v niZ rovina k¥ivky C, pro-
tind kvadratickou zdkladnf varietu poldrnosti stanovené kiivkou Cj.

24. Fundamentdlni involuce na kiivee C, je I5. Obdriime
ji tim, %e zvolime v S, rovinu polérnf k onomu prostoru S,
z n&hoz C, promitime v (, (v poldrnosti uréené v S, kfivkou
Cy), protneme kfivku C, prostory S, svazku 3. ¥d4du s onou
rovinou jako osovou a vymezené takto skupiny bodové pro-
mitneme do roviny; daji skupiny fundam. involuce.

17) Grupami automorfnich kollineaci téchto kiivek zabyvd se E. Ciani
na uv. misté16), .
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Z uvedené poldrnosti vyplyva, ze skupiny fundam. involuce
na C, urteny jsou také body stfedového prostoru S;; kaZdd
skupina této involuce je totiz primétem skupiny dotyénych bodi
Sesti oskulainich S; jdoucich bodem prostoru S; ke kfivee C,.
Odtud také je patrno, Ze skupiny fundam. involuce jsou apo-
ldrni ke skupindm involuce I3, jeZ na C, jsou vytieny pfimkami
roviny jeji; jef podminkou apoldrnosti dvou.skupin bodovych
incidence element®, jimiz skupiny ty jsou stanoveny. °

Jako pro C, a C; plati i pro C,: Projektivnost na kiivce
C,, p¥i které je invariantni fundamentdlni involuce k¥ivky,
uréuje kollineaci roviny s invariantni C,.

25. Kfivka C, mize miti nejvy§ 3 hyperoskulaini primky
(tetny); vznikne z C, projekei z takového S,, ktery je pri-
sekem t¥{ oskula¢nich S; k¥ivky té.

Uvedené tfi oskulaéni prostory S, kiivky C, dotykaji se
ve svych dotyénych bodech na kkivce (spolu s ostatnimi oskul.
S;) zékladni kvadratické variety poldrnosti, stanovené kfivkou
C; v S,; odtud projekei dostdvame:

U kiwky C, s tfemi primkami hyperoskulaénimi ndleZeji
tyto primky a jejich dotyéné body (jako tetny a body) tése
kuZeloseéce 9).

ProtoZze rovina poldrni v S; k stfedovému S, projekce
obsahuje dotytné body tif oskula¢nich S;, z nichZ vznikaji te¢ny
hyperoskula¢ni, plati: Fundamentdlni involuce krivky C, s t¥emi
hyperoskulaénimi teénami md skupiny, jes wvsechny obsahuji
dotyéné body téchto tri teten a tFi libovolné body na C,.

Vzhledem k vyznamu fundam. involuce (vytfenému v odst.
24.) patff ke kaZdé projektivnosti na C, s invariantni skupinou
tii dotyénych bodid pifmek hyperoskulaénich kollineace roviny
s invariantni kfivkou C,. I méme vétu:

Kirivka Cy, jek md tFi teny s dotykem Sestibodovym, je
invariantni pie grupé Sesti kollineaci své roviny.

Kollineace této grupy odpovidaji tém projektivnostem na
kfivee, pii nichZ t¥ uvedené body jeji se zam&iuji. Grupa ta
obsahuje mimo identitu t¥i kollineace involutorni a dv& cyklické
8 periodou 3.

18) L. Brusotti, Sulle curve piane razionali dotate di tre punti
d’iperosculazione, Rendiconti d. Ist. Lombardo 37. (1904).
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