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Konstrukee tecny ke krivee vlastniho stinu na
plochach rotacnich.
Napsal prof. Bedfich Prochazka.

1. Je-li druhd primétna rovnobézna s merididnem 3 plochy
rotacni obsahujicim svitici bod s, miZeme konstrukei Wienerovou *)
sestrojiti druhé priméty bodd kiivky vlastniho stinu bez po-
uziti primétu prvého.

Dle této konstrukce sestrojime, zvolivSe za piiinou jedno-
dusstho oznaleni za 2. primétnu rovinu merididnu M, druhy
primét bodu d kfivky stinu vlastniho, ktery lezi na kruZnici
K, vytvofené bodem a tohoto merididnu, ndsledujicim zpisobem.

Tetna T anormdla N k merididnu v bodu a sestrojené pro-
tinaji osu O vbodech ¢ a n, respektive stiedech plochy kuZe-
lové a kulové, kteréz se plochy rotatni dle kruznice K dotykaji;
kolmice nd, s bodu » ku piimce st spuSténd protind primét K,
v hledaném 2. primétu bodu d. Nebof st jest spoletnou druhou
stopou obou rovin te¢nych a bodem s ku plose kuZelové sestro-
jenyeh, kteréz také plochy kulové -— kazdd v jednom bodé
kruznice K se dotykaji, a na stopé st stoji kolmo primét obou
polomérd plochy kulové sméfujiei k dotyénym bodim, jichz
praméty se v bodu d, stotoZiuji.

Teénu ke kiivce stinu vlastniho lze sestrojiti pomoci vét
o krivosti ploch a jejich priseld. Tak ji sestrojuje de la Gour-
nerie **) jakozto sdruZemow tecnu k paprsku svételnému pomoci
primétu indikatrixy sestrojené z hlavnich poloméri kiivosti

*) Dr. Christian Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie,
Lipsko 1887, 1I. svazek, str. 184.

**) De la Gournerie, Traité de géor'nétrie descriptive, 2e edition,
3e partie, 1885, p. 66. o
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plochy rotatni. Staudigl*) pouzivd vSak souosé rotaéni plochy
2. stupné, kterd plvodni plochu rota¢ni dle kruznice oskuluje.
Pan professor Pelz**), podal konstrukei stiedu této plochy osku-
lujici pouziv paraboly Steiner-Pelzovy a zjednodusil sestrojeni
priimétu teény. Dr. Wiener tuto konstrukei Pelzovu piejav do
svého dila***) a sestrojeni 2. primétu teiény ponékud zjedno-
dudiv na jiném mistéy) sestrojuje bez pouZziti theorie kiivosti
ploch tecnu ke kiivce vlastniho stinu pomoci wztahu podobnijch
obrazcii a dospivd k ndsledni konstrukei primétu tetny v bodu
d ktivky vlastniho stinu:

Protnouce pfimkou ss’, vedenou bodem sviticim s rovno-
beézné k ose O, druhy primét kruznice K v bodu s’, spojme
jej s patou ¢ kolmice ac spuSténé s bodu a na kolmici ov ve-
~denou s piisludného stiedu kiivosti o merididnu I/ na osu O.
Prisecik f této spojnice s osou O spojme s bodem a, a piimkou
-touto af a diive sestrojenou piimkou nd, protnéme p¥imku ov
v bodé j resp. g. Body témito j a ¢ vedme rovnobézky s O,
respektive s pfimkou no, kteréZ se protinaji v bodé %, jimz
.vedeme pfimku %b | #no a protinajici piimku ov v bodu &, jenz
s bodem d, urCuje hledanou tetnu k 2. pramétu kiivky stinu
- vlastniho.

_ 2. Uvedend konstrukce Wienerova 2. primétu bodu d
ktivky vlastniho stinu vede nds vi8ak také k sestrojeni 2. pri-
métu tecny této k¥ivky, pouzijeme-li zdsad geometrie kinematické.

Myslime-li si, Zze se bod ¢ v merididnu M nekonetné mdlo
posinul, posine se nekonetné mdlo i primét K,, tetna 7T = at,
piimka sf, normdla N = ao, a tim i bod » a jim prochdzejici
piimka ng, kterd pii svém pohybu k otdtejici se piimce st
stdle kolma ziistivd. Stanovice pohyb piimek K, a mg budeme
moci stanoviti i rychlost jejich bodu priisetného d, jakoZzto hle-
danou tetnu k 2. primétu kfivky vlastniho stinu.

*) Staudigl, Bestimmung von Tangenten an die Selbstschattengrenze
von Rotationsflichen; Sitzungsberichite der Ak. d. Wiss. in Wien B. 68,
Abth. 2.

**) Carl Pely, Die Tangentenbestimmung der Selbstschaitengrenze
von Rotationsflachen; Sitzungsberichte der Ak. d. Wiss. in Wien B. 79,
Abth. 2, 1879, S. 471.

*#%) Dr. Ch. Wiener, Lehrb. der darstell. Geom., Lipsko, 2. sv., str. 556.

1) Tamtéz str. 185. .
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Zvolme, za rychlost bodu a pohybujiciho se v kiivee A
na pi. délkou a'a ('a budiz prisetik te¢ny 7' s ptimkou ov | 0).
Pri tom pohybu otdéi se tetna a¢ uréitou rychlosti, jejiz velikost
vyjddiime rychlosti ¢!¢ bodu ¢ tim, Ze s bodu a spusténou kol-
mici ku o'a = ov omezime piimku #'% | at.*) 7 rychlosti té
odvodime si rychlost %, kterou se bod ¢, jakozto priisetik tetny
al s osou otiteni O v této piimce pohybuje, vedouce bodem
piimku %% || af, kterdZ osu O v bodu % protind. Na rychlosti
pohybu tohoto bodu ¢ v ose O jest zdvisly pohyb otdceni ptimky
st, jehoz rychlost si vyjddiime délkou ¢3¢ jakozto rychlosti bodu
¢ pii tomto pohybu tim, Ze piimku #3% ] st omezime piimkou
43¢ || st. Uhlem ts% — o vyjddiena jest potom tdhlovd rychlost
otdteni priimky st, jiz pouZijeme pii stanoveni pohybu piimky
nd,, kterdz prochdzejic bodem n stile kolma zistivd k otddejici
se primce st.

Pii posinuti bodu o v tetné at rychlosti w'a otdii se bod
n normély oa rychlosti n'sn, kterou obdrzime, jestli piimku
n'n | on omezime spojnici o'a = ov. Z této rychlosti »'n bodu
n odvodime si rychlost »n®n, kterou se tyz bod » jakozto pri-
setik normdly on s osou O v této piimce Sine, protnouce osu
piimkou 'w%n || on.

Piimka nd, =mng se v3ak soulasné — zlstdvajic stdle
kolma ku p¥imce st — otd¢i nahofe stanovenou rychlosti ihlovou
piedstavenou tuhlem o —t¢s% a ptijde do polohy ='d, | s®.
Délkou d,'d, | nd, bude vyjadfena rychlost bodu d, p¥i tomto
otdceni. Tato rychlost d,'d, druzi se ku diive stanovené rychlosti
n®n bodu n v ose O, kterou tedy pkipojime k této rychlosti tim,
ze vedeme %n®n 1t d,'d,. Spojnice n®n jest potom vysledni rychlost
"bodu n.

Vedeme-li nyni bodem ‘a rovnobézku ke K, stotoziiujic
se s piimkou ov abodem 3xn rovnobézku k nd,, protinaj_i_se tyto
piimky v bodu &, ktery s bodem d, stanovi rychlost d,b bodu
d,, jakozto tetnu k 2 primétu kiivky vlastniho stinu.

Sprdvnost této konstrukce lze oddvodniti tim, Ze vzddlenost
pomocného bodu & od bodu g, v némZ piimka ov piimku nd,

‘ *) Rozpravy Ceské Akademie. Ro¢n. IIL. Trida II &is. 19.: Kineticky
zplisob sestrojovini teden a stredu kfivosti kfivek 2. stupné.
1*
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protind, jest prdavé takovd, jakd konstrukci Wiemerovou *) do-
saZena byla.

Oznatime-li polomér kfivosti merididnu M v bodu a oa==r,
vzddlenost sh bodu s od osy O pismenem I, ov =m, ea = ve=x**),
< voa = @ a < sth—=—24, potom plyne z pravouhlého trojihel-
nika aet: ‘

at = -~ H
sin @

L

z konstrukce bodd '¢ a % a z pravouhlého trojihelnika atn
patrno, Ze

a po dosazeni hodnoty za a¢ z rovnice (1)

= (2)
Stn @ cos @
Z pravoihlého trojibelnika #%% plyne se zietelem k rov-
nici (2)
. in i
15 = 1% sin A — —— "~ 3)
Sin @ cos @

Uhel @, jim# vyjddfena rychlost otdteni pHimky af, urtime

8i z pravouhlého trojuhelnika st3 po dosazeui hodnoty za #%
z rovnice pfedchdzejici a hodnoty za st z pravouhlého trojihel-

1 ***)
nika sth ... st = — — -
stn A
13 z sin A
o= = = T wws g @
-V trojihelniku pravoihlém nvo jést
— m )
= s g’ . ®

*) Dr. Ch. Wiener, Lehrb. d. darst. Geometrie. IL sv.,, str. 188

**) Bod e jest sttedem kruznice K.

***) Délka ! béfe se za- negatlvnou vzhledem k délce x na opainé
strané osy O se nalézapcl



a proto, jak zfejmo z pravouhlého trojuhelnika nv'n,

a z pravouhlého trojuhelnika »'n%n

1 .
po R _mlge
vn = ——— = T

cosp  cos @

®)

Se zietelem k tomu, Ze v pravoihlém trojahelniku =d,'d,

jest < dyn'd, = @ a Ze nd, = Tsi_z% a ze vzhledem k troj-

t
thelniku nae jest ne = « tg @ a tudiz nd, :%}g, plyne:

T — T _zrigg
d'dy = nd, tg 0 = sin i ¢

a po dosazeni hodnoty 28 tg ® z rovnice (4)

Td, = _zlgeg zsimdt  _ 2%sind

_—— 7
sind " lsingcos @ l cos® @ @

Vedeme-li bodem *n piimku ®ng || ng, mizeme poklddati
délku bg za klinogondlny prumet lomené tdry n’n®n. Délka by
sklddd se potom z délky gg jakozto plumétu délky #n?n a délky
bq jakozto primétu délky *n%n —1d,d,, tedy

by = q9 = bq.
Z konstrukce této patrno, Ze vzhledem k rovnicim (6) a (7)
nin mtg ¢
YW=%7= cos® @ tg A

a .

= “n’n d,d a*smd ozt

1= Gmad  sinh—  cos® @sind™"  1cos’p
a tudiz '
— _— i migep xt 1 (mtg(p_x_“)
b9 =q9 + b1 = cos®@tgh lcos®qp  costo\ tgh A

Obdrzeli jsme tedy pro by tyz vyraz, kterj docilil Wiener
na diive citovaném misté pro touz délku na zdkladé své kon-
strukce te¢ny ku 2. primétu kiivky vlastniho stinu.




7 toho vyplyvd, Ze sestrojime teénu pomoci geometrie
kinematické ndsledni konstrukei: .

Utinime na ose O délku ¢% = n¢; bodem 2t vedenou
ptimkou *#% || st omezime ve ptimce ¢3¢ | st Gsetku ¢3%. Piimkou
n'n | no protne se pfimka ov v bodé 'n, kterym se sestroji
piimka 's%n || no, protinajici osu O v bodu %z Bodem d, ve-
denou piimkou d,'d, | ng omezime piimku n'd | s%, a na
ptimee n3n||d,'d, naneseme ftsetku %nn = d,'d, a konetns
vedeme obdrZzenym bodem 3» piimku ®rbd || ng protinajici piimku
ov v bodé g, ktery uréuje s bodem d, tetnu-k 2. pramétu
kiivky vlastnftho stinu plochy rotacni.

Konstrukce této do jisté miry zjednoduiené lze pouziti
i kdyz bod d lezi na merididnu hlavnim anebo kdyz jeho pramét
d, padd do osy O.

3. Konstrukce tato vSak, jak snadno lze se piesvédéiti,
nepovede nds k cili ani pfi sestrojeni d, ani jeho tetny v tom
piipadé, kdyz bod d lezi na nejmensi nebo nejvétél kruznici
plochy rotaéni.

'V tomto piipadé posloum ndm konstrukce de la Gourne-
rieova *) bodu d,, jiz miZeme s pomoci geometrie kinematické
i k sestrojeni primétu teény pouziti.

Konstrukce tato zdlezi v tom, Ze bod s spojime s bodem a
pfimkou protinajicf osu O v bodu f. Prisecik % teiny ¢a s pfimkou
sh | O spojime s bodem f piimkou kf primét K, v bodu d,
protinajicf. **)

Také této konstrukce mizeme pouziti k sestrojeni 2. pri-
métu teény ke kiivee vlastnfho stinu ploch rotaénich s pomoci
zdsad geometrie kinematické.-

Myslime-li opé&t, Ze se bod @ nekonetné mdlo v merididnu
M posine, pohybuje se zdroveil i primét K,, tetna at a piimka
sa se nekonetné mdlo otolf, tim také body % a f (v nichZ tetna
at pHmku sk, respekt. osu O protind), na jejichz poSinuti pohyb
pfimky kf zdvisi. Stanovice pohyb piimek X, a %f budeme moci

. *) Jules de la Gournerie: Traité de géométrie descriptive. 2e edit.,
Tle partie, p. 14.
**) Shoda této konstrukce s konstrukei Wienerovou odlivodnéna ve
spise téhoz autora: Lehrbuch d. darst. Geometrie, IL sv., str. 185.
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stanoviti i rychlost jejich bodu prise¢ného d,, jakozto hledané
tetny k 2. primétu kiivky vlastniho stinu.

Zvolme si rychlost ala bodu « v tetné af k merididnu
v tomto bodu sestrojené. Pfi tomto pohybu Sine se rovnobézné
* zéroven s bodem « primét K, s touze rychlosti a'a a tetna af
se urtitou rychlosti otd¢i. Rychlost otdteni této pfimky vyjadiime
rychlosti otdceni &'k jejiho bodu % tim, Ze s bodu a spustime
kolmici «'% ku piimce o'a, kterdz piimku A'% v bodu % ome-
zuje. *) Z rychlosti té odvodime rychlost %%, kterou se pohybuje
bod % jakozto prisetik tetny a¢ s piimkou %2 v této piimce,
vedouce %% || at. Jelikoz timto hodem % zdrovei prochdzi pfimka
kf, o jejiz pohyb ndm jde, odvodime rychlost 4%k, kterou se po-
hybuje bod % jakozto bod této piimky pti otd¢eni svém, omezice:
I3k 1 kf piimkou 2E3 (| &f.

K tdplnému stanoveni pohybu piimky #Zf tfeba jesté sta-
noviti rychlost pohybu bodu f, jakozto prisetiku p¥imky sa kol
bodu s se otdcejici s osou O. Proto z rychlosti a'a bodu a od-
vodime si rychlost a%z, kterou se bod a pii tomto otdteni po-
hybuje, omezime-li a%s | sa pf{mkou 'a®a || se. 7 rychlosti té
odvodime rychlost otdteni f1f bodu f, omezime-li f1f | sf piim-
kou s%z. Na rychlosti té zdvisi rychlost f%f, kterou se bod f
jakozto prisetik pfimky sf s osou () po této Sine, a obdrzime
Ji, vedeme-li pfimku 'f?f|| s pi{mkou sf. Z této rychlosti bodu
f odvodme rychlost f*f téhoz bodu, aviak onu, kters mu ndlezi
pfi otdteni piimky 4f, tim Ze f3f | kf omezime piimkou %f%f || if.
Bodu d, pfimky Af ndlezi potom p¥i otd¢eni piimky A7 rychlost
dy'd,, kterou obdrzime omezenim piimky d,'d, I %f pfimkou
3%3f. Vedeme-li konetné bodem 'a piimku 'K, || K, a bodem
'd, piimku 'd,%d, || kf, obdrzime v prisetiku *d, bod urtujici
s bodem 'd, rychlost bodu 'd, co do sméru i velikosti jakoZto
hledanou te¢nu k 2. primétu k¥ivky vlastniho stinu plochy rotaéni.

Uzijeme-li této konstrukce teény pro pfipad, kdy bod d se
nalézd na nejvétsi nebo nejmendi kruznici plochy rotatni, pii-
Jdeme k pédslednimu zjednodugeni konstrukce:

Zvolivse tentokrite za rychlost a's bodu a v tetné at
k merididnu M v tomto bodu sestrojené délku vymezenou v te¢né

*) Rozpravy C. A. Rocn. III. Trida IL, &is. 19. Kin. zp. sestroj. teden
a stfedu kiiv, kit 2. st. ' ’
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ptimkou o'a ! sa, dospgjeme k bodu 2d, ktery se bude, jak lze
snadno dokdzati stotoziiovati s bodem ’'a.

Vzhledem k tomu, e tetna af|}O, bude bod ?f dlc kon-
strukce prdvé piedchdzejici leZeti s bodem 'e¢ na piimce pro-
chdzejici bodem s; mimo to patrno, Zze body 'k a % se stotoz-
fiuji s bodem s. K bodu 2%d, jsme v3ak také mohli dospéti tim,
7e bychom stanovili rychlost bodu f v piimce f*f || K, ome-
zenfm piimky této piimkou 27%f|| fk. Potom prfedstavuje wisecka
d,'d, || K, a omezend spojnjci s*f rychlost bodu d, pfi otdteni
pHmky fk. Piimka 'd,%d, || fk protind 'K, v bodu d, urtu-
jicim s bodem d, 2. primét tetny sestrojené ke kiivce vlast-
niho stinu. JelikoZ vSak ze vzniknuv8ich podobnych trojihelniki
sa'a, sf*f a fifs, a'dys plyne, Ze

ala _sa a‘d2_£—a_
Fog 9
a tudiz i
. e
T ry

a proto také pravoiihlé trojuhelniky a'a'd,, f*f sobé podobny.
Ponévadz ziroven dva pdry stejnolehlych stran jsou spolu rovie-
bézny, jsou i tfeti strany 'd,'a|| ¥ *f. Jest tedy pfimka 'd,‘a
také rovnobézna s pfimkou f%, a tudiZz stotoZnéna s onou p¥imkou
dy'd, a proto i bod *d, se skuteiné s bodem @ stotoZiiuje.

Vyplyvd z toho ndsledni zjednoduseni konstrukce tetny pro
bod d lezici na nejvétsi nebo nejmensi kruznici. Bodem o se-
strojime 0%d, | sa protinajici tetnu at v bodu Qdm kteryz s d,
hledanou tetnu uréuje. *)

4. Konstrukce kfivky vlastniho stinu plochy rotac¢ni zjedno-
dusi se valné pro parallelni osvétleni a lze pomoci zdsad geo-
metrie kinematické i pii sestrojovdni jejich tecen znatné zjedno-
dugeni dociliti,

*) Dr, Ch.. Wiener, L. d. darst. Geom., IL sv., sir. 189.
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