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vseobeeny vzorec tu jest

O w4 et T e

kteryz pro n =23 obsahuje v sobé znimy vzorec Cardaniiv,
fesici rovnice stupné tretiho, jeZ moznd vizdy uvésti na tvar
obeeny

w?F3pu+q=0.
Co plati zde vicobecné, plati pt¥i vyssich rovnicich jen
v pripadech zcela zvlastnfch.

Vypocitavani trojubelniku, dany-lijsou tii strany
nebo dvé strany a thel jimi sevieny.
Podivi

Augustin}Panek.

1. Nazveme-li p¥i trojahelniku libovolném ABC' (obr.5.)
strany a, b, ¢, thly protilehlé e, 8, ¥ a prodlouZime-li na pr.
stranu AC = b, aby CD = CB = a, a vedeme-li konecné spoj-
nici BD, obdrzime dle Carnotovy véty

AB* = AD*+4- DB*—2.AD.DB. cos —g—
Ponévadz
AD = AC+CD =V +a,
DB = 2a cos -,
nabude svrchni véta tvaru
¢* = (b + a)® + 4a” cos® A (b 4 a) a cos® -g—

o
anebo
¢ = (b +a)? — 4ab cos* —; . 4]
Ze vzorce (I) plyne
cos? V. = bta—c 1 D, D,,

4ab — 4dab -



nebo zndmy vzorec

Y _Y/s(s—c¢) ;
cos 5 __v_(_ab , a1 .
znadi-li obvod trojihelnika
01 —1
D =|—1 0 1l=a-+t+b-fc=2s, ()
a b ¢
procez
0 1 1
D,=|1 0 1 |=a4b—c=2(—c). ()
a b ¢

Podobné obdrzime, jak povédomo, tymzZe ¢inem anebo cy-

. . . « .
klickou zdménou, druhé dva vzorce pro cos —g— a cos -, kdez

bude znamenati

0 1 1
D,=|1 0 ll=a—b+4c=2(s—1), (m)

a —b —c

0 1 1
Dy=—11 0 ll=—a+bt+c=2(6—a). (n)

a —b 01

Dle obr. 6. jest

AB*= AIP—{—DB’—F?E.I)T?.S{?»—;L,

a ponévadz
AD=AC—DC=b—a

DB = 2a sin %,
bude tedy
¢ = (b — a)? + 4a® sin® 75— + 4 (b —a) asin? ;
¢ili
¢* = (b — q)® + dabsin? —’Z’— (I1)
7 posledniho vzorce plyne
e do= Sl *= 1 D D
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a tedy o
.y _ 1/(s—a)(s—0) 9
sin G- = | =gt (2)
Snadno lze napsati i druhé dva zndmé vzorce pro sin g
a §in —
5
Délime-li rovnici (1) rovnici (2), nabudeme
cot? L. — b, D, - s(— 0
2 D, D, (s—a)(s—b)
. s?(s—o¢)
T s(s—a)(s—Db)(s—c)?
anebo
_yﬂ_s(s-wc) __ s—c .
oy =g E ®

znalf-li 4 plosky obsah trojihelniku r, polomér kruhu do troj-
thelnika vepsaného.

Dany-li jsou tedy strany, urcuji se uhly trojuhelniku nej-
pohodlnéjt dle zndmych vzorcd cotangentovijch.

4= Vs(s—a)(s—b)(s—c), T:sﬁ’
« 1 g1

cot o = (s — a), cot 3 .
Chceme-li vyjadriti i poloméry dotycnych kruhft vnéjsich,*)
uvaZme, Ze dle obr. b. jest:
AF =b+4CF=b+CH
AJ =c+BJ=c+ BH
a ponévadz AF — AJ, obdriime sectenfm téchto dvou rovnic
2AF=a-+b+4c¢
a tedy AF = s*¥),

(s—0b), cot - .:71— (s—ec).

r

proder 0.F = AF. tan g

¥) Srovnej: Vervaet, Piispévek k fedeni ploskych trojihelniki. Caso-
pis pro péstovinf mathematiky a fysiky. Roé. V. pag. 57.
**) Totéz nabudeme, jak povédomo, z rovnic
y+z=a, x+42=b, x4y =g
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aneb r, =Ss. tan —%, 4)

znati-li 7, polomér kruhu, ktery se strany a vné dotyka.
Mame-li zfetel k rovnici (3), nabyvd (4) formy

T = A y
s—a
a podobné
r,,:s.tan%:;—é—l;,
= s tan L =0
r. = S. tan S iamirp—s

Vzorce cotangentové daji se geometricky vyloZiti dle obr.

H. a sice jevi se postupné jich pravé strany jakozto poméry
AK KB a Lo (aneb téz {13)
KO' KO " LO\ SJ.

Pozndmka. Abychom vyjadiili determinantem plosky
obsah trojihelnika, ddny-li jsou strany jeho, pouZijme znimého
vzorce z planimetrie

A? =5 (s—a) (s—b) (s—c) *)
aneb
—16A*=(@@+b+c) (a+b—c)(a—b+4c¢c) (a—b—c)
a tedy dle vzorcl (%), (), (m), (n)
— 16 A*=D, D, D, D,. 5y)

Predposledni vzorec lze uvésti dile ve tvar

— 16 A?=[(@+b)*— ¢ [(a -+ b)*—c?]
= (a® 4 b*—c? 4 2ad) (a®*+} % —c*—2ab)
= (a®+b%+c*)?*—4a*b*®

aneb

seétenim, tak 7Zé povstane
z+ytz=s
Odeéteme-li prvani t¥i rovnice od posledni, vyplyva
xr=s—a, y=s—b, 2=s—c¢,
kdez '
AK—=2, KB—y, LC=z.

*) Srovnej Studnitka ,0 vzorci vyjadfujicim plochu trojibelnika po-
moci stran jeho.“ éasopis pro péstovéni mathematiky a fysiky. Ro¢. L
pag. 258.
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2a% a® 4% e t1 b*
16 A= l = |0,— 202 ¢*—a*—0b'
| a® 4~ b* — ¢, 202 0, ¢*— a®—b2 —2b?
10 1 0 ’ 0111 l
] 1 0 (L2 o* | _ |1 0 a* 0b?
l 1 a%—a*c—a?l — |1 a* 0 ¢
|1 b2 c?— b“ —b® ’ 1 0% ¢* 0 ’

¢ili koneéné na znamy vzorec pro urceni ploského obsahu troj-
tthelnika

0 a ¢ ‘
. e | @ O b, -
16 A= (b ¢ O a )- (5,)
le b a 0

2. Dény-li jsou v trojuhelniku dvé strany a iihel jimi
sevieny, mozno podle vzorce (I) neb (II) vypocitati stranu ti-eti.
Ze vzorce (I) jde déle

4 ab cos? "721_
2 — 2 ——— =
c2=0b+a)?)1 (L

pri éemz zlomek posledni jest ryzym, nebot

2Vab o
cos—2—<l + << 1,*%)

ponévadZ by byla jinak strana hledana ¢ lateralni; proto moino
poloZiti

*) Srovnej: Prof. Dr. Studnitka, Geometrické upotiebeni nékterych
poudek o determinantech. Casopis pro péstovini mathematiky a fysiky.
Roé. 1L, 1873. pag. 194,

Dostor, Le triedre et le tédraddre, avec application des déterminants.
Grunert Archiv, svaz. 57., 1875.

Dostor vibec i ukazal, jak lze determinantii v trigonometrii s pro-
spéchem uZiti na vyvozeni rozmanitych vzorci.

*+) 7 relace

— a+b
plyne téz Vab < t‘" )
coz odjinud povédomo, Ze totiz arithmeticky primér dvou &isel jest véts
nez jich primér geometricky.



2 Vabeos', Y
b+ a
Dosadime-li tuto hodnotu do svrchniho vzorce, dostaneme
bud c=(b+a)cosg
aneb ¢ = (0 -} a)sin. (6)
Rovnice (II) lze téz psati ve tvaru

= stn ¢ aneb cos 1.

4ab sin"—lé~
c- = (b—" tL) “11 + —(—b—:_—aj—r

k]

kdeZ polozime
2 Valsin -
e == tan @, aneb cot ¥,.

b—a
Takto nabude vzorec pro stranu ¢ hodnoty
b—a
cos ¢
h M
aneh P ek
= siny,

V ptikladech praktickych lze uziti jednoho ze étyf vzorei
(6), (7), o ¢emZ vidy rozhoduje thel ¢, ¢, anch ¥, ¥, takic
pak vime, ktery z téchto vzorel podivd bezpecnéjsi vysledek™).

Lisi-li se strany «, b mdlo od sebe, dodéldme se spravnéj-
siho vysledku pro tieti stranu ¢, takto: ze vzorce (II) vyjmeme
druby ¢len za Cinitele pred zdvorku takie

(b— a)*
s= gapain 7
c*=4ubsin —~2~l 4absz’n2-%— ;

polozime-li
_b—a == tan & aneb cotr,
2V ab sin —;—

obdrZime

*) Obyéejné vyskytuje se v ucebnich knihéch prvni vzorec (7) jako
na pf. Mocntk-Hora, MéFictvi, str. 186., Schiimilch, Grundziige -einer
wigsenschaftlichen Darstellung der Geometrie des Maasses, a jJ.
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2V ab sin %
==

o, ®

aneb 2Vab sin 5

c=

sSnT

Geometricky vyznam vzorce (6) dotvrzuje obr. 5., totiz, ze
strana ¢ jest odvésna pravedhelného trojihelnfka, jehoz piepona
=a-tb pi cemz jest Ghel ¢ k téze odvésné piilehly a v
protilehly.

Geometricky vyznam vzorce (7) dotvrzuje obr. v., kdez
¢ jest pfepona pravothelného trojihelnika, jehoz odvésna =b— a
a uhel @; jest k téze v, protilehly.

Vzorec (8) mozno vyloziti geometrickym zpiisobem z obr.
7. takto: uciiime AE — BC = a v trojihelnikua ABC a sestrojme
nyni méfickou Umérnou Vabd t. j. AF = AK; vedme dile
KJ || DB, rozpolme stranu 4B =c¢ v bodé L a uciime

AJ = AH = —S—, pak JX | JA aneb HY | AH.

7 trojthelnika AJK jde AJ.sinz = AK.sin “?;“' a poné-

vadi v =, — @, jest sinr = cosw, protoz da posledni rov-
nice vzorec (8).
Z trojibelnika AHK lze téZ tento vzorec odvoditi, slusf

. . £ .. .
vSak poznamenati, Ze v/ = 5 “+ @, tedy ¢sinz’ =cosm jako

diive*).

Jiny vzorec pro vypocitini strany ¢, jsou-li ddny dvé
strany a uhel jimi sevieny, nalezd se v Grumert-ové Archivu,
svaz. 48., str. 242. pod ndzvem: Miscellen. Tento geometricky
odvozeny vzorec, kteryz jest vlastné totoZny se znimymi vzorci
Mollweide-ovymi, podal Lindemann zc Strengniss-u (Svédsko)
ve své trigonometrii pag. 7. a totéz uveiejnil pak Lars Phragmén
v Tidskrift for Matematik och Fysik, utgiven af Dillner Hult-
mann och Tchalen 1868.

*) Jaké geometrické vyznamy uhly pomocné @, @, a o maji, povédél
mné laskavé pan feditel M. Pokorny.
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Vzorce, kterymi reSime dkol pravé zminény, vyloZil jsem
pod ndzvem: O nékterych pouckach trigonometrickych*) a sice
jsou to vzorce

p 2B a=b v
tan ) = a0 cot 9
(« — ) cos £ (a4 0)sin - Q
SR e T T ap )
g -

Jiné odvozenf podal téZ v Grunertové Archivu, svaz, 52.,
str. 358. Rump ze Coesfeldu pod nazvem: ,Ucber zwei trigono-
metrische Satze“, kteryZ urcuje dvojim zplisobem stranu c.

Dr. Reidt si stéZuje v pojednéni ,Ueber einige Auflosungs-
Mcthoden der ebenen Trigonometrie “!), které se vyhradné vzta-
huje k tomuto pripadu, Ze Mollweide-ovy vzorce se tak necenf
a nejsou uZivany, jak by byti mély. Clinek tento Celi proti Brock-
mannové pojednanf nazvaném: Die ,separirte* Tangentenformel?),
kteryzto vzorec by mél, jak povédomo, v nasem ptipad& tvar:

_ bsiny

O témz pripadé feSeni trojihelniku zminuje se Hoiiel (Die
sogenannte ,separirte Tangentenformel und die Hilfswinkel)
v ten smysl, Ze moZno uziti bud tohoto vzorce neb vzorch
Mollweide-ovych podle toho, jak kterj z nich vyhodnéjSim byti
se vidi, 3).

Proti Reidt-ovi haji se Brockmann, aé s vysledkem po-
chybnym v odpovédi: Noch ein Mal die separirte Tangenten-
formel 4).

Pozoruhodna jest recense Scherling-ova knihy Reidt-ovy
» Irigonometrie, Berlin 1875., v niZ uzndvaje jinak vyjbornost
knihy této, vytykd, Ze se v ni nenachdzeji vzorce nase (I) a (II)?).

*) Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky. Rod. III

Y Hoffmann, Zeitschrift fir mathematischen u. naturwissenschaftlichen
Untericht 3. Jahrgang. 1872, pag. 144—150,

?7) Tamtéz, 2. Jahrgang. pag. 421.

%) Tamtéz. 3. Jahrgang. pag. 377.

Yy Tamtéz. 4. Jahrgang. pag. 36.

) Tamtéz. 7. Jahrgang. pag. 140.

9*
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