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au moyen de laquelle il a réussi a élargir les problémes acces-
sibles, en les soumettant & un procédé caractéristique (publié dans
les mémoires de ’Académie de Prague en 1918). De plus, Tauteur
déduit un systtme de formules se rattachant au volume du
tétraedre.

Nékolik dikazi a konstrukci véty Pohlkeovy.
Napsal /. Sobotka.

1. K uvefejnéni této skromné prdce na tomto misté€ vedla mne
jednak okolnost, Ze uvedend vé&ta zaujimd mezi Cetnymi pojitky
geometrie s applikovanou mathematikou misto vyznamné, jednak
také vzpominky Casové. Jest tomu letos asi 70 let, co Pohlke v&tu
zndmou pod jeho jménem vyslovil a dokdzal. H. A. Schwarz, jeho
z4k, uvadi v ll. svazku svych sebranych spisli, v prvni své védecké -
préci: »Clementarer Beweis des Pohlkeschen Fundamentalsatzes
der Axonometrie“ z r. 1863, Ze Pohlke kolem r. 1853 vytkl a do-
kazal vétu, Ze tfi v rovin€ pod riiznymi hly z jednoho bodu vy-
chdzejici GiseZky libovolné délky lze vZidy povaZovati za parallelni
(Sikmy) primét tfi k sob& kolmych tseCek stejné délky. Presnéji
Ize vétu tu formulovati takto:

TFi dseCky v roviné z jednoho bodu vychaze]tcz jeZ neleZi
vSecky na jedfze primce, z nichZ alesponi dvé maji konecné delky "
a Zddnd neni nekonetné velkd, Ize vZdy povaZovati za parallelni
priamét tFi k sobé kolmych dsecek stejné délky, tvoricich trojhran.

Jsou-li OX, OY, OZ uvedené tfi délky v roving, tu jsme
vylouéili predevsim pfipad, kdy jeden z bodi X, ¥, Z jest v ne-
~ konefnu; nebot pak by byly paprsky promitajici rovnobé&Zny s prii-
métnou a budto by musely vSecky body X, Y, Z splyvati v ne-
konetnu, anebo by musely dvE& z tisefek té€ch leZeti v primétné,
byti k sob& kolmé a miti stejné délky. Je-li jedna z usefek OX,
" 0Y, OZ, na pf. prv4, nekonefné€ mald, pak v mezich splyvd bod
X s bodem O, a tudiZ jest tiseCka ta priimé&tem tiseCky nekoneln&
blizké paprsku promitajicimu vedenému bodem O, a naopak udi-
va-li tseCka ndleZejici jedné hran& zminéného trojhranu smér pro-
mitdni, jest prim&tem jejim tiseCka nullovd na libovolné primce
primé&tny, ponévadZ kaZd4 rovina paprskem promitajicim poloZena
jest jeho' rovinou promitajici, a v&ta Pohlkeova plati i v tomto
piipadé. :

Zmin&ny ditkaz této véty Pohlke vSak sdm nikdy neuvere]ml
jelikoZ mu nebyl dosti elementdrni, a tak upadl dfikaz ten na dlouho
v zapomenuti. V r. 1877 naSel a ve videfiské Akademii v&d (Sit-
zungsber Bd. 76) uvefejnil K. Pelz!) jeden ditkaz v&ty Pohlkeovy,

9 16. Eervna t. 1. bylo tomu 15 let, co zemfel tento vynikajici geometr
¢esky, stejné originelni jako myslitel, jako uditel i jako povaha a osobnost.
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k némuZ poznamendvd Schwarz v dodatku ke svym sebranyin
spisiim, Ze tim Pelz naSel ptivodni ditkaz Pohlkefiv.

Polet dfikazli zndmych této véty jest velky. V' ndsledujicim
jsem se snaZil podati takova odvozeni, jeZ by vedla ke konstrukcim
co moznd jednoduchym.

L.

2. V nasledujicim oznaCeny jsou dtvary v prostoru témitéz
symboly jako jejich priiméty a obrazy axonometrické s piipojenou
v3ak teCkou nahofe, kdeZto priiméty a obrazy jsou oznaleny stejnymi
symboly.

Obr. 1.

Budtez tedy (obr, 1.) libovolné tisecky OX, OY, OZ parallelnimi .
pruméty tfi iseCek O-X", O'Y", O Z" stejné délky a navzdjem kolmych.
Miizeme pfedpoklddati, Ze bod O lezi vné€ trojihelnika XV 7 ;
nebot kdyby tomu tak nebylo, miiZeme bod X' nahraditi bodem X",
na OX, pro n&i 0'X",=X0:; pak leZi bod O vn& tro;uhelmka
Xy YZ, ktery ndm nyni nahrazu;e trojlihelnik XYZ.

Body X', Y*, Z* jsou vrcholy rovnostranného trojihelnika; budiz
k kruZnice jemu opsand a /' kruZnice jemu vepsand; o' budiZ
spoleny stfed obou. Jsou-li ddle X, Y, Z*; vrcholy libovolného
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jiného trojiihelnika rovnostranného vepsaného kruZnici 4, pak jsou
téZ usetky O X', O'Yy, OZ-, navzdjem kolmé a maji stejné délky
s usetkami O'X, O'Y:, O'Z Dochazime takto k jednoduchému
nekonednému mnoZstvi takovych trojic navzdjem kolmych pfimek
lezicich na rotacnim kuZeli K', ktery md vrchol O a prochdzi kruZnici
k. Zminéné trojice pfimek tvofi zdrovefi trojice rovin navzdjem
kolmych, které obaluji rotalni kuZel L- soustfedny s K- a obsahujici
kruzZnici /: Ndsledkem naSeho pfedpokladu o poloze bodu O lezi
tento vné& ellipsy /do niZ se [ promitd. Lze tudiZ z bodu O vésti
dvé redlné teny ke kfivce /, jeZ jsou priméty dvou teCen k [
Vytkn€me si jednu z nich, kterd nechf protne &° v bodech T, U;
pak jest usetka 7-U- stranou rovnostranného trojiihelnika S'TU-
kruZnici & vepsaného, a OS, O7, OU jsou priiméty parallelni tfi
navzdjem kolmych tuselek rovnmajicich se tsefce O'X", a paprsek
promitajici s, bodem O- vedeny, leZi v roviné O T"U".

Bez tijmy obecnosti miiZeme zde, jakoZ i v tivahdch ndsle-
dujicich predpoklddati, Ze priimétna prochdzi bodem O, tedy Ze
0O =0. '

Stopa roviny OT'U* do primétny jest pfimka OT. BudiZ OR
tise€ka v rovin€ OT-U' kolmd k s, jejiz délka necht se rovna déice
iseek OX:, OT:, OU, tu jak zndmo a patrno jest

OR*=0T>+40U* ) (1)
pomoci kteréZto relace lze sestrojitibod R. Tim dochdzime k roviné
OR'S' kolmé k paprsku promitajicimu a zndme praméty OR, OS
dvou tsefek OR’, OS vni k sob& kolmych majicich tutéZ délku
jako OX'. V3ecky tseCky bodem O v rovinE OR'S téZe délky
maji své koncové body na kruZnici, jejiz parallelni priimét ve sméru
s jest ellipsa 7z, majici tisetky OR a OS za sdruZené poloméry.
BudiZ A jeden vrchol na ose hlavni, B jeden vrchol na ose vedlejsi
a F jedno ohnisko této ellipsy. Pfimka OB jest patrn& stopou
roviny OR'S" do primétny a OA jest primétem jeji pfimky spé-
dové; proto OB=0X", AA'//s, AA = OF. Naneseme-li tudiZ na
kolmici k primé&tné v bod& O vztytené v pfislusném smyslu tiseCku
OG =0X, jest G'F/[s.

3. Postup uvedeny lze obratiti. Z danych bodlt O, X, Y,Z lze
uvedenymi konstrukcemi v primétn€ dospéti k bodfiim 4, B, F a
k ellipse /. Naneseme pak na kolmici v O k primétné vztylenou
useCku OG'=OB v jednom neb druhém smyslu a zvolme smér
pfimky FG- za smér promitdni parallelniho. Ellipsa £ jest tu patrn&
primétem kruZnice £ v roving€ H- bodem O kolmo k FG' poloZene
a sdruZené poloméry OR, OS jsou priumé&ty dvou k sob& kolmych
polomérit OR:, OS' kruZnice &'. Pfimka s' || FG* bodem O vedend
tvofi s OR* a OS' trojici navzdjem kolmych pfimek. OpiSme nyni
v rovin& (s*R’) kolem stfedu O kruZnici 7~ poloméru OR". Z rovnice

(1) plyne, Ze jedna z tsefek OU, OT jest mensi neZ-li polomér
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této kruZnice; budiZ to tsefka OT; proto rovnob&Zka bodem U
k s vedend protind r~ ve dvou bodech realnych. Zvolme jeden
znich za bod U’; kolmice v O k pfimce OU- vztyCend a v roviné
(sR") poloZend protne r- ve dvou bodech, z nichZz jeden 7" md
v disledku relace (1) sviyj parallelni primét v bod& 7, druhy pak
v bod& k T soum&rné poloZeném vzhledem k bodu O. Jsou tudiZ
OS', OT, OU tfi k sob& navzdjem kolmé tiseCky délky OB, a troj-
thelnik S'T-U- jest rovnostranny. Vrcholy trojihelnikit ST U a
XYZ lezi na ellipse k& a strany jejich se dotykaji ellipsy / a jeZto
jsou pfimky ve dvojicich XY, Z w; YZ, Xw; ZX,Yw a tedy i ve
dvojicich TU, Sw; US, Tw; ST, Uw» vzhledem k ob&ma ellipsdm
sdruzeny, proto jsou priiméty jejich do roviny S'7°U' sdruZeny
vzhledem ke kuZeloseCkdm k¥, [* v roviné S'7-U', do nichZ se kal
ve sméru s promitaji. Ale priimé&ty poslednich tfi dvojic jsou utvoreny
tremi dvojicemi pfimek k sob& kolmych. Nebof w jest spoleCnym
téZist€m trojihelnikll STU, XYZ, proto jest primét o* bodu w spo-
le€nym t€Zist€m troluhelmku ST U=S8*T*U* a X*Y*Z*; av3ak
t&Zist€ prvého z nich jest stfed kruZnice trojihelniku S-7°U- opsané;
jsou tedy pfimky v kaidé z poslednich tfi dvojic k sob& kolmé;
proto jsou kazdé dv& primky vzhledem ke £* a /* sdruZené k sobé
kolmy a tudiZ jsou kfivky * a [* kruZnicemi. Spl}'rvaji proto kruZnice
k* a [* skruZnicemi & a [I'. Body X*, Y*, Z* tvofi tudiZ téZ rovno-
stranny troluhelmk jehoZ vrcholy le? na kruznici k ; jsou to proto
body X, V", Z* jezse promitaji do X, Y, Z. Tro;hrany O (STU),
O (X‘Y'Z') leii na kuZeli rotanim majicim O za vrchol a obsa-
hujicim kruZnici & a jsou shodny. Z toho plyne koneénég, Ze prlmky
0X-, 0Y", 0Z jsou navzdjem kolmy a maji stejnou delku rovnapcx
se nsedce OB.

Tim jest véta Pohlke-ho dokdzdna a jest ddna téZ konstrukce
délky O B a sméru promitdni.

Z daného odvozeni jest téZ patrna viceznalnost. Pfedné nebyl
smér promitdni stanoven jednoznaln&; misto, abychom si vytkli
smér s || 7G* mohli jsme vziti smér k nému soumérny vzhledem
k primétné, co? jest ovSem i pfimo patrno. Dale jsme za 7- zvolili
jeden z bodfi moZnych, v némZ pfimka bodem 7 rovnob&zné ks’
vedend protind kruZnici 7; mohli jsme ale zvoliti téZ druhy z téchto
- bodli za T, ¢imZ bychom byli dospéli misto k OX:, Oy, OZ-
k novym tfem tsefkdm OX', OY", OZ, jeZ jak patrno ]soukoném
soumérné poloZeny vzhledem k roviné H-.

Dospivdme tudiZ ke Ztyfem trojicim, useek OX*, OV, OZ
délky OB a navzdjem kolmych té vlastnosti, Ze kazda z trojic t&h
md za primét parallelni trojici uselek OX, OY, OZ.

4. Konstrukci délky O B a pfimky s provedeme jak ndsleduje.
Utvary v roving X'V-Z* a priméty jejich ve smé&ru s* do priimé&tny
axonometrické jsou ttvary affinni. K prve FeCenym utvartim 3 Ize
zv&iSenim dle zdkona podobnosti odvoditi ttvary I, jeZ lze pfe-
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misténim do primétny uvésti v polohu affinni se X, kterd md jednu
z pfimek XV, YZ, ZX za osu affinity. Zvolime-li XZ za tuto osu,
bude trojuhelniku XYZ pfisluleti v 3, trojuhelnik rovnostranny
ZXY, na jedné neb druhé strané pfimky XZ v roviné primétné
poloZeny a ellipsam £, [ prisluSeti budou v X, kruZnice &, I,
majici stfed v bodé w,, z nichZ prvd jest trojihelniku ZXY, opsana,
druhd vepsand. Bodu Y piisludi affinné bod Y,; ¢imZ jest poloha
affinni stanovend. Paprsek s necht protind rovinu XYV-Z* v bodé

O, jehoZz priim&t se stotoZiiuje s bodem O; bodu tomu pfisusi
affinné bod O,. Vedeme bodem timto iédnu z telen ke kruZnici
. I, a protneme ji kruZnici k, v bodech T, U,. Bodu R pfislusi affinn&
bod R, na uvedené tetn&, pro n&jz O, R,>=0,7,*-+ O, U,*> Na-
neseme tudiZ na kolmici v U, k O U, tise¢ku U,2=0, T, a opiSeme
kolem O, jakozto stfedu kruZnici g prochdzejici bodem 2, kterd
protne O, U, v bod& R,, k nému? odvodime R jakoZto affinn&
pfislusny v 2. Polom&r kruZnice k, kolmy k O,U,, jenZ pfimku
tuto neprotind, ma za koncovy bod S,, jemuZ affinné pfisludny bod
v Njest S. Sestrojeni bodit uvedenych jest z obrazce patrno. Tim
jest ellipsa & stanovena sdruZenymi poloméry OR, OS, z nichZ
pak nékterym ze zndmych zplisoblt sestrojime body A4, B a F, ¢imZ
dle drivéjSiho jest pak délka OB tsetek OZ, OY, OZ' déna a
smér s taktéZ stanoven. Kiivkou /s prochdzejici vidlec promitajici
sete rovinu X'YV'Z' v kfivce fr, jejiZ primét se stotoZiiuje s &, a
tomu odpovidd v 3, affinn€ ellipsa &, majici O,R, 2 O,S, za prii-
méry sdruZené; dotykd se tedy kruZnice k, ellipsy A, v bodé S,
a v bodé k nému vzhledem k O, w, soumérné& poloZeném. Necht
sele spoletnd tena v S, ke &k, a &, pfimku 'O, w, v bodé V,;
jest tu Oy Vo=30,w,. Pro bod affinné pfisluny v I jest tedy
OV =30w. Ztoho plyne, Ze S jest primé&tem bodu dotyku plochy
kulové stfedu O a obsahujici kruZnicik jednou jeji rovinou tednou
roviobéZnou s paprskem s o dotykajici se koule na kruZnici & ;
nebof naneseme-li na pfimku Ow tUsetku OV-=3. Ow, jest bod
V- vrcholem kuZele opsaného kouli podél kruZnice k4 a zmin&nd
rovina jest promitajici rovinou teCnou kuZele toho.

Oznatme 3 patu kolmice z S, na Oy, ddle o polomér kruznice
ko a kladme O,ws=20. Jest pak

02 =2 ®,3. 0. 2)

Diéle jest

(Q"*TLEQ"—UL);&—{, 0, T, -Ooly = 2 —¢*

Z téchto rovnic obdriime, Ze O,To* -+ OoUs® =206+ ¢, takie
OuR2 = 26249 (3).
13*
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Z rovnic (2) a (3) plyne ndsledujici konstrukce bodit S, a Ro.

V bod& w, vztytime polomér w,l kruZnice &, kolmy k O,w,
a v bodé I vztyéime kolmicik O, |, kterd necht protne O,w, v bodé
IIl, nateZ zvolime jeden z bodl, v némZ symetrdla tseCky w, lIl
protind k za bod S, coZ jest se zfetelem na (2) dovoleno. Dile
naneseme na piimku 1 IIl GseCku [11=4, pak se na zdkladé& rovnice
(3) usetka O, Il rovnd polomé&ru O, R, ellipsy fo, jehoZ smér jest
kolmy k Sow,. Tim jest polomér ten stanoven.

L.

5. Jiny diikaz a pfisluSnou konstrukci véty Pohlkeho moZno
zaloZiti na ndsledujicich dvahdch (obr. 2.). Maji-li OX, OY, OZ byti
primé&ty. tii k sob& navzdjem kolmych a stejnych tsetek OX:, OV,
OZ: pro smér promitdni dany pfimkou s' prochdzejici potdtkem a
je-li n pfimka, v niZ rovina bodem O kolmo k s poloZend protind
rovinu PP=X'Y'Z", lze primét n piimky této sestrojiti na zdklad&
tom, Ze trs pifimek bodem O a trs rovin bodem tim k nim norméln&
poloZenych protinaji P- v soustav€ poldrni, v niZ vrcholiim troj-
tihelnika pfisluleji protilehlé strany jeho a t&Zisti jeho pfisludi pfimka
v nekone¢nu, libovolnému bodu P- pfislusi pak stopa p* do P- roviny
prochdzejici bodem O a kolmé k pfimce OP. Priiméty parallelni
ve sméru s kazdého bodu P a pfislu$né pfimky p- tvofi pfislusné
si prvky P a p poldrniho systému II v primétné. Systém ten jest
ipln€ stanoven, ponévadZ vrchollim trojuhelnika XYZ pfislusejt
protilehlé - strany jeho a téZiSti jeho prisluSi nekonefn& vzdédlend
pfimka priimétny. PonévadZ prusedik pfimky s s P se promitd
do bodu O, jest n-pfimka, kterd v systému tomto pfisludi bodu O.

Hledejme nyni bod L, pfislu$ny pfimce /, = OX. JeZto pfimka
tato prochdzi bodem X, bude bod L, leZeti na pfimce Y.Z. Svazek
pfimek kolem bodu X protind YZ v fad€ bodové, kterd jest v ihvo-
luci s fadou bod#f, kterd svazku tomu pifisludi. V této involuci tvori
body Y,Z jeden par, bod v nekonefnu na YZ abod &, jenZ puli
tisetku YZ druhy par a bod L, s bodem L, vnémZ [, =0X sele
piimka YZ treti pir. Zndme takto pro involuci tuto jeden pdr XY
a stfed &, miZeme tudiZ k bodu L pfisluSny bod L, sestrojiti, tfeba
tak, Ze vztyéime v § kolmici k pfimce (YZ) a nanesme na ni tiseCku
&, = £Y, pak kolmice v &, k LE; protne (YZ) v bod& L,. Ponévadz
[, = OX prochézi bodem O, leZi L, na pfimce n. Obdobné& sestrojime
" bod M,, v némZ% pfimka n protind pfimku (ZX) tim, Ze rozptilime
isefku ZX v bodé& 7, vedeme #n7, 1 ZX a ulinime dseCku #,
rovnou uselce 7Z ; sele-li QY pfimku (ZX) v bod& M, pak kolmice
k.Mmn v bodé n, vztylend protind (ZX) a bod& M,. Tim jest
pfimka n stanovena. .

JelikoZ rovina (s'L°) dle pfedchdzejiciho jest koimd k piimce
OL-,, jsou roviny (s'L) a (s'’L;) k sob& kolmé a protinaji tudiZ
rovinu (Om) ve dvou piimkdach k sob& kolmych, a OL, OL, jsou
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priméty t&hto ptimek. Obdobné& soudime, %e OM, OM, isou
priméty dvou kolmych k sob& pfimek v roviné€ (On’). Pravo-
uhld involuce v (On’) kolem bodu O promitd se tudiZ ve sm&ru

Obr. 2.

s* v involuci OL, OL,. OM. OM,. V involuci této sestrojme pravo-
Ghly par OA, OB pomoci libovolné kruZnice k¥ bodem O procha-
zejicl. Pfimka s° neni kolmd k priiméin€, ponévadZ kdyby by'lg ,
k ni kolmd, musely by pfimky OL, OL, jakoZ i OM, OM, byti
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k sob& kolmy, kteryZto pfipad vyluCujeme. Ndsledkem toho musi
jedna z pfimek OA, OB byti orthogondlnym priimé&tem paprskus:,
'kdeZto druhd jest stopou roviny (On ) do pramétny. V roviné (On’)
opiSme ddle kruZnici & kolem bodu O jskoZto stfedu, jejiz polomér
se rovnd tseCkdm OX:, OV, OZ'; budiZ V' jeden priisecik pfimky
(OM-)) s k. Ponévadi tato-piimka leZi téZz v roviné OX'Z-, proto
lezi V téZ na kruZnici o' majici dseCky OX, OZ  za poloméry.
Priimé&t V jest tudiZ jeden koncovy bod priméru OM, ellipsy u majici
v OX a OZ dva poloméry .sdruZzené. Vztahujme u affinni polohou
ke kruZnici u, poloméru OX, pro piimku (OX) jakoZto osu a
(Z,Z) jakoZto smér affinity, je-li (OZ,) L (OX) a OZ;= O.X. Ve-
deme-li bodem Z rovnobézku k (OM,) az protne osu affinity v bodé
1, a je-li OV, polomér kruZnice u, rovnob&Ziny k (Z,1), pak bodu
Vo na u, odpovidéd affinné hledany bod V na u. Zndme pro priimét
h kruZnice i' polohy os OA, OB, jeden bod V a primér (OY)
sdruzeny k (OV), tim jest ellipsa /1 Gpln€ urlena. MiiZeme sestrojiti
jeji vrcholy pouzitim nékteré ze zndmych konstrukei.

Rozpilime ku pf. polomér OV v bod€ 3 a spustime s bodu
tohoto kolmici k praméru (OV), jeZ protind osy ellipsy /2 v bodech
4 a 5. Opidme pak dvé kruZnice bodem Vz nichZ jedna md svij
stted v bodé€ 4, druhd v bod€ 5. Prvni protne osu O5 ve dvou
vrcholech, druhd osu (O4) v ostatnich dvou vrcholech ellipsy A
Tim dochdzime k vrcholu hlavnimu A v naSem oznaceni na (0O4)
a k vrcholu vedlej§imu B na (O5). Délka tse¢ky OB leZici v pri-
métné rovnd se délce useek OX, OV, OZ a OA jest priamét
usetky OA- leZici v rovin& (As') a kolmé k s° Tim jest také pfimka
s stanovena jako v pfipadé dfikazu predchézejiciho.

KdyZz tedy pfedpoklddime, Ze jsou O, OV, OZ praméty
parallelm tfl k sobé& kolmych, stejnych niselek 0. v, Oy, 07, pak
vede tato konstrukce k sestrojeni délky jejich a k prlslusnému sméru
promitdni obdobnym zpiisobem, jako v pfipadu predchdzejicim.
Kdyby bod 5 nebyl pnstupny, opsali bychom kolem O kruinici
polomé&ru OA, a jeden jeji bod priiseény V; s kolmici k UA bodem
V vedenou spoph s O; sele-li rovnob&%ka k OA bodem V vedend
OV, v bodé& V,, jest OB 0V,. Je-li ¢ pramé&r kruZnice u kolmy
k OV-, pak jsou pfimky s, ¢, OY* kolmy k OV, le?{ tudi? v jedné
rovmé proCeZ priméty g a 0y splyvaji. Obdrzeli bychom tedy (OM,)
také z affinni polohy ellipsy u s kruZnici u,, kdybychom bodem Z
vedli rovnob&Zku k 0 protinajici OX v bodé 2; kolmice v Z, k (Z,2)
protne OX v bod& 1, a 'pfimka (OM,) jest Tovnob¥¥ni k (Z 1).
Obdobné bychom mohli sestrojiti pfimku OL;, ¢im dospéjeme jinym
zplisobem neZ prve op&t k involuci OL, OL,. OM, OM,. Jest tedy
(0V), (OY) pér sdruZenych primérd elhpsy majici ())( 0Z za
sdruzené poloméry, obdobn& (OL), (OL,) jest par sdruzenych prit-
méri ellipsy majici 0Y, OZ za sdruZené polomé&ry a kone¢né& bychom
obdrZeli tfetl pdr zminéné involuce v pfimce (0Z) a v priméru k ni
sdruZenému ellipsy, jez md OX, OY za sdruZené poloméry.
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6. Vychdzime-li naopak od ellipsy 2 a smé&ru s, sezndvime,
Ze h jest primétem ve sméru s kruZnice i v rovin€ bodem O
normdlné k s poloZené a OV primé&tem jednoho polom&ru OV-
kruZnice /', ktery leZi na priise¢né pfimce rovin (On), (0Z 1),
a OL, jest prumé&tem pfimky, v niZ rovina OZ }* protind ro-
vinu (On’), kdyZ znali n* piimku promitajici se do n a lezici
v roving trojuhelnika, jehoZ primét jest \'}'Z. Pfimky bodem O
a roviny bodem O k nim normdiné protinaji rovinu \\'}"Z- v po-
larnim poli, jehoZ pramét parallelni jest rovnéZ pole polarni. V tomto
poli jest trojuhelnik utvofeny pfimkami OM;, OY,n jednim trojtihelni-
kem poldrnim. Prifadime-li je§t€ bodu -\' pfimku }'Z, ]est tim a uve-
denym trojuhelnikem jistd polarita v uvaZovaném poli stanovena.
Tato polarita jest totoznd s polaritou, z niz ]sme v predchdzeji-
cim Cldnku vychdzeli. Z toho plyne, Ze miiZeme predpoklddat,
Ze 0X jest primétem UseCky OX- kolmé k roviné (O1Y-Z-), takZe
musi pak byti OX 1 0Z. Body V, Z, X, leii dle konstrukce
provedené na ellipse u, kterd md OX, OZ za sdruZené poloméry.
Ellipsa ta md dle provedené konstrukce (OV), (OM) za priiméry
sdruZené. Rovina OM" 1" jest normdlnd k (OM,) a protind (X'Z')
v bodé& M-; musi tudiZz byti (OM)_L(OMI) Ellipsa u jest pri
métem parallelmm ellipsy u pro niz pfimky ve dvou parech
sdruZenych primért (OX), (0Z7) a (QM), (OM) jsou k sobg

kolmy. Musi tudiZ u byt1 kruZnici, ndsledkem &ehoz OX =02Z..
PonévadZ v polarnim pox posledné uvaZovaném bodu VY piislusi
pfimka (XZ), proto jest (OY") L (OXZ") a ndsledkem toho jsou
0X,0Y, OZ pruméty parallelni tfi k sob& navzdjem kolmych dsefek
OX, OY, OZ'. V poli tom piislu$i t&Zisti w trojihelnika X1 Z
pfimka v nekoneénu, z CehoZ plyne, Ze pfimka, kterd spojuje O s t&-
Zistém o tro;uhelmka X 1"Z" jestk jeho rovin& kolmd. Mdme tedy

na kolmych navzdjem piimkach tsetky OX-=0Z" a tsetku 01"
takovou, Ze priimét orthogondlny bodu O do rovmy trojiihelnika
X Y7 jest téZi§t€m jeho. JelikoZ vSak bod tento musi byti bodem
vysek trojuhelnika X"1*Z", proto musi tento byti rovnostranny, a
musi tudiZ byti OY " =0X=0Z"

Tim jest ditkaz v&ty Pohlke-ho proveden.

1L

7. Vychdzeli jsme v poslednich tdvahdch od involuce rovin
k sob& kolmych ve :_svazku pfimkou promitajici s°, vedenou bodem
O. MiZeme ale na zaklad& téhoz vychodiska provést1 konstrukei véty
Pohlke-ho také ndsledovné: Promitejme (obr. 3.) ttvary nejprv do
roviny (X'Y°Z) ve sméru s° a odtud zpét do primétny axono-
metrické M. Priméty utvartt v.prostoru jsou totoZny s pruméty
jejich priim&td do roviny (X'}°Z7). Priméty utvarlt prostorovych
do roviny P'=(X"1"Z) a do roviny M ve sméru s jsou dv& pole
affinni. Sestrojime k poli P- pole podobné P, v M poloZené zvét3enim
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aby bylo s polem M v poloze affinni pro jednu stranu troj-
;ahlie’lnikg XYYZ ng pf. (XY) jakoZto osu affinity. ’Ponéva'di XYZ-
m4 byti trojtihelnik rovnostranny, proto mu musi ~odpovidati. v P,
trojfihelnik rovnostranny X YZ,. Affinni polohou jest pak bodu Z
v M pfifadén bod Z, v P, &imZ poloha ta jest stanovena ; v i
piisludi bodu O bod O,. Nyni zpodobn&me prostor tak, aby bodiim

X, 1", Z- pfisluSely body X, Y, Z,, pak bude bodu O pfisluseti
bod O tak, ze OX=0Y=0Z, a paprsku s bude pfisludeti paprsek
00,. Primét orthogonalny w bodu O do roviny X YZ, jest t&%ist&m
trojihelnika X'1'Z,. OpiSeme-li tedy v primétn€ M nad prim&rem
XY kruZnici, uddvd jeji polotdtiva w1 kolmd k Z, w vzddlenost
bodu O od roviny M; (O,w) jest tedy pramét orthogondlny pfimky
00,. Sklopime-li rovinu O,0w do pramétny, bude bod O, pro
n&jz 00 | 0,0 a w0'=wl, sklopenim bodu O a vty&ime-li v O’
kolmici k O'O,, jeZ protne (O,w) v bod& 2, pak jest pfimka n,
kolméd k (O,w) a bodem 2 vedend stopou do M roviny (On,) kolmé
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k paprsku 00,. Sklopme tuto rovinu do primétny, &mZ prejde
bod O do polohy (O).

Involuce rovin k sob& kolmych ve svazku piimkou O,0 pro-
tind (On,) v involuci pravych uhld, které piisladi ve sklopeni
roviny této opét involuce pravych Ghli. Rovina svazku OO, rovno-
béznd s (XT) nechf protne n, v bod& «,, a kolmice v (O) k ptimce
(0) «, lezici v priméin€ nechf protne n, v @, pak jsou O,a.,
0,2, stopy dvou rovin ve svazku OO,, jeZ jsou k sob& kolmy.

Pfimka O, 2 a pfimka e, k ni kolmd bodem O, jsou takté?
stopy dvou k sob& kolmych rovin ve svazku O,0. Ve vytlené
poloze affinni odpovidaji tudiZ pfimkdm (O,c,), (Oa,); (0°2), e,
pole P, pfimky jeZ jsou priméty ve sméru s* dvou pdrli k sob&
kolmych rovin. Necht pfimky (Oe,), (02), ¢, protinaji osu affinity
v bodech «',, 2/, . Involuce pravodhld rovin ve svazku s* protind
tudiZ (X Y) v involuci bodové dané pdrem 2'¢' a majici ', za
bod cenirdlny. Protneme-li tedy pfimku kolmou v o, k (XY)
kruznici priimé&ru 2' &' v bod€ I, pak protne kruZnice prochdzejici
body Il a O, kterd md sviij stfed na ose affinity tuto osu v bodech
Cu, v a O, Ov' jsou k sob& kolmé priiméty dvou kolmych rovin
prochdzejicich pfimkou s'. Rovindm t&m pfisluseji dvé k sob& kolmé
roviny pfimkou O, O, jejichZ stopy do M v P, jsou pfimky (O.x'),
(Ou"). Roviny ty protinaji (On,) v pfimkdch, jeZ jsou ve sklopeni
[(O) no] vyjadreny pfimkami (O) 6, (O)s, znatime-li ¢ a J priisediky
pfimky n, s pfimkami (Os?') a (Oou’). Naneseme-li od bodu (O)
ve smyslu k pfimce n, na O¢ a Od pfisluné délky (O)a=(0)8
=0H,=0X, kde H, jest jeden z priiseCikii pfimky n, s kruZnici
k, trojuhelniku XYZ, opsanou, pak protind kolmice na n, s bodi
e pfimku (Oy2') v bodé A,, s bodu @ pfimku (Oox’) v bodé& By,
a iseCky O,A,, OyB, jsou priméty ve smé&ru OQ, do roviny XYZ°
dvou k sob& a k (00,) kolmych usefek majicich s OX, OY, OZ,
stejné délky. V uvaZované affinni poloze pfislusi bodu A, bod A
na (Ov') a bodu B, bod B na (Ou'), a jsou tedy OA, OB parallelni
priméty dvou usefek k sobé a k pfimce s kolmych majicich
délku rovnou délce tsedek OX, OY, OZ-. Jelikoz praméty OA,
OB jsou rovn&Z k sob& kolmé, proto jest jedna z nich stopou a
druhd orthogondlnym primétem pfimky spddové pro rovinu H
prochézejici bodem O a kolmou k s° V obrazci jest OA > OB,
proto jest zde (OB) stopa roviny H a OB uddvd pravou délku
useek OX:, OY-, OZ-.

Poloha paprsku s* k primé&tné jest pomoci ellipsy, jeZ md A
za vrchol hlavni, B za vrchol vedlej§i stanovena tak jako v dfi-
véjSich tdvahdéch. :
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Odvodime-li tedy k soustavd O (X, VY, Z,) soustavu podobn&
poloZenou O (X Y Z) pro O jakoito stfed podobnosti tak, aby
fisetka O X rovnala se tsedce OB, pii &em? body X a X mohou
leYeti po téZe stran& neb na rfiznych sirandch bodu O, lze pFemistiti
soustavu O (X Y Z) do polohy O (X'V'Z?) tak, a to dvojim zpl-

sobem, Ze se promitid ve sméru s- do n¥ho? pfechdzi pfimka OO,
v soustavu O (XYZ). Tim jest véta Pohlke-ho znovu dokdzédna.

Iv.

8. Posledn& podané odvozeni souvisi tizce s diikazem Schwar-
zovym a podavd jednoduchou konstrukci délky OB a sméru s
v téZe poloze O(XYZ,) ke primétné€ jako prve. (obr. 3.). Paprsek
s protne rovinu (X'V°Z") v bodé O, promitajicim se ovSem do
0. V soustavé O (XYZ,) podobné k O (X'Y°Z") bodu O pﬁ'sluéi
bod O, odpovidajici bodu O v affinité, v niz bodam X, Y, Z pifi-
sludeji body X, Y, Z, a kterd jest tedy prve uvaZovanou polohou
affinni. Stopa m, roviny (On,) 1 (O, O) piislugi v affinni poloze
v M pfimka n; kterd prochdzi prisedikem v pifimek n,, (XY) a
jest rovnob&znd k prve vytfené ptimce O¢'.

Vytknéme si v rovin& H,=(On,) trojihelnik = H,(0), kde
md H, tyZ vyznam jako prve. Je-li H bod na n affinné pfisluiné
bodu H,, tu z podobnosti soustav O(X'VZ'), O (XYZ,) plyne, Ze
orthogonélny priimé&t trojihelnika OrH do roviny H- 1 s musi byti
podobny trojahelniku OrH,. Dle konstrukce Guglerovy miZeme
polohu roviny H' stanoviti. Sestrojime trojtihelnik 7 34, jehoZ strana
(z3) leZi nan a jenZ jest shodny s trojihelnikem v (O)H, a k 7 34
trojdhelnik podobné& poloZeny tH(O*. Ddle sestrojime kruZnici, kterd
prochdzi body O, O* a md sviij stfed na n. Sele-li kruZnice tato
pfimku n v bodech I all, pak jest jedna z pfimek OI, Oll stopou
roviny H;, druhd primétem pfimky spddové této roviny. Pon&vadz
jest trojahelnik TO*H vétSineZli podobny mu pritmét orthogondiny
trojihelnika tOH do roviny H' musi délka stopy jeji mezi O a n
byti men§i nez délka pfislu$né tseCky v affinni poloze majici n
za osu a O, O* za pdr sobé piislu§nych bodi. V obrazci zvoleném
jest 1O*> 110, a tedy 10*<C10; proto jest Oll stopou roviny H-.
Sestrojime na (O*l) délku O*I=OIl a vedeme bodem II rovno-
b&%ku k n, kterd necht protne (O*H) v bod€ H, tu jest z naSi
konstrukce patrno, Ze orthogondiny priimé&t trojihelnika O HII do
roviny H jest shodny s trojihelnikem O*HIl. Ponévadz OX=0H,,
proto jest O*H=0X =0Y=0Z = OB, kde B leii na Ol a
rovnd se malé poloose ellipsy &, do niz se kruZnice v roviné H'
sttedu O a polom&ru OX' parallelné promitd. Sele-li pfimka (Il H)
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pfimku (O*[) v bod& I, md primé&t orthogondlny tsecky Ol do H-
délku O*. Naneseme-li tudiZz na OI délku O;=O*I na jednu neb
druhou stranu bodu O. Rovnob&zka bodem B k (Iy) vedend protind
(O1) ve vrcholu hlavnim A ellipsy A. Je-li F jedno ohnisko jeji,
rovnd se ¥ OFB uhly, jejZ uzavird pfimka s s primé&tnou M.

E3

Sur guelgues démonstrations et constructions du
théoréeme de Pohlke,

(Extrait de Particle précédent)

Le mémoire contient, auf fond, quatre démonstrations élémen-
taires du théoréme de Pohlke, et les constructions respectives que
Pauteur a tdché de rendre aussi simples que possible. Soient O.,
OY, OZ les segments donnés dans le plan de projection; la pre-
miére démonstration repose sur ce fait que Vellipse circonscrite
au triangle XYZ, et dont le centre est le centre de gravité du
triangle, doit étre la projection d’une circonférence circonscrite au
triangle dont XYZ est la projection. Les deux autres démonstra-
tions s’appuient sur ’expression de linvolution des plan normaux
d’un faisceau, dont I'axe est le rayon projetant; enfin la quatriéme
démonstration est basée sur le théoreme bien connu de Gugler,
appliqué aux figures en question de manitre que la construction
respective soit la plus simple.

Pokus o urceni zemépisné Sifky bez libelly.
Napsal JindFich Svoboda.

Nad . rtufovym horizontem A (obr. 1.) umistime v rovin€ prvniho
vertikdlu zrcatko Z. Proti rtufovému horizontu nami¥ime v roving
merididnu dalekohled D. Objektiv dalekohledu O jest postaven
tak, Ze paprsky hv&zdy vrcholici jiZn€ zenitu (S;) odrazivie sena
zrcdtku a rtufovém horizontu vstupuji. do dalekohledu vychodni
polovinou objektivu, ~ kdeZto paprsky hvézdy vrcholici severné
zenitu (Ss) po jediném odrazu na rtufovém horizontu vstupuji do
dalekohledu zdpadni polovinou objektivu. Volime-1i hvé&zdy, které
maji pfi vrcholeni pfibliZn€ stejnou zenitovou vzddlenost (z;, z)
miiZeme, aniZ bychom pohnuli dalekohledem, méfiti mikrometricky
jako pri Talcottov€ methodg, rozdil zenitovych vzdalenosti a ponioci

1 |
vzorce 9= G+ 8)+ —;—(zj 29, (1)

.zndme-li deklinaci hv&zd (9), ds), urditi vydku pélu .
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