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Společný' spůsob dokazování různých pouček 
a vzorců. 

n a z á k l a d ě 

zkracování stálých poměrů proměnnými veličinami. 
Podává žákftin středních Skol 

P. Cornelius Plch, S. J. v Bohusudově. 
(Pokračování.) 

Nechceme-li při dokazování té které poučky odvoditi bud 
A zr, H AT 

srovnalost — - = --- (I) bud rovnici — - = 1 (II) §. 1., po-ayx b ayx 

ukážeme na poučku následující, čímž se stane důkaz i kratším 
i jasnějším. 

§. 5. Důležitá poučka. Stalý poměr dvou proměnných rovná 
se poměru jejich mezních hodnot. 

Podmínky. > 
1. Buďtež A, a mezní hodnoty dvou proměnných veličin 

F, i>, na čísle n = 1, 2, 3, 4 . . . . tak závislých, že hodnot 
jejich při rostoucím n ustavičně přibývá neb ubývá. 

V 
2. Budiž C stdld hodnota poměru —- pro každou hod­

notu n. 
Výrok: 

v a 
Přímý důkaz. Značí-li #, y proměnné (kladné neb zá­

porné) rozdíly, jimiž se proměnné veličiny F, v od avých mez­
ních hodnot -4, a liší, bude 

V=A + X = A{I + £) = AX1, 

v = a -fy = a( 1 + -j) = ayx . 

Dělením těchto dvou rovnic obdržíme, hledíce k 2. pod­
mínce, 

0 = 1 - ^ 1 
v ayx ' 
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z čehož za příčinou v §. 1. uvedenou plyne xl = yv; pročež 
Ácc 

skrácením stálého poměru — - nabudeme 
ayx . . • - • • • 

C=l=A. ' 
v a 

Dodatek. Jsou-li -4, «, b mezní hodnoty promSnnýchveličin 
V 

V, i>, w, je-li pak C stdld hodnota poměru —r-, obdržíipe po­
dobným spůsobem 

O - T i l . J. 
vw ab1 ° 

Stalý poměr jedné promSnné k součinu dvou jiných pro­
mSnných rovna se obdobnému pomSru jejich mezních hodnot. 

§. 6. Poučka. Obvody fP, p) dvou kružnic jso^b s přísluš­
nými polomSry (i?, r) srovnalostné. 

Důkaz. Buďtež Č7, u obvody "dvou pravidelných o kružnice 
P, p opsaných (aneb do nich vepsaných) mnohoúhelníkův o. témž 
počtu (n = 3, 4, 5, 6 . . . .) stran. 

Poněvadž poměr —- n — je stálý, a poněvadž kružnice 

P, p jsou mezní hodnoty proměnných obvodů Č7, w, bude tedy 
dle poučky §. 5. 

_?— U_P 
i -

z čehoi plyne 
p 

Ł — 
p Г ' 

§. 7. Poučka. Ploský obsah kruhu (K) rovna se obvodu 
kružnice (P), znásobenému polovicí polomSru (R). 

1. Důkaz. Budiž F ploský obsah, U obvod pravidelného 
o kruh Kopsaného mnohoúhelníku o n = 3, 4, 5, 6... stranách. 

F 7? 
Protože poměr yr =- -« J e s ta,lý i a protože kruh K 

a kružnice P jsou mezní hodnoty proměnných P, ř7, bude tedy 
dle poučky §.5. 
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A — Z - A 
2 ~ U ~ P 

z čehož plyne 

* = 4 « * j r = i . . * . 
ÍZ. Důkaz. Budiž / ploský obsah, & obvod pravidelného 

do kruhu K vepsaného mnohoúhelníku o n zz 3, 4, 5, 6 . . . . 
stranách, r pak vzdálenost jeho středu od některé strany. 

f 1 
Protože poměr - ^ = — je stálý, a protože kruh K, 

kružnice P, pak poloměr B jsou mezní hodnoty proměnných 
/, t*, r, bude tedy dle dodatku k §. 5. 

JL-/.-JL 
2 "~«r " ~ P i ž ' 

z čehož plyne 
j * = | aneb *=/>.-£• 

§. 8. Poučka. Dva jehlance (J, j) o rovných základnách 
a výškách jsou sohS rovny. 

Důkaz. Budtež #, s součty n = 1, 2, 3, 4 . . . . zevněj­
ších (aneb vnitřních) o jehlance J, j opsaných (aneb do nich 
vepsaných) hranolů, jež známým spůsobem sestrojíme, rozdělivše 
rovné výšky jehlanců n = 1, 2, 3, 4 . . . . sobě rovných (aneb 
nerovných, avšak souhlasných) částí. 

nf 

Jelikož poměr — = 1 je stálý a jelikož jehlance J, j jsou 
s 

mezní hodnoty proměnných součtů £, s, bude tedy dle poučky §. 5. 

z čehož plyne 

— 8 ~ j 

— s= 1 aneb «7-=j. 
*/ 

§. 9. Poučka. Plást (m) přímého kuSele jest roven součinu 
z obvodu (p) základny a z polovice strany (*). 

I. Důkaz. Budiž F plášť jehlance kolem kužele opsaného, 
U obvod jeho pravidelné základny o n =z 3, 4, 5, 6 . . . . stranách. 
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F s 
Poněvadž poměr - ^ = — je stálý, a poněvadž plást m 

a obvod p jsou mezní hodnoty proměnných F, £7, bude tedy 
dle poučky §. 5. 

__ _ _F _ m 

2 -"U— y 
z čehož plyne 

m s . s 
— = ---- aneb w = » . -7-- -
p 2 L 2 

II. Důkaz. Budiž / plášť jehlance do kužele vepsaného, 
u obvod jeho pravidelné základny o n = 3, 4, 5, 6 stranách, 
A pak výška pobočné stěny. 

f 1 Poněvadž poměr ~ = --5- je stálý, a poněvadž plášf m, 
u ti & 

obvod ^, pak strana s jsou mezní hodnoty proměnných /, w, ft, 
bude tedy dle dodatku k §. 5. 

J_ — Z . — JUL 
2 u h ps 

z čehož plyne 
m l , s 

— = — aneb m = » . — • 
p s 2 r 2 

§. 10. Poučka. Krychlový obsah (k) kužele jest roven sou­
činu ze základny (f) a z třetiny výšky (h). 

Důkaz. Budiž K krychlový obsah jehlance kolem kužele 
opsaného (aneb do něho vepsaného), F ploský obsah jeho pravi­
delné základny o n = 3, 4, 5, 6 , * . . stranách. 

TT h 
Protože poměr -w = — je stálý, a protože kužel k 

a základna / jsou mezní hodnoty proměnných 2£, .F, bude tedy 
dle poučky §. 5. 

h _ j K _ _ ^ 
T ~ F~ / ' 

z čehož plyne 
k h , , j . h 

7 = T a n e b A : = / . T . 
§. 11. Poučka. Plášť (m) kolmého vdlce rovná se součinu 

z obvodu (p) základny a z výšky (h). 
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Důkaz. Budiž M plášť hranolu kolem válce opsaného 
(aneb do něho vepsaného), U obvod jeho pravidelné základny 
o n = 3, 4, 5, 6 . . . . stranách. 

M -Jelikož poměr -JJ = h je stálý, a jelikož plášf m a obvod 

p jsou mezní hodnoty proměnných -Sř, Í7, bude tedy dle poučky §. 5. 

z čehož plyne 

Ж __ m 
~~" U ~ p 

— = h aneb m = ph. 
P 

§. 12. Poučka. Krychlový obsah (k) vdlce jest roven sou­
činu ze základny (f) a z výšky (h). 

Důkaz. Budiž K krychlový obsah hranolu kolem válce 
opsaného (aneb do něho vepsaného), F ploský obsah jeho pravi­
delné základny o n = 3, 4, 5, 6 . . . . stranách. 

K 
Poněvadž poměr -=- = A je stálý, a poněvadž válec k 

a základna / jsou mezní hodnoty proměnných K, -F, bude tedy 
dle poučky §. 5. 

z čehož plyne 

- . K k 

k 
—r-zzh aneb fc = fh. 
f J 

§. 13. Poučka. Ploský obsah (v) vrchlíku (kulového pásu) 
jest roven součinu z obvodu (p) největší kružnice a z výšky (h) 
vrchlíku (pásu). 

Z. Důkaz. Budiž O otočná plocha o vrchlík (pás) opsaná, 
jež se vytvořila otočením proměnné základny výkrojku pravi­
delného 2n stranného mnohoúhelníku (o kružnici p opsaného) 
kolem osy procházející středem a rohem jeho, H pak budiž 
pravoúhelný prQmět proměnné základny na osu. 

0 
Protože poměr -jj=p je stálý, a protože vrchlík (pás) 

t; a výška h jsou mezní hodnoty proměnných 3>, íř, bude tedy 
dle poučky §. 5. 
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z čehož plyne 

Ф V 
P=S = Ҡ' 

v 
-j- = p aneb vz=zph. 
h 

11 Důkaz. Budiž qp otočná plocha do vrchlíku (pásu) ve­
psaná, jež vznikla otočením proměnné základny výkrojku pravi­
delného 2n stranného mnohoúhelníku (do kružnice p vepsaného) 
kolem osy, procházející středem a rohem tohoto mnohoúhelníku, 
do něhož proměnná kružnice u budiž vepsaná] pak jest stálá 
výška h pravoúhelný průmět proměnné základny na osu. 

Protože poměr — = h je stálý, a protože vrchlík (pás) t; u 
a kružnice p jsou mezní hodnoty proměnných <JP, w, bude tedy 
dle poučky §. 5. 

z čehož plyne 
p 

— = h aneb v = ph. 
P 

Výsledek. Je-li tvořící kruhový oblouk roven celé polovici 
kružnice, rovná se i vytvořený vrchlík (pás) celému povrchu 
kulovému, a výška vrchlíku (pásu) je rovna celému průměru 
koule. Pročež plyne z hořejší poučky veta: Ploský obsah po­
vrchu kulového jest roven součinu z obvodu největší kružnice 
a z průměru koule. 

§. 14. Poučka. Krychlový obsah (k) kulového výkrojku 
výseče) jest roven součinu z ploského obsahu (v) vrchlíku (pásu) 
a z třetiny poloméru (r) koule. 

t Důkaz. Budiž W krychlový obsah otočného tělesa o vý-
krojek (výseč) opsaného, 0 otočná plocha o vrchlík (pás) 
opsaná. 

W r 
Jelikož poměr — = --5- je stálý, a jelikož výkrojek (vý­

seč) k a vrchlík (pás) v jsou mezní hodnoty proměnných Tf, &} 

bude tedy dle poučky §. 5. 

3 • — O ~ v ' 

17 
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z čehož plyne 
k r , , r 

— = ---г aneb fc = v. — 
V O ö 

11 Důkaz. . Budiž w krychlový obsah otočného télesa do 
výkrojku (výseče) vepsaného, q> otočná plocha do vrchlíku 
(pásu) vepsaná, Q poloměr kruSnice do tvořícího mnohoúhelníku 
vepsané. 

to 1 

Jelikož poměr — = — je stálý, a jelikož výkrojek (vý­
seč) fc, vrchlík (pás) v, poloměr r jsou mezní hodnoty proměn­
ných w, g>, p, bude tedy dle dodatku k §.5. 

JL— w — * 
3 g> p vr 

z čehož plyne 

— = — aneb k = v. — . vr 3 3 
Výsledek. Je-li tvořící kruhový výkrojek roven celému 

polokruhu, rovná se i vytvořený kulový výkrojek (výseč) celé 
kouli, a příslušný vrchlík (pás) celému povrchu kulovému. 
Pročež plyne z hořejší poučky veta: Krychlový obsah koule jest 
roven součinu z povrchu a z třetiny polomSru. 

§. 15. Poučka. Ploský obsah (E) ellipsy rovná se součinu 
z obou poloos (a, b) znásobenému Číslem %. 

Důkaz. Budiž střed ellipsy počátkem pravoúhelných sou­
řadnic, velká osa (2a) osou úseček, menší osa (26) osou po­
řadnic, -ff=a2ít ploský obsah kruhu ze středu ellipsy velkou 
poloosou jakožto poloměrem opsaného, znamenejtež pak s, S 
součty všech obdélníkův o ellipsu i o kruh opsaných (aneb do 
ellipsy a do kruhu vepsaných). 

Chtějíce tyto obdélníky sestrojiti rozdělme každou polovici 
velké osy na n = 1, 2, 3, 4, . . . . sobě rovných aneb nerovných 
částí, vztyčme Ív dělících bodech pořadnice ellipsy i kruhu, 
a považujme každou část velké osy jakožto společnou základnu 
dvou stejnolehlých obdélníkův, z nichžto každý ze dvou soused-
nýctí pořadnic větší (aneb menší) pořadnici m& za výšku. 

s b 
* Poněvadž poměr -&- = — je stálý a poněvadž ellipsa E 
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i kruh K=a2it jsou mezní hodnoty proměnných součtů s, #, 
bude tedy dle poučky §. 5. 

b s • _ E 
a 8 a27t 

z čehož plyne 
E b _ __ . -s— = — aneb Eznabit. a^n a 

§. 16. Poutka. Vnitřní plocha (P), omezená pravoúhelnými 
souřadnicemi (|, rj) a příslušným obloukem paraboly, rovná se 
dvojnásobné zevnější ploše (p), omezené obloukem paraboly, osou 
pořadnic a kolmicí s krajného bodu pořadnice r\ na osu pořadnic 
spuštěnou. 

Budiž vrchol paraboly počátkem pravoúhelných souřadnic 
a osa paraboly osou úseček. Chtějíce dokázati pravdivost rov­
nice P=2p vedme v libovolné vzdálenosti od stálé (poněvadž 
dané) pořadnice v\ pořadnici r}i<.n, a sestrojme pořadnice %, 
% . . . . tak, aby každá z nich byla třetí spojitě srovnalostnou 
ku dvěma předcházejícím. Bude tedy 

rL = ^ = ^=....itaůíiÍBk6^ = ^=^ = .... 
ni % % n ni n* 

Přičteme-li ke každému poměru 1, obdržíme proměnné ale 
rovné poměry 

n + ni _ ni+% _ ni + n% = 

ni % % " " ' 
taktéž ?Lk3i=lk±b = 1k±* = .... 

n ni % 
dvou a dvou obdélníků, jež sestrojíme spustíce s krajného bodu 
každé pořadnice na o'su pořadnic kolmici a prodloužíce náležitě 
pořadnice i kolmice. 

I. Důkaz. Bucítež #, s součty všech n— 1, 2, 3, 4 . . . . 
obdélníků do ploch P, p vepsaných, z nichžto dva a dva k sobě 
se mají jako se má součet dvou sousedných pořadnic k pořadnici 
menší. Pročež také bude 

S=!±a=-+.=.(i+í)=*.( . 
kdežto z značí proměnný rozdíl, jímž se proměnný poměr -̂ --t̂ i 

od stálého čísla 2 liší. 
17* 
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ProtoŽB poměr —- ._= 2 je stálý, a protože plochy P, p 

jsou mezní hodnoty proměnných součtů #, s, a číslo 1 je mezní 

hodnota proměnného čísla ^ zz 1 -f- — , bude tedy dle dodatku 

k §. 5. 

z čehož plyne 
2 = A=_L, 

szY p .1 
p 

— = 2 aneb P = 2 p . p ť 

II. Důkaz. Budtež 27, a součty všech n = 1, 2, 3, 4 . . -.. 
obdélnikův o části ploch P, jp opsaných, z nicMto dva a dva 
k sobě se mají jako se má součet dvou sousedných pořadnic 
k pořadnici větší. Pročež také bude 

-£=!*-=,-,-•( ._:£)-.-.. 
27 

Jelikož poměr — - = 2 je stálý, a jelikož plochy P, p jsou 

mezní hodnoty proměnných součtů 27, <r, a číslo 1 je mezní 

hodnota proměnného čísla <px = 1 — -^-, bude tedy dle do­

datku k §. 5. 

z čehož plyne 

2 = • - - - - = - - - - • <r<p. 2J.1 

^ - = 2 aneb P = 2 j > , 2> 
3 

Ytfsředefc. Poněvadž jest Ír] = P-\-p = -^Pr bude tedy 

, P = -jÍV t - j . 

Plocha omezena pravoúhlými souřadnicemi a příslušným obloukem 
2 

paraboly rovná sě — součinu z tichto souřadnic 
o 
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