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ducha; v8echno, co uveiejnil, vyznamendvd se logicky p¥esnou
a krdsnou formou, kterd, jak se mi zdd, svédéi o zvldstnim
ohledu spisovatelové ke ¢tenaii. Veliky vliv, ktery mél na své
74ky vSech stdff a v8ech ndrodnosti, nezakliddal se nikdy na
snizeni védecké trovnd. Casto se zabyval tézkymi tlohami a tu’
nebylo snadno jej sledovati. Dovedl v§ak vyhledati jednoduchost
i tam, kde ji jinf nehledali; mathematickd presnost a jasnost
byla jeho pfirozenosti. Jeho dila maji trvalou cenu zejména ja-
kozto bezpelné vychodisko pii studiu rozmanitych problémi, ku
kterym jsou vedeni mathematikové pokrokem vy$3i geometrie.
Takto se Darboux jiz mnohokrat osvédéil at jiz $lo o ulohy ele-
mentdrni nebo nejtéz8i, a jest jisto, Ze dlouho budou pusobiti
hloubka a pfesnd methodi¢nost jeho mySleni vybrany vkus a
jasné nazirdni na védecké otazky, vlastnosti to, pro které patif
Darboux k nejlep§im uéitelim mathematiky.

Piiklad jednodvoejznaéné pribuznosti dvou
rovinnych poli.
B. Bydzovsky.

Zvlastni piipady Cremonovych transtormaci, t. j. jedno-
jednoznatnych piibuznosti dvou rovinnych poli, byly a jsou v li-
teratufe hojné projedndvdny. Vzpomindm na pi. transformace
kvadratické, transformace 5-ho st., jeZ se vyskytuje pfi FeSeni
Chaslesova problému projektivnosti, t. zv. (eiserovy transfor-
mace 8-ho st., t. zv. transformaci Jonquiéres-ovych atd. Naproti
tomu mdlo pozornosti je v&novano zvld$tnim piipadim rovinnych
pifbuznosti viceznatnych, jichZz obecnd theorie také uz je &i-
stetné provedena.') Tento ¢linek md za Glel upozorniti na za-
jimavy p¥iklad takové transformace, a to pifbuznosti jednodvoj-
znainé, k niz se dospivd z theorie rovinné kfivky 6-ho st. s osmi
dvojndsobnymi body (jeZ je hyperelliptickd), a jez md dileZitost
pravé pro tuto kiivku. Na této zvlastni transformaci vysvitnou
také nékteré charakteristické vlastnosti obecné raciondlni trans-
formace.

1) V. Pascal, »Repertorium d. hoh. Math.< 1. 1. sir. 366.
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Vlastnimu vykladu této jednodvojznaéné transformace je
treba piedeslati strutné studium zvld$tni transformace Cremo-
novy. '

' L

1. Zvolme v roving & osm bodd 4,, ..., 4; v obecné po-
loze; budiZz A, devaty bod base svazku kubickych kiivek =,
uréeného zvolenymi osmi body. Libovolnym bodem roviny X,
prochdzi — pokud je to bod rozdilny od bodd A4; — jedind
kiivka %, tohoto svazku; sestrojme jeji te¢tnu v bodé 4, a budiz
T dalsi praselik této teény s kfivkou. Spojnice T'X, protne
kiivku je§té v jednom bodé X,. Oba body X, X, jsou sdruZeny
Cremonovou transformaci, jez je involutorni, jeZto tdZ konstrukce
vede od bodu X, k bodu X,. Tuto transtormaci ?) budeme v dal-
8im oznadovati J.

K jejimu studiu je tteba zniti geometrické misto bodu 7.%)
Svazek kiivek > je, jak zndmo, projektivni -se svazkem teten
v libovolném spoleéném bodu, tedy také v bodu 4,. Oba svazky
vytvofi priseliky sdruZenych elementi kiivku &tvrtého stupné,
kterou budeme znatiti 4,. Tato kiivka obsahuje body 4,,..., 44
jednoduse; bod 4, je pak trojndsobny. Nebof ve svazku existuji
tfi kiivky, pro néz bod 4, je inflexni; pro ty splyne bod T'
s bodem 4,, coz se tedy stane tiikrdte. Rada bodd 7' na kfivce
k, je projektivni se svazkem telen v bodé 4,; je tedy svazek
2~ projektivné piifazen ¥adé bodd 7' na kfivee Z%,.

2. Pokud bod X, nesplyne s nékterym bodem 4;, odpovida
mu, jak jsme shledali, jediny bod X,. Hlavni body transformace
J lze tedy hledati jen mezi body A4;.

Jelli X, =4,, je k; kterdkoliv kfivka svazku X; spojnice
TX, splyne s T4, a bod X,=4,=X,; je tedy 4, samodruZny,
nikoliv hlavni bod transformace J.

Naproti tomu je kazdy bod 4; pro e =1, ... 8
hlavni Nebot je-li X, =4, je k, kterikoliv kiivka svazku X

2) Je znama. V. Bertini, ,Annali di matematica® (2) 8 str. 273.

3) Toto geom. misto je vibec dileZite pro studium krivky 6-ho st.
v. K. Rohn ,Die Maximalzahl etc. Math. Ann. ro¢. 1913. a také mé po-
jednani: ,Konstrukce rov. kiivek 6. st. atd.“ Rozpr. C. Akad. ro¢. XXIL
(1913) ¢is. 46. .
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a spojnice T'A; protne ji po tfetf mimo bod 4;, je-li i=1,...,8.
Tento tietf priseéik X, je pro kazdou %, jiny a vyplni celou
hlavni kfivku odpovidajici bodu ‘A;. Tuto kifivku vytvoif ziejmé
svazek Y se svazkem paprski (4;). Elementy téchto dvou svazkl
jsou si pfidruZeny timto zpidsobem: na kazdé kfivece svazku 2
existuje jediny bod 7' a této kiivece odpovidd tedy jediny pa-
prsek svazku (4,). Obrdcené lezf na uréitém paprsku svazku
(4)) tii body T, nebof geom. misto téchto bodd je kfivka %,
kterou paprsek vedeny bodem A; protne jedté ve tiech bodech.
Uréitému bodu 7' piisludf pak jedina kiivka svazku =, totiz
kiivka uréend tetnou 4,7 v bodé 4,. Kazdému paprsku svazku
(4;) odpovidaji tedy tii kiivky svazku =, ¢ili (rozpadajici se)
kiivka stupné devatého, jeZ m4 trojndsobné body A4, ..., 4,.
Dle zndmych pravidel vytvofi tyto atvary priseéiky elementil
sob& odpovidajicich kiivku stupné desitého, jez md bod A4; za
Styrndsobny, ostatni body 4, za trojndsobné. AvSak ktivka £,
tvofi soucdst této kiivky stupné desitého; zbyva tedy jako
hlavnf kfivka odpovidajici bodu A4; kiivka Sestého stupné &¢/,
jez mé trojndsobny bod A4;, ostatni body A, za dvojndsobné mimo
4,, jehoz kiivka neobsahuje.

Dospéli jsme vysledku: Cremonova involuce J md osm
hlavnich bodd A, ..., As Sestého stupné; hlavni kFivky jsou
raciondlni kiivky Sestého stupné, majici pFislusny hlavni bod
za trojndsobny, ostatnich sedm za dvojndsobné. Tyto kiivky
oznatime &, .. ., k®.

7 této véty plyne stupen transformace J. Pro Cremonovu
transformaci stupné »-ho, jez md «; bodi i-ndsobnych, platf, jak
zndmo z theorie téchto transformacf, vztah

o, —}—4062:}-...—1—1'205,-—}-...:7@2—1.

V nafem piipadé existuje «; — 8 bodid hlavnich Sestého stupné
i plati

62.8=n?—1
a odtud _

n=1T7.
Involuce J je stupné 17-ho.

3. Vyznam této involuce pro theorii kiivek 6. st. s osmi

dvojndsobnymi body je vyjadren vétou:
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KaZdd kiivka Sestého stupné majici dvojndsobné body
A,y ..., Ag pFevddi se touto involuci sama v sebe.

Budiz %, libovolnd takovd kiivka. Libovolnd kiivka #,
svazku ' protne ji mimo body 4, .. ., dg, jez plati za Sestndct
prisetiki, jests ve dvou bodech X,, X,. Spojnice X,X, protne
ky v bodé T. Kazdd kiivka Sestého stupné, jez md dvojndsobné
body 4,, ..., 4y, protne %; je§té ve dvojici bodd, jichz spojnice
— dle zndmé véty o korresidudlnich skupindch — protind %,
v témze bodé 7. Vezméme v tvahu specielné takovou kiivku
rozpadajici se ve dvé kiivky tietiho stupné. AvSak ty protnou
k; — mimo body 4,,..., 4; — jeSté dvakrite v bodé .4,
takZze spojnice daldich dvou priseifkd piejde v tomto ptipadé
v teénu ke k, v bodé -4,. Je tedy T tetnovy bod bodu A, na
k,; jezto tedy spojnice X,X, prochazi bodem 7, jsou body X,,
X, sdruzeny v involuci .J. Jezto bod X, lze voliti libovolné na
ks, plyne odtud, Ze bod sdruzeny involuci ./ s libovolnym bo-
dem této kiivky lezi opdt na této kfivece; tim je hofejsi véta
dokdzdna.

II.

4. Budiz dédna drubd rovina &. Sestrojime vztah mezi ro-
vinami § a &, v némz by bodim roviny &' odpovidaly dvojice
involuce ./ roviny & a obrdcené, timto zpisobem: zvolme v ro-
viné & dva body S, D', v roviné £ paprsek d neobsahujici
zddny bod 4;. Prifadme svazek paprska (S") projektivn& svazku
kubickych kiivek X; svazek paprski (D) fadé bodové na d.
Bodu X' roviny &' piifadime pak dvojici involuce ./ v rovind §,
kterou obdrzime touto konstrukci: promitneme hod X' z bodd
S, D'. Paprsku S'X’ odpovidd kiivka i, svazku >, paprsku
U'X" bod Y na d. Na k, sestrojfme znémy bod 7, v némi
tetna v bodu 4, vedend podruhé protne kfivku, a spojime jej
s Y; spojnice T'Y protne %, jestd ve dvou bodech X,, X,, jez
tvofi, dle vykladu odst. 1., dvojici involuce J; to je dvojice
odpovidajief bodu X. Z toho ihned plyne. jak obrdicené k da-
nému bodu X, roviny £ sestrojime bod X', jenZ mu odpovids
v roviné £': sestrojime bod X,, tvofici s bodem X, dvojici in-
voluce /. Spojnice X, X, protne piimku ¢ v bodé Y. Ve svazku
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(D') sestrojime paprsek odpovidajici bodu Y. ve svazku (S') pa-
prsek odpovidajici kiivece &, svazku X urtené hodem X,. Oba
paprsky takto sestrojené protnou se v hledaném bodu X', jenz
odpovidd bodu X, a ovSem také bodu X,.

Tim je sestrojena jednodvojznalnd piribuznost
jejimuz studiu je vénovédn teunto Cldnek; oznatim ji
struéné 7'[1,2]. V nf kazdému bodu- roviny & odpovidaji dva
body roviny &, kazdému bodu roviny & jediny bod roviny &'.
Kdyz bod X' prob&hne celou rovinu &', dvojice jemu odpovida-
jiei pokryji rovinu & prévé jednou; kdyZz v8ak bod X probéhne
rovinu & bod jemu odpovidajici pokryje rovinu & dvakrdte.
jezto tyz bod X’ odpovidd dvéma polohdm bodu X. Z toho di-
vodu nazyvd se rovina &' dvojudsobnou rovinou piibuznosti
T[1,2], kdezto rovina & je jednoduchd.

H. Podrobnéjs$i studium této transformace vede — dle ana-
logie Cremonovych transformaci —ke zkoumdni téch bodd obou
rovin, pro néz prestdvd platiti vSeobecny zdkon transformacni,
totiz jednodvojznacnost, a jez — dle téze analogie — se nazy-
vaji hlavnimi.

Potnéme rovinou &'; hledejme v ni body, jimZz odpovida
nekonetné mnoho bodi roviny & Bod S’ promitd se urcitym
paprskem svazku (1), tomu odpovidd .urtity bod S na d. Libo-
volnému paprsku svazku (S') odpovidd urcitd kiivka £, svazku
Y, na niz obdrzime uzitim bodu S — dle zakladni konstrukce
pfedchoziho odstavee — dvojici bodd odpovidajici bodu S’ na
této Liivce. Jezto kazdy paprsek svazku (S’) promitd bod S,
odpovidd tomuto bodu nekoneéné mnoho takovych dvojic. Kazda
tato dvojice lezi na jedné kiivce svazku X a na jednom paprsku
svazku (S). Tak tedy geometrické misto dvojic, odpovidajicich
bodu §’, jest kiivka, jeZ vznikne prisefiky kfivek svazku X
s piisludnymi paprsky svazku (S). Elementy t&chto dvou svazki
pak si odpovidaji takto: kiivee svazku X odpovidd jediny pa-
prsek svazku (S), totiZ spojnice bodu S s bodem T (v. odst. 1.)
na této kirivce; obricend paprsku.svazku (S) odpovidaji étyfi
kiivky svazku . Nebof tento paprsek protne kiivku 7,, geo-
metrické misto bodu 7' (v. odst. 1.), ve &tyrech bodech; kazdym
z nich je urtena jedna kfivka svazku X odpovidajici zvolenému
paprsku. Oba svazky takto sdruzené vytvoii kfivku stupné tfi-
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ndctého (4 < 3 + 1=13), jez md devét Etyrnasobnych bodi
4; =1, ... 9); jesto kiivka k, tvoif zfejmé souldst této
kiivky, zbyv4 jako hlavni k¥ivka odpovidajici bodu
S kfivka stupné devatého s,, majicf osm trojnisobnych
bodd 4,,... Ag a obsahujici jednoduie body 4,,S.

Pristupme k bodu D’: paprsku 8’'D’ potitanému do svazku
(8") odpovidd urtitd kiivka d, svazku ¥; sestrojme na ni zndmy
bod 7, v né&mz kiivku protne tetna vedend v bodé 4,. JeZto
bod D’ je promitén vSemi paprsky svazku (D') a témto papr-
skiim odpovidaji vSechny body piimky d, je zfejmo, Ze bodu D'
odpovidaji vSechny dvojice involuce J lezici na d,. Odpovida
tedy hlavnimu bodu D’ hlavni kiivka dj.

6. Jestlize rovina &' obsahuje daldi body hlavni, nemohou
miti svij pivod ani v neurditosti kiivky svazku X, ani v ne-
urtitosti bodu Fady d, jeZ by stanovily polohu piislu§né -dvojice
bodové v roving &; mize vSak jeSté vzniknouti neurtitost ve
spojnici bodu na d s bodem 7, na kterézto spojnici (v. odst. 4.)
lezi piisludnd dvojice. Tato neurtitost viak se skuteéné vyskytne:
pfimka d protne kiivku %,, geometrické misto bodu 7, ve Cty-
fech bodech: 7, T,, 7,, T,. Ktivka svazku 2 urcend na pf.
bodem 7, — nazveme ji ¢, — je profata telnou polozenou
v bodé A4, privé v bodu 7). Sestrojme paprsek svazku (S) od-
povidajici kiivee ¢ a paprsek svazku (D’) odpovidajici bodu 7,
na d; oba paprsky protnou se v bodé 77,. Jestlize hleddme
dvojici odpovidajicf v roviné £ bodu 77,, shleddme ihned, Ze je
jich nekoneénd mnoho, jezto spojnice 7Y, o niz se, dle odst. 4.,
opird konstrukce dvojic roviny &, stivd se neuréitou, nebot
Y= T=T,. VSechny tyto dvojice pak vypliuji kiivku ¢, jez
tedy, jako hlavni, odpovidd hlavnimu bodu 7",. Pravé tak se
naleznou dalsf hlavni body 77,, T, 1",, jimZ odpovidaji hlavnf
kiivky ¢,, t;, ¢,, ndleZejicf do svazku X a wurlené resp. body
Ty, Ts, T, . ’

Jinyeh hlavnich bodG mimo %est nalezenych nenf.

7. Body T,, T,, T, T, tvoii na d urdity dvojpomér .
Tento dvojpomér tvoff — dle konce odst. 1. — také kiivky
t), ty, ts, ti. Z toho plyne, ze paprsky D'7”; (i=1, 2, 3, 4) a
rovnéz paprsku §'77; (i =1, 2, 3, 4) tvoii tyz dvojpomér 2 ;
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to vSak znamend, Ze body 7"; lezi s body S’, D' na kuzelo-
secce.

Odtud véta:

Vsech Sest hlavnich bodd roviny & v transformaci T[1, 2}
lezt na Kufeloseéce ¥,.

8. Urtime podobné hlavni body roviny &.

Piedev§im jsou hlavnimi body A4,, ..., 4g; nebof ty jsou
hlavni v involuci J (v. odst. 2.) a kazdy z nich tvoif soutast
nekonefnd mnoha dvojic involuce J, jimZz odpovidi nekoneén&
mnoho bodd roviny &. UvaZzujme podrobné o jednom z nich,
na pf. 4,. Tento bod — jakoZto bod X, -— je uréen kterou-
koliv kfivkou #; svazku X a tim bodem fady na d, v némZ je
tento paprsek profat spojnici 4,7, kde 7 probihd zndmou
kfivku %,. Timto zpésobem jsou kiivky svazku X uvedeny ve
vztah s body Ffady na d, a to tak, Ze kazdé kiivce odpovidd —
dle konstrukce prdvé udané — jediny bod fady na d; obrdcen&
bodu této Fady odpovidaji tfi kiivky svazku 3, jeZto spojnice
tohoto bodu s bodem A, protne kfivku %, mimo A4, je§td ve
tfech bodech; kazdym z nich je urlena jedna kiivka svazku Z.
V roviné £ obdrzime tedy utvar odpovidajici bodu d,, kdyz
sdruzime oba svazky (8'), (D’) tak, Ze paprsku svazku (S) od-
povidd jediny paprsek svazku (D'), paprsku svazku (/0') t¥i pa-
prsky svazku (S’). Svazky tak sdruZené vytvoif kiivku st. étvr-
tého majici trojndsobny bod S’, jednoduchy bod D'. Tato kiivka.
obsahuje jednoduse vSechny dalsi hlavni body 717,, T",, T';, T',.
Nebot kiivky ¢, ..., ¢, témto bodim odpovidajici, ndlezeji do
svazku 2, jehoz kaZdd kiivka uréuje bod 4,. JeZzto stejnd Gvaha
plati pro body 4,, ... A, nabyli jsme vysledku:

Body A4,, ..., As jsou hlavni body &tertého stupné v ro-
viné &; jim odpovidaji v roviné & kiivky stupné &tvrtého, jez
oznatime &'®. Tyto kfivky maji spoleény bod trojndsobny S’ a
jednoduché ', 1',, T7,, T',, T',. Bodim kazdé této kfivky od-
povidaji v roviné & dvojice, z nichz kazda obsahuje bod 4; a
vedle toho oviem jeden bod kiivky A@ (v. odst. 2.).

9. Ktivky %'(’ maji zajimavou vzdjemnou polohu. Kazdé
dvé kiivky %'(), A'(" protnou se mimo bod S’ (jenz plati za
devét prisetikd) a body D', T, ..., I', (pét prisetikd) jeste
ve dvou bodech, jez nazveme M'y;, N’y. Kazdému z nich odpo-
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vidd ziejme oba body A, 4;; Ze tyto dva body tvoii dvojici invo-
luce J, plyne z toho, Ze bod A; lezf na hlavni kfivce odpovi-
dajici v této involuei bodu A Spojnice A,4; protne piimku d
v bodu, jemuZ odpovidd uréity jediny paprsek svazku (D');
kiivku Z, jeSté ve dvou bodech; kfivkim svazku X jimi urCe-
nym odpovidaji dva paprsky bodem S‘. Z toho v3ak plyne, Zze
body M'n;, N'si leZf na dvou riznych paprscich svazku (§'),
aviak na jediném paprsku svazku (D).

Mizeme tedy vysloviti vysledek: KaZdé dvé hlavni krivky
Stortého stupné®) roviny & protnow se mimo hlavni Lody této
roviny jesté ve dvou bodech, jichZ spojnice prochdzeji tymz spo-
leéngm jednoduchym bodem wviech téchto Rhlavnich Ik¥ivek (bo-
dem D).

10. Bod A4, je rovnéz hlavni, coZ je zplsobeno tim, ze je
uréen — pokldddme-li jej za bod X, — kteroukoli kiivkou svazku
2. Néktery bod jemu odpovidajici obdrzime, kdyz zvolime libo-
volnou kFivku svazku, sestrojime k ni tetnu v bodé 4,, jez pro-
tne d v bodé Y; sestrojime pak paprsky svazki (S'), (D') témto
utvardm odpovidajicf. KdyZ kfivka probéhne svazek =, bod Y
probéhne fadu na d s nim projektivni; body odpovidajici bodu
A, vypliiuji tedy Gtvar vytvoreny projektivnimi svazky (S"), (1'),
t. j. kuzelosetku obsahujici body §’, D'. Tato kuZeloseéka obsa-
huje mimo to .také body Z7"; nebof kiivky tfetiho stupné odpo-
vidajici témto bodéim nélezeji oviem do svazku. Je to tedy
zndmi jiz kuzelosetka %’,; ta odpovidd hlavnimu bodu A4,.

11. Body A4; jsou hlavni, poné&vadZ p¥i konstrukei udané
v odst. 4. nastivd pro né neurtitost ve volb& kiivky svazku .
Dalsf hlavni body roviny & obdrzime, kdyz pfihlédneme k moz-
nosti, ze nastane neurtitost ve volbé bodu na d. Tato neuréitost
skute(né nastane pro bod, ktery lezi na d a pro ktery p¥isludny
bod T lezi také na d. Takovych bodd je osm, lépe feleno, Ctyii
dvojice: ty, ve kterych pfimka d je profata kiivkami ¢, #,, ¢,, ¢,
urtenymi body 79, T,, Ti, T,, v nichz pimka d je profata
kiivkou %,, geometrickym mistem bodu 7' (v. odst. 6.). Uva-
Zujme na pf. kfivku ¢,. Ona protne d mimo 7, jeité ve dvou

4) Jinych hlavnich kfivek stupné &tvriého v roviné & neni, Jak z dal-
$iho vysledku je zjevno. .
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bodech 7T),, 7,,. Tyto dva body tvoii dvojici involuce J, jezto
jejich spojnice prochazi bodem 7. Tuto dvojici 1ze vi3ak sestro-
jitl na kiivce ¢, uzitim kteréhokoliv bodu fady na d. To znamend
— vzpomeneme-li, ze kiivee ¢, odpovidd paprsek S'7',, — Ze
dvojiei 7,,, T,, odpovidaji viechny body paprsku S'7",. Tato
dvojice ddvd tedy dva hlavni body stupné prvniho. Prévé tak
jsou hlavni body dalsi priseciky d s kiivkami ¢,, ¢, ¢,, jeZ
oznatime Ty, Top5 Ty, Ty Tiyy Tioo

Kone¢né nutno piihlédnouti k tomu, 7e také v roviné &’
mize nastati neurcitost pfi zakladni konstrukei. Ta nastane jen
tehdy, kdyZz oba sdruzené paprsky svazki (S'), (D') splynou.
Paprsku S§’0" potitanému do prvého svazku odpovidd kiivka d,
svazku 2, potitanému do druhého bod S na d (v. odst. 5.).
Dvojici D,, D, involuce J, sestrojené na k¥ivee d, uZitim bodu
S dle odst. 4., odpovidd tedy kterykoliv bod spojnice S'D’; jsou
tedy D;, D, dalsi dva hlavni body stupné prvého.

Je ziejmo, ze tim jsou vycerpdny hlavni body roviny &.

12. Uvedu nyni v piehledu Alavni body a hlavni kiivky
obou rovnic:

I. Rovina & a) Hlavni body 1. P8t dvojic bodd stupné
prvého: Dy, D, Ty, Tyy5 Toyy Tays Tayy Tyos Tyyy Tioe

2. Jeden bod A, stupné druhého.

3. Osm boda Al, ..., Ay stupné ttvrtého.

b) Hlavni ktivky:

1. Pét kiivek stupné tietiho d,, ¢,, t,, t,, £,.

2. Jedna kiivka stupn& devatého s,.

II. Rovina . a) Hlavni body: 1. P&t bodd stupné tietiho
D, 1,1, 1 T,

2. Jeden bod stupné devatého S'.

b) Hlavni kiivky: 1. Pét pitmek S0, S'T,, S'T', S'T',
ST

2. Jedna kuzelosetka %',.

3. Osm kiivek stupnd &tvrtého A'(Y, ..., A'®.

13. Dalsimu studiu transformace 7'[1, 2] je tfeba piede-
slati dvé pomocné véty, jez jsou jen zvldStni piipady znémych
vét obecnych.
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a) Je ddna fada na piimce d a rada s ni projektivnt
na raciondlni kiivee k,. Spojnice sdruZemjch bodi obaluji
kFivku pdté tFidy magjici ctyrndsobnow teénu d.

Promitneme-li totiZz z libovolného bodu P obé& projektivni
fady, obdrzime ve svazku (P) vztah mezi paprsky jednoltyr-
znatny. Nebof fadu d protne paprsek tohoto svazku v jediném
bodu, jemuZ odpovidd na %, jediny bod, jenz je promitnut z P
jedinym paprskem. Kiivku &, v8ak protne paprsek ve &ttyrech
bodech, tém odpovidajici Ctyfi body na d jsou promitany &tyimi
paprsky z P. Takovy vztah md, jak zndmo, pét samodruznych
elementi ; samodruZny element je pak spojnice dvou bodd sobé
odpovidajicich. Libovolnym bodem prechdzi tedy pét paprski,
jez spojuji dvojice bod@t sob& odpovidajicich, t. j. kfivka oba-
lend t&mito spojnicemi je pdté t¥idy. Stane pak se Ctyiikrite,
Ze tato spojnice splyne s pifmkou d. Nebof ta protne %, ve
ttyfech bodech; spojnice téchto bodd, poéitanych ke %,, s body,
jeZz jim odpovidaji na d, splynou privé s d. )

Tim je véta dokdzéna. Plyne odtud, Ze venikld krivka je
" raciondlni; jeji teény tvori svazek projektitni s Fadou na d.

b) Je ddn svazek = kubickych kvivek a raciondlni kiivka
kv pdté tridy, jejiz tecny tvori kiivou Fadu projektivni se svaz-
kem 2. Tyto dva vtvary vytvori priseciky sdruZeniyjch elements
k¥ivku stupné Sestndctého, pro kterow body base svazku = jsow
pétindsobné.

Urtime totiz, kolik bodd tohoto geometrického mista lezi
na libovolné pifmce p. Kiivd fada tefen i svazek kiivek vyti-
naji na ni dvé soustavy bodd, jez jsou v piibuznosti jednopat-
néctiznatné. Nebof pokldddme-li libovolny bod piimky za pri-
setfk s kiivkou svazku, je timto bodem urlena jedind kfivka
svazku, které odpovidd jedind tetna ktivky, jez protne p v je-
diném bodu, jenZ odpovidd danému. Jestlize obrdcené bod dany
na p poklidime za prisetik s teénou kiivky, prochdzi jim pét
teten této kiivky pdté tiidy, kazdé odpovidd jedna ktivka svazku
jez protne p ve tiech bodech; dostdavime tedy patndct bodd,
jez odpovidaji danému. V tomto vztahu je Sestnict bodd samo-
druznych; v téch se protinaji tetny kfivky pdté tiidy s kiiv-
kami svazku, jeZ jim odpovidaji. Takovych bodd je tedy na
piimce Sestnict; tim je urlen stupeir vytvorené kiivky. Tato
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kiivka projde bodem base svazku X pokazdé, kdyZz jim projde
jedna te€na ktivky paté tiidy; ale to se stane pétkrite, jezto
bodem prochézi p&t teten této kiivky. Jsou tedy body base sku-
teéné pétindsobné.

14. Opirajice se o pfedechozi vysledky, utinime dalff krok ve
studiu transformace T[1, 2], jenz zale?f v tom, Ze ur¢ime
ktivku, kterd odpovidd pfimce v jedné z obou
sdruZenyeh rovin. :

Budiz dana nejprve pfimka p’ v rovind &'. Jeji body jsou
promitdny z bodd §‘, D’ dv@ma projektivnimi svazky paprskd.
V roviné £ obdrzime tedy projektivni pfifazeni kiivek svazku
X a Fady bodové na d. Jeito svazek X je projektivné ptifazen
fadé bodové na kfivce %, (v. odst. 1.), obdrzime projektivnf
piifazeni této fady bodové s fadou na d. Spojnice bodd sobé
odpovidajicich v obou Faddch vytvoii dle vé&ty «) raciondlni
kiivku paté tifdy majicf ¢ za tetnu &tyrndsobnou. Z konstrukce
odst. 4. plyne, ze dvojice roviny &, odpovidajici bodim piimky
p', lezf na zminénych spojnicich, a to tam, kde kazdd tato spoj-
nice protne p¥isludnou k¥ivku svazku 2 mimo bod 7. B&zi tedy
o ktivku, kterou vytvoif svazek kfivek 3 S projektivnim svaz-
kem raciondlnf kiivky pdté tiidy. Ale to je — dle véty ) —
k¥ivka stupné 16-ho, jeZ ma pétindsobné body 4;(:=—1,...,9).
Aviak kiivka %, tvoif zfejmé soutdst této kiivky; i zbyvd kiivka
k., stupn® dvandctého jako utvar roviny & odpovidajici pffmce
p' v roviné §'. Tato kfivka mé &tyrndsobné body 4,,..., 4; a
dvojndsobny bod 4,. To plyne také z toho, Ze pfimka p’ protne
blavni kiivky ¥'@(i=1,...,8) vidy ve Ctyfech bodech, hlavn{
k¥ivku %', ve dvou bodech. Touz tvahou seznivdme, %e tato
ktivka %,, obsahuje jednoduse body D,, Dy; T,,, T\5; Tyyy Taas
Ts1s Taa5 Thyy Tyy

Je tedy tranformace T[1, 2] pri prechodu od roviny &
k roviné £ stupné dvandetého.

Je-li obrdcené v rovin& & ddéna pfimka p, budiz &', kiivka
stapng n-ho, jez ji odpovidd v roving §. Piimka p’ této roviny
protne kfivku %', v » bodech; kfivku £,, odpovidajici pFimee
p’ v roving £ protne p ve dvanécti bodech. Z toho plyne »=12,
jezto kazdému prisetiku p a k,, odpovidd jediny priselik tar
k', a p', a obrdcens.

17
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Je tedy transformace T[I, 2] také pri prechodu od & ke
& stupné dvandctého.

15. Prochazi-1i pftimka p’ hlavnimi body, sni-
Zuje se stupei k¥ivky ji odpovidajici dle téhoZ jednodu-
chého pravidla, jaké plati pro transformace Cremonovy, Obsahu-
je-li p’ jeden bod D’ nebo 7T”; ktivka ji odpovidajici je stupné
devédtého, dopliiujic se hlavni kiivkou d, nebo #; na kiivku st.
dvandctého; md trojndsobné body 4,,..., 4, jednoduchy A,.
Obsahuje-li p’ dva ze zminénych bodd, odpovida ji kiivka stupné
Sestého majici osm dvojndsobnych bodd 4,, ... 4,. Jestlize
pfimka p’ obsahuje bod §’, odpovidd ji kubickd kiivka svazku
2. Jestlize kone&né piimka spojuje bod S’ s jednim z ostatnich
péti hlavnich bodi, sniif se stupeti kiivky korrespondujici o dva-
nict, t. j. na nulu; kfivka piejde ve dvojici hlavnich bodd.

Krivce stupné n-ho v jedné roviné odpovidd v roviné druhé
krivka stupné obecné 12n-ho. Jestlize prvd kiivka prochdzi m-
krdte hlavnim bodem stupné h-ho, snifuje se stupen ki¥ivky ji
odpovidajici o mh. Tyto véty jsou odtivodnény stejné jako v na-
uce o transformacich Cremonovych.

16. Jest tfeba jeSté upozorniti na dvé dilezité okolnosti,
kterymi se transformace 7'[1, 2] li¥f od Cremonovych.

Vsimnéme si totiz kiivky %',,, jeZz odpovidd pfimce p ro-
viny £. Ona prochdzi viemi hlavnimi body roviny & a to toli-
kréte, kolik uddvd stupeii pi{sluSného hlavniho bodu. Obricens
musi kfivee &';, odpovidati v rovin& ¢ pfimka p. Této kiivce
odpovidd oviem kfivka stupné 12><12=—144. Aviak jeizto %',,
prochazi tiikrdte kazdym bodem D', T"; sniZi se stupeii o 5X
X 3X3=4H; jezto mimo to prochdzi devétkrite bodem S,
snizi se stupeii je§té o 9><9=—281, celkem o0 45 > 81=126,
takze zbyvd kiivka stupné 18-ho, tedy nikoli jen prvmiho. To
viak je zcela pochopitelno. KaZdému bodu piimky p odpovida
jediny bod kfivky &',,; obrdcené vSak bodu této kfivky odpo-
vidaji dva body roviny ¢, z nichz jeden leZi na pifmce p, druhy
na kfivce, kterd této piimce odpovidd v involuci J. Odpovidé
tedy kfivee %',, v rovind £ nejen piimka p, nybrz také jeté
k¥ivka, jeZ je s p sdruZena involuci J. Av3ak ta je — dle odst.
2. — stupné sedmnactého, i s pfimkou tvoii skuteéné kiivku
stupné osmndéctého.
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Jsou tedy mozné piipady, kdy jedné kiivce roviny &' od-
povidaji dvé kiivky roviny & a to takové, jez jsou sdruZeny
involuci J. :

17. V&imnéme si za druhé kiivky %,,, jeZ odpovidd pFimce
p" roviny &'. Kiivee k,, odpovidd v roving & kfivka stupns
144; tento stupeii se opdt sniZi a to: jeZto kfivka /,, prochdzf
Ctyfikrdte kazdym z osmi bodl &tvrtého stupné A;, o 8 XX4X
X 4=128; jezto prochdzi dvakrite bodem druhého stupn& A,,
0 2>2=4; jezto konetnd prochdzi viemi deseti body stupné
prvého jednodufe, o dalfich deset jednotek. Dostivame tedy
stupeii 144 — 128 — 4 — 10 = 2. Pii tom v8ak je zfejmo, Ze
kiivee k,, miZe odpovidati jen piimka; tomu tak je skutetné
a vysledek pravé obdrZeny se vysvétluje tim, Ze tato piimka od-
povida kiivee k,, dvakrdte. To pak je snadno pochopitelno z toho,
7e rovina &' je dvojndsobnd (v. odst. 4); kdyZ bod probéhne
kiivku %,,, bod jemu odpovidajici probéhne piimku p dvakrite.

Je ostatné zfejmo, Ze tento vysledek je jen zvla§tni piipad
obecné véty, jez zni takto:

Krivce roviny &, je je samodruina v involuci J, odpovidd
v roviné § krivka dvojndsob poéitand.

1I1.

18. Uzijeme piedchozich vykladd na ptipad
kiivky Sestého stupné #, vroviné £ s osmi dvoj-
ndsobnymi body 4,,..., 4,. Ji odpovidd v roving & kfivka
stupné

6 X 12 — 8 X 8 = 8-hy,

jezto kiivka &; prochdzi osmi hlavnimi body ¢tvrtého stupné,
kazdjm dvakrate. Av3ak kiivka %, je samodruZna v involuci J
(v. odst. 3.5, odpovidd ji tudiz v rovin& £ kfivka dvojndsobnd,
oviem stupné &tvrtého, &’,. Krivka %, protne hlavni kfivku s,
celkem v 54 bodech. Z téch padne do kazdého z bodi 4,,..., 4,
fest (tyto body jsou trojndsobné pro s,, v. odst. 5.), uhrnem 48;
mimo hlavni body protnou se tedy ob& kiivky [v Sesti bodech.
I je bod §' Sestindsobny pro kiivku odpovidajici kiivce %, ; kiivka
k', md tedy S’ za bod trojndsobny. Hlavni kiivky stupné tie-
17*
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ttho, totiz d,, ¢, f,, t,, f,, protne %, mimo body 4,,..., 4,
jez plati za Sestndct priselikd, jeSté ve dvou bodech; X', pro-
chdzi tedy kazdym z bodd D', 1", T’,, 1’5, T', jednoduge.
Body S', D', T'; plati pro ureni kfivky 1/, za jedendet pod-
minek; je tedy tato kfivka urfena dalsimi tfemi body, coZ sou-
hlasf s tim, Ze také kiivka %; s danymi osmi body dvojnésob-
nymi je urcena dalfmi tfemi body.

Transformace T[1, 2] prevddi tedy kiivku 3estého stupné
s osmi body dvojndsobnymi ma raciondlni k¥ivkw stupné étor-
tého s trojndsolnym bodem; i lze z theorie této jednodussi
kiivky ¢initi zavéry na theorii oné kiivky Sestého stupné, coz
v dalsfm budiZ ukdzéno.

19. Pifmka vedend bodem D' protne %', je§té ve tfech bo-
dech, ty se promitaji z bodu S’ tfemi paprsky. Témto ttem bo-
dim odpovidaji na A, tfi dvojice involuce J, jez jsou na kfivce
vytaty tfemi rdznymi kiivkami svazku 2, jichZ spojnice viak
— v disledku zédkladnf konstrukce z odst 4. — prochézeji viechny
tymz bodem pfimky d, bodem, jenz odpovidd zvolenému paprsku
bodem I)’. Tim je dokdzdno, Ze kazdym bodem pifmky d pro-
chdzeji tfi spojnice dvojic involuce J, jez lezi na kiivce A,.
Uvéazime-li viak, Ze pifmka d je obecnd piimka roviny & se-
zndme, ze vyslovend véta plati pro kterykoliv bod roviny. Tim
je dokazéno: - '

. Spojnice dvojic bodoviich ma k¥ivce Sestého stupné s osms
dvojndsobnymi body, (sdruZenych v involuei J ¢&ili) cyfatych
na kiivce kubickymi krivkami svazku, jehoZ base je uriena té-
mito osmi body, obaluji kiivkw tFidy treti ki.

Stuperi této kiivky uréfme, kdyZ uréfme podet prisetikt
pHimky d — stidle pamatujice, Ze je to pfimka v obecné po-
loze — 8 ktivkou %;;. Z takového priselfku lze ke kfivee vésti
jen dvé tetny, z nichZ jednu tfeba pocitati dvakrdte. Snadno
nahlédneme, Ze témto prisetikim odpovidaji ve vztahu (D) pa-
prsky, jez protnou kfivku %’y (mimo D)), jesté ve dvou bodech,
z nichZ jeden tieba pocitati dvakrdte. Ale to jsou zfejmé teéné
vedené z bodu D’ ke kiivece. Je#to &‘, je kfivka ti{dy Sesté, lze
z D' vésti (mimo teCnu v tomto bod8) jestd ttyti teiny ke kiivce.
Protne tedy d kfivku % ve &tyfech bodech. Tato kfivka je
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tedy stupné Gtvrtého; z toho plynme, 2¢ md dvojndsobnow tecnu
a je tedy raciondlni. Tim se dopliiuje pfedchdzejici véta.®)

20. V roviné £ budtez dény tfi body X,, Y,, Z,; jimi a
dvojndsobnymi body 4,,..., A je uréena kiivka Sestého stupné
ks, jak uZ bylo piipomenuto. leohu, sestrojiti tuto kiivku, roz-
fedime rovnéz snadno uZitim vysledku odst. 18. Sestrojime v ro-
ving & body X', Y, Z' odpovidajicf bodim X,, Y,, Z,; troj-
nésobnym bodem S’ a jednoduchymi D', 77,, 1", 1",, T',, X',
Y’  Z' je pravé urtena ktivka %‘, odpovidajici hledané kfivce
k,. Ktivku &', urdenou, jak prdvé bylo fefeno, dovedeme se-
strojiti, na p¥. tim, Ze ji pfevedeme dvéma kvadratickymi trans-
formacemi na kuZelosetku. Dali body této kiivky se pak sestro-
juji linedrné. Tyto body se pak transformaci 7[1, 2] pfevddsji
ve dvojice kiivky 7, ¢imZ je jeji konstrukce provedena.

Lze pak od této nepiimé konstrukce dojiti ke konstrukei
piimé. Nebot kdyz uZz je urleno pFedchozim zplsobem devét
dvojic bodovych, je urteno také devét teden k¥ivky Amy, &imz
je tato kiivka dostateén& urCena; dovedeme pak linedrné sestro-
jiti jeji dvojndsobnou tetnu.®) Jakmile je tato pifmka nalezena,
dovedeme nejen sestrojiti kfivku Ayj, nybrz také uvésti svazek
jejich teten v projektivni vztah se svazkem kfivek ~; pak se
daldf konstrukce dé&je tak, Ze k libovolné kfivce svazku X se-
strojime dle této projektivnosti pfisluSnou te€nu kiivky 7, jez
ji protne mimo bod 7, znidmy uZ pfedem linedrné, je§té v hle-
dané dvojici. Ta se oviem sestroji kvadraticky.

21. Stupeii kfivky %', se snizuje vhodnou volbou pifmky d.
Vezmeme-li za d jednu te¢nu kiivky kiu, protne %, tuto piimku
v jedné ze Ctyf dvojic, které jsme nazvali (v. odst. 11.) T, T%,.
Ale to jsou body hlavni prvniho stupné; tim se tedy stupeil
kiivky odpovidajici kfivee &, snizuje o dva, tedy stupeii kiivky
%', o jednu; k¥ivce /&, odpovidd pak raciondlni kfivka stupné
ttetiho, majici dvojnisobny bod S', jednoduchy D’; z bodd 7”;
jeden — jak se snadno shledd — na této kfivce nelez.

6) Je to zvlastnf pkipad vety obecné platné o kFivkich hyperellipti-
ckych. V. Berlivi, ,La geometria delle serie etc.“ Ann. di mat. (2), 22.

6) V. mou praci »0 zvladtnim druhu konstrukcic ve Vestniku kral.
tes. spol. nauk 1914.
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Vezmeme-li konetn& za d dvojndsobnou tetnu k¥ivky Ay,
protne %, tuto pfimku ve dvou ze zmin&nych &tyf dvojic, jak
netteba jiz podrobné vykladati. Tim se stupeit kfivky odpovida-
jici kiivee %, snizi jesté o jednu jednotku; je to pak kuzelo-
setka vedend body S’, D' a dvéma z bodd 7%.7)

Nékteré piiklady praktického uziti nomografie.
(Ing. Frant. Cisar.)

Déna-li rovnice tvaru:
flga +.f2h3 "{' f3 = O,

kde f, znati funkei proménné xz,, f, funkei x,, a 73, g, a /A,
tunkce prom. x; a «,, lze vySetfiti rovnice soustav kiivek (Car)
x, a z,, jichz prisetiky sdruzeny jsou s body rovmnobé&znych
stupnic r, a x, nomografické soustavy, ze vzorci:*)
hy — g, — — /s
hy + g5’ T hy g,
kde & a % jsou soufadnice bodd vzhledem k osdm: X, kterd
spojuje pocdtky stupnic z,, z, a ¥, jdouci uprostfed mezi piim-
kami a, a x, vzddlenych od sebe o délku — 2.

Vzorel téchto moZno s vyhodou pouziti v mnohych pii-
padech praktickych k vypottu a konstrukei piislusnych nomo-
gramil; ukdzkou budtez ndsledujici ptiklady.

1. Nomogramm ku konstrukci perspektivnich priimétu

bodit vtvaru daného pidorysem a ndrysem. (Obr. 1.)
Ve vzorci

Ser

bd
a+d

7) Ve svém pojedndni zminéném v pozn. 3. provedl jsem pFimou
konstrukci kFivky Sestého stupné s osmi dvojnasobnymi body, jsou-li dany
tri jeji body jednoduché. Tato pfimé4 konstrukce zélezi v nalezeni dvojnd-
sobné te¢ny kfivky krpr. UvéaZime-li bedlivé, jakym pozadavkem je tato teina
uréena (sir. 12., odst. 20. mého pojednani), shleddme, Ze tato pFima kon-
sirukce v podstalé znamend, Ze se mda uréiti pfimka d tak, aby kFivce kg
odpovidala kuZelosecka.

*) Viz: Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées.
Tome 1. vol. 4 fasc. 3. Str. 384. '
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