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Methodické prlspevky ku poétu dlﬁ'erencmlnlmu.'

Poddvd .

Dr._ F. 1. Studnicka.

JakoZ zndmo,*) polind literatura differencidlnfho poctu
rokem 1684, kdy genidlni Leibnic uveiejnil v Menckenové sbor-
niku lipském; ,Acta eruditorum® zvaném, epochdlni své pojed-
néni ,Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangen-
tibus, quae nec fractas nec irrationales. quantitates moratur. et
singulare pro illis calculi genus“.

Od té doby rozvinul a ustdlil se infinitesimaln{ pocet tento
tak vSestrannd, hlavnd pFispénim klassického difla Ewlerova
» Institutiones calculs differencialis® zvaného a r. 1753 vydaného,
Ze dnes nesnadno jednati o jeho doplnéni. Jestit i postup, jakym
se jednotlivé poutky zvlastntho poétu differencidlnfho odvozuj
a sefaduji, takofka jednou pro vzdy stanoven, takZe spisy o pottu
differencidlnim nyni kdekoli vydané.jsou si vesmés podobny. -

A ptédc moZnd, jakoz tuto se dokazuje, methodicky postup
vieobecné zavedeny podstatné zméniti, zjednodusiti a zdokonaliti.

‘Vyhovuje-li predloZend funkce n&jaks

=) S .

2ndmym podmmkam, stanovi se prvm derivace jeji vyrazem
limitnim

Df(x)z_-——~h ~Ji(ic—*'—'”-—’l”‘—)—f’(ar) )

£=0

Aby se pak v jednotlivych pfipadech jednoduchych, kde: .

piedstavuje f(z) urlitf zvldStni vyraz, nevyzadovalo obecného

¥) Viz: Studnicka ,0 pﬁvodu a rozvoji podtu dlﬁ'erencmlmho a in-
tegrélntho“; Praha, 1879, pag. 23.
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vyméru tohoto ku ptisluinému limitovdni, sestavuji se pravidla
zvld§tni, podle nichZ se v pifpadech téchto pfimo uriuje zidani_
derivace, coZ znamend, Ze obecné pravidlo vzorcem (2) vyjidtené
se nahrauje pfipadnym pravidlem zvlaStnim. Soubor téchto
pravidel tak zvanych funkei zdkladnich se tfkajici jest pak
obsahem prvnf hlavnf &4sti poétu differencialnfho.

A tu predeviim nutno staooviti, jak se skl4d4 prvnf deri-
vace soutinu dvou funkei, plati-li tedy misto relace (1)

y=9'z).¥(x). (3)
Jak patrno, vyjde tu podlé vzorce (2) napfed
ﬁ —1lim (x -+ &Y(x + &) — p()P(z) |

dx =0 &

aby se pak na pravé strané docflilo zndémych vyrazii limitnich,
nutno ji doplniti ¢lenem

Pz + &) . ¥(2) — ¢(z + &)¥(2) ,
takZe se po pfimé¥éné dpravé obdrii

dy _
ax

z tehoZ konetnd podle pravidel limitnich vyplyne, pouzijeme-li
zaroveh 1lelné vzoree (2),

| %% = ¢(@)¥'(2) + ¢(2)9'(%) @

znimy to vzorec derivalni, dosud prostfednictvim logarithmi
odvozovany.

Kdybychom pak méli # riznych funkei
o) =w,(k=1,2,3,...,n), 6))
a z nich nisobenfm sloZili v§raz soutinovy
YSU Uy Uyt 6)

zjedndme si spiisobem zndmym snadno pi'fsluény vzorec derivatni
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n

dy %,
—-lzz—k-“;“z“s---“n' )

= U

A vzorec tento, zabrnujfef v sob& i jednoduchy p¥{pad
relaci (4) vyjddieny, vede pak pohodlne k stanoveni derivace
ostatnich funkef zdkladnich.

Jestli totiz ve zvld8tnfm pkipadé

- ‘pk(z) =4, (8)
obdr#i se misto souéinu (6) mocnina, takZe bude
’ y=ur (9)
8 tedy vzorec (7) se promeénf v
ay , ,
%—' =nul.w , : (10)

kdeZ arci znatf n &islo celistvé a positivni.
Kdyby vBak bylo negativni, takze by misto relace (9) platilo

y:u“":—ln—
w

) (11)
moznd ji nahraditi tvarem soucinovym
y.w=1,
nacez pomoci vzorce (4) a (10) obdrzime napted
Y.ty nu—w =0
a tedy i‘gﬁenfm podle y se ztetelem k relaci (11)

y=—mt =20, (12)

coZ znamens, Ze pravidlo vzorcem (10) vyjddfené plati i pro
negatival celistvé ».

Téhoz obratu mo¥nd uZiti, znati-li » Cislo lomené, takZe

y=u?, (13)
16%
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jelikoZ se tu napfed obdrii
y=uw,
z toho pak derivovédnim podle vzorce (10) vyplyvd
@y =purt W,

takze FeSenim této relace podle y’ koneéné se zfetelem k (13)
vychdzi na jeve, Ze tu

r_
%—:-ﬁ—u" fw (14)
souhlasné s pravidlem d¥fvéjsim.
Kdyby konetné = bylo ¢islo drraciondini, vyjidiené neko-
netnou tadou decimédlni
n_co—{—10+102+103+..., (15)
vylucujicf perioditnost v opakovdni &slic- é,, pFedstavujicich
kterékoli hodnoty z fady

0,1,2,38,...,9,
poloZzme k vili kratSfmu vyznateni hodnoty jeho

Crc
ToF — %
naCeZ obdrzime pro n vyraz
n= Xa,, ) (16)
. k=0
kdez &, znadi ptislusné &fslo celistvé, vedlé toho pak platf
lim e, =0. ' : (1))

Nage relace (9) vyjadii se pak tvarem soudinovim

Y=uT % = U™ U UL U,

ukonéime-li fadu (15) ¢lenem n-tym. A tu plati podle vzorce
(7) a (10) ptedevsim
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dy _ Z !

= — . u® L u® u% L U
dz A u

z &ehoZz po pisluSném zkrdcenf vyjde napfed

d >
2 = Sau~%1 W ,

dx
tedy konetné se zietelem k relaci (16) a (17) opét

dy

=t W
dx

soublasné se vzorcem (10), aé tu znaéf » ¢islo irraciondlnf.
Zjevno tudiz, ze vzorec tento md platnost pro libovolné
redlnt Cislo n.
A na tomto zdkladé moZnd snadno stanoviti derivaci podilu

dvou funkef piévodnim podminkdm derivainim vyhovujicich.
Jestit predevsfm

_ @) _. 1
y= @) (). v(z) ™, (18)

takZe se tu podlé vzorce (4) a (10) obdrif

Y — (@) 9@) — 9@ WD V@),

coz se vyjadiuje tdelnéjdim tvarem

dy __ 9'x). pE)—o®) -¥'(@) *)
dz T ¥(x)? ' (19)

*) Ostatné piijde se k tomuto vzorci téZ pfimo z vyméru pivodniho
vyrazem (2) daného. Jestit tu podlé ného
o+  ola)
vete)  we)

&

ay = lim
&=0

anebo zjednodusime-li éitatele,

Y _ i Y@@+ o) —e@v+ o).
de ™ =0 "P(m)‘p(x + e) ’
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Dalsf zjednoduSeni derivatnich dedukei zékladnich vztahuje
se k niZ$fm funkcfm transcendentnfm.
Uzijeme-li zndmého vyméru

y=e =lim (1—{-%)w, (20)
obdrzfme podlé vzorce (10) napfed, znatice symbolem = funkei
proménné x,

w-1 ul

dy _ .. _ U
—g;__hmm(l +E) . )

w=w @

uvézime-li, Ze derivace limity rovnd se limité derivace; a z po-
slednfho vyrazan vyplyvad pimo

9y
dx

- jelikoZ po zkricen{ faktorem o platf
. el . u\e .. ul#
lim (1+3) 2 lim (1+;) . hm(l +3) —e

A podobné obdrzime pro zndmou funkei logarithmickou

= .U, (21),

y::lu::ljﬂ'i:—l 22)
podlé vzoree (10) napfed
£—1 4 4
Y g T Y i e
dx =0 & U =0

abychom pak upravili pravou stranu k limitovdni, pfipojme tam v Citateli
rozdil
o(@)w(x) — o(x)y(z),

nadez obdriime pfiméfenym ¢lend seradénim

i 2E+ 9 —0(@) via + 9 = v(@)

:“i = mlg(m [v(=) > — 9(z) lim- 1,

coz vede pifmo ke vzorci (19), jakmile uZijeme zndmych pravidel k stano-
veni limit zde obsaZenyjch.

Moznd  tedy bez pravidla zvlditnfho derivaci soudinu stanovictho
uréiti takto i pravidlo, podlé€ néhoZ se derivuje soudin dvou funkef, takie
zodvozeni pFisluiného vorce (19) pfimo zafaditi moZnd za vzorec (4).
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a provedeme-li naznalené limitovdn{, konetné

dy W
dx T u (3)
Znajice pak derivovati funkei exponenciélnf, snadno si
zjedndwme derivaéni vzorce pro funkce jak hyperbolické tak
kyklické. Jestit na pf., jakoZ zndmo,*)

K@) =2 ;”" , ©@4)
s@ ="="—, @5)
z CehoZ derivovdnim podie zndmého pravidla vyplyva
DK(x) = S(=), (26)
DS(z) = K(x).
Podobné se obdrif ze znimé relace
é* =cosz }+isinz e19)
jednoduchym derivovénim
e =D cosz-+iDsinx —=icosx—sinz,
a porovninim oboustrannych &lendt koneéné
Decosx=—sinz, (28)
Dsinz =cos z, (29)

JjakoZ zndmo.

At by moZnd bylo jesté dalsi vzorce zdkladn{ pFmym
derivovénim stanoviti, jakoZ vidno na pf. ze zndmé relace **)

1 14
arctgx_wl-lt-ﬁ,

kdez derivovdnim vznikne zndmy vzorec
*) Viz: Studnitks ,Vyklady o funkeich monoperiodickych“, Praha,

1892, pag. 32.
*+) Ibid. pag. 131.



Darctgzr = (30)

1 .
¥
neptiklddéme tomuto primému splisobu odvozovacimu tolik dile-
Zitosti praktické, abychom chtéli jim nahraditi obvykly spisob
na obrdceni zdvislosti zaloZeny. Tiebat tu praemiss, nejsoucich
tak na snadé, jako jest zdklad methody dosud uZivané. Nicméné
prospésno s hlediska theoretického, moZns-li se vyhnouti ne-
primym methoddm odvozovacim vibec. Jak rychle se prijde tu
neb onde k hledanému vysledku, o tom rozhoduje obsaZnost
téch kterych praemiss, pfi CemZ arci jest snaha badatelova, aby
mintmem logické prdce dosdhl maxima logického dspéchu.

Vahy a vazeni.”)

Dr. Vincenc Strouhal,
professor &eské university v Praze.

§ 1. Uvahy zakladni.

Rovnovdha na jednotlivych strojich vede k podmince, kte-
rouz lze vidy vyjddiiti rovmicl tvaru

P:Q=b:a.

V rovnici této jest pomér dvou sil uréen pomérem dvou
délek. Lze-li délky tyto méFiti, jest ddna moZnost, rovnovahou
samou zkoumati, po pifpadé &iselnd stanoviti pomér dvou sil
pivodu jakéhokoliv, a je-li jedna z obou zndma, druhou urditi.

M4-1i se urlovédni toto diti se Zddouci presnosti, musi stroj
byti povahy takové, aby i nejmensi. pozménén{ poméru silového,
pro ktery rovnovéha plati, ihned zpiisobem oéividnym se uks-
zalo, aby tedy ihned nastal pohyb, ale nikoli pohyb bez usténf,
stdle se urychlujici, jako by tomu bylo na p¥. u kladek neb
kladkostroji, nybrZz jen pohyb do nové rovnovdzné polohy. To

*) Ukdzka z ,Mechaniky®. (Sborniku Jednoty éeskych mathematikd
¢is. IV.)
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