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Basopis pro p¥stovani matematiky a fysiky, ro&. 74 (1949)

2. sekce:

Algebra a theorie éisel.

PRISPEVEK K THEORII SIMULTANNICH DIOFANTICKYCH
APROXIMACI.

KAREL CERNY, Praha.

Sdéleni se tykalo préce, kterd byla uvefejnéna ve Spisech vydd-
vanych p¥rodovédeckou fakultou university Karlovy, 188 (1948).

*

Résumé. — Vytah.

Contribution a la théorie des approximations diophantiques
simultanées.

KAREL CERNY, Praha.

L’objet de la communication a été publié dans Spisy vyddvané
piirodovédeckou fakultou university Karlovy (Acta facultatis rerum
naturalium universitatis Carolinae), 188 (1948).

LES AUTOMORPHISMES DES GROUPES CLASSIQUES.

JEAN DIEUDONNE, Nancy.
L’objet de la communjcation sera publié en détail dans les Memoirs
of the American Mathematical Society en 1950 sous le titre ,,On the
automorphismes of the classical groups‘‘.

*
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Vytah, — Résumé.

Automorfismy klasickych grup.
JEAN DIEUDONNE, Nancy.

Sdéleni se tykalo autorovy prace, kterd bude uvefejnéna v Memoirs
of the American Mathematical Society, 1950 pod nédzvem ,,On the
automorphismes of the classical groups.

SUR LA FACTORISATION DES GROUPES ABELIENS.
G. HAJOS, Budapest.

Soient 4 et B deux sous-ensembles du groupe abélien . Nous
multiplions chaque couple d’éléments a et b de ces deux sous-ensembles,
et considérons le cas ol tous ces produits sont différents. Si C est le
sous-ensemble de G formé par tous ces produitsdifférents ab, nous écrivons

4.B=0C. (1)

" Le probléme de factorisation du groupe & consiste en ceci: il s’agit de
trouver les facteurs 4 et B pour lesquels on a

4.B=4aG.

On pourrait formuler ce probléme pour tous les groupes. Si nous ne
parlons que des groupes abéliens c’est parce que le probléme est déja
assez compliqué pour ceux-ci, méme dans le cas des groupes abéliens
finis les plus simples.

. Cétait U'hypothése de Minkowski sur les formes homogeénes
linéaires qui conduisait au probléme de factorisation. La formulation
originale de cette conjecture est en termes de la théorie des nombres.
Nous considérons un systéme de formes linéaires homogenes & n variables
Li=a;2, + ... + apr, (2 =1,...,,n) unimodulaire, c'est & dire
4 déterminant |a,L[ = 1. La con]ecture de Minkowski dit que si le systéme
d’inégalités Ly <1, ..., |Ly,| <1 n’a pas une solution non-triviale
3 valeurs Tyy oney Tn ent1éres il faut qeu tous les coefficients de I'une
des formes L; s01ent des nombres entiers.

MixkowskI a donné une formulation géométrique & sa conjecture.
Nous disons qu’un systéme de corps remplit I’espace simplement si tous
les points de I’espace appartiennent au moins & un de ces corps et ceux-ci
n’ont pas de points intérieurs communs. Nous disons qu'un systéme de
points isolés forme un réseau si toute translation changeant un point
du systéme en un autre point du systéme change tous les points du systeé-
me en des points du méme systéme. La conjecture de Minkowski dit en
termes géométriques qu’en remplissant I’espace euclidien a n-dimensions
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simplement par des cubes congruents dont les milieux forment un réscau,
il est nécéssaire que chaque cube ait une face entiére 4 (n — 1) dimensions
en commun avec un de ses voisins.

J’ai réussi a vérifier cette conjecture!) en donnant & elle une for-
mulation en termes de la théorie des groupes.2) J’appelle un sous-ensemble
(1, a,a? ..., a*~1) du groupe une série. Je dis qu’un sous-ensemble 4
du groupe est périodique s’il existe un élément a du groupe pour lequel -
on a ad = A. Une série n’est alors périodique que si elle est un sous-
groupe cyclique. La conjecture de Minkowski équivaut & la proposition
suivante: Si pour le groupe abélien flm G et pour les séries Sy, ..., Sy,
nous avons ) :

Sl.Sz..... S, = G,
il est nécessaire qu’au moins une des séries soit périodique.

Je ne veux donner ici que 1’essentiel de la démonstration de 1’équi-
valence de cette formulation. On démontre tout d’abord qu’il suffit de
considérer les systémes de cubes remplissant simplement 1’espace dont
les milieux ont des coordonnées rationnelles dans un systéme de coordon-
nées paralléle aux arétes des cubes. Les plans & (n — 1)-dimensions
contenant les faces des cubes découpent les cubes en parallélotopes "
congruents. Les translations changeant 'un de ces parallélotopes en un
_ autre forment un groupe abélien P. Les translations changeant 1’'un des
cubes en un autre forment un groupe C qui est un sous-groupe de P.
Le groupe quotient G = P/C est le groupe dont nous parlerons. Les
translations minimales paralléles aux arétes des cubes correspondent
aux éléments a,, ..., a, de G. Les translations dans la directions des arétes

et ayant leurs lonoueurs correspondent aux éléments afi, ..., akn.
Nous considérons les séries

Si = (1, a3, a2, ..., aki™1). (2)
On forme un cube d’un parallélotope situé dans un coin du cube en le
transformant par toutes les translations du produit S;.8,.....8,.

Le systéme des cubes remplit simplement I'espace, si ce produit est le
groupe G entier. Les cubes ont des faces entiéres en commun si la série S;
correspondante est périodique. On en conclut I’équivalence de la formu-
lation donnée.

2. 0.H.K=ELLER a exprimé ’opinion®) que I'hypothése de Minkowski.
reste vraie pour tous les remplissages de l’espace par des cubes con-

1) G. HAJOs: Uber einfache und mehrfache Bedeckung des n-dimensionalen
Raumes mit einem Wiirfelgitter. Mathematisthe Zeitschrift 47 (1941), 427—467.

2) 0. H. KELLER a affirmé dans son rapport sur mon travail dans lé Zentral-
blatt fir Mathematik, 25, 254 que Ph. FURTWANGLER a connu cette formulation.
Furtwa,ngler n’a publié rien dans cette direction. Je n’ai pas réussi & trouver quel--
qu'un qui aurait pu donner des moindres indications précises sur cette assertion.

3) 0. H. KELLER: Uber liickenlose Erfilllung des Raumes mit Wiirfeln. J oumal
fiir r. u. a. Mathematik, 163 (1930), 231—248.
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gruents, c’est & dire sans imposer aucune condition aux milieux des
cubes. On démontre aisément en utilisant les résultats de O. PERrRON?)
sur ce sujet et par la méthode esquissée que cette conjecture, dont la
vérité n’est prouvé que pour les dimensions ne dépassant pas 64), équivaut
4 la proposition suivante: Si pour un groupe abélien fini @, son sous-
ensemble H et des séries 8, ..., Sy, on a

H.S; . 8. ....8, =6

il faut que H contienne, pour une des séries S; écrite dans la forme (2),
deux éléments de @ dont le quotient est ai.‘i.

Ph.FurRTWiNGLER aexprimé ’opinion®) que I’hypothése de Minkowski
reste vraie pour les remplissages multiples, c’est & dire pour le cas,
ol tous les points qui ne sont pas situés sur la surface d’un cube sont cou-
verts par k cubes. Sa proposition est équivalente & la suivante: Si pour
un groupe abélien fini @, des séries S, ..., S, et un nombre entier k£, on a

8, .8y ... 8y = kG

dans le sens que les produits des éléments des séries donnent tous les
éléments de G et chacun k fois, il faut qu’au moins une des séries soit
périodique. J’ai démontré') que cette conjecture n’est vraie que pour
n< 3.

3. D’aprés ce que nous venons d’esquisser, le probléme de factori-
sation des groupes conduit & la question suivante:®)

Faut-il qu'un de deux facteurs A, B dont le produit est le groupe G
soit périodique? (Q)

Une question simple par apparence, mais bien compliquée en
réalité. Je n’ai réussi qu’a donner une réponse affirmative pour le cas
des groupes cycliques dont 'ordre est une puissance d’un nombre premier,
quoique je n’ai trouvé aucun exemple donnant une réponse negatlve
pour un groupe cyclique fini.*)

Pour le cas mentionné soit p un nombre premier et a?” = 1 la relation

4) 0. PERRON: Uber liickenlose Ausfilllung des n-dimensionalen Raumes
durch kongruente Wiirfel, Mathematische Zeitschrift, 46 (1940), 1—26, 161—180. -

5) Ph. FURTWANGLER: Uber Gitter konstanter Dichte, Monatshefte fiir
Mathematik u. Physik, 43 (1936), 281—288

) L'exemple 4 = (1, b, b2%), B = (1, ab, b?, ab?) pour le groupe défini par a? =
=1, b6 = 1, montre qu’il n’est pas nécessaire que I'un des facteurs soit uns ous-
groupe.

*) Remarque pendant la correction des épreuves. Depuis ma conférence au
congrés & Prague 1949 j’ai réussi & démontrer que la réponse est négative méme
pour les groupes cycliques dont I'ordre est un produit de trois nombres premiers
entre eux si deux de ces trois nombres ne sont pas premiers eux-mémes. L. REDEI
a démontré que la réponse est affirmative pour les groupes cycliques dont 1’ordre
est un produit de trois nombres premiers. Tous les deux résultats cités apparai-
tront bientét dans U'Acta Mathematica de 1’Académie Scientifique Hongroise.
(18 septembre 1950.) )

159




définissante du groupe G. Nous faison correspondre aux sous-ensembles
= (@™, a%, ..., a*n), B = (afr, afs, ... abfn)

les polynomes

n
x) = Z %, B(z) = Z ab;.
i=1 i=1
Larelation 4 . B = G donne
A(z)B(x) = 0 (mod. x?" — 1).
En y substituant une racine de I’équation cyclotomique

14 22"t 2™t L pe-e g

un au moins des facteurs 4(x) et B(zx) s’annulle, ce facteur est alors
divisible par ce polyndme cyclotomique irréducible. Cela revient a dire

que 4 resp. B est périodique parce que, multlphe par a7, il reste
invariable.

Cette démonstration n’est pas applicable aux groupes d’autre
type. La question est ouverte méme pour les groupes cycliques. (Voir
la note*) au bas de la page précedente. L. R¥DEI a prouvé’) que la
réponse est affirmative pour les groupes non-cycliques d’ordre p>.

4. Pour les groupes infinis, ils existent des exemples donnant une
riponse négative & notre question (¢). T. SzeLE a donné I’exemple suivant
pour le groupe cyclique d’ordre infini:

A(x) = (1 + 2)(1 + 2*)(1 + 219) ...

Ble) = (14 2= 3)(1 + z=9)(L + =) ...
N. G. pE BRUIN a écrit dans une lettre qu’il a démontré pour le
- groupe cyclique d’ordre infini que si A .B = G et 4 est fini, B doit &tre
cyclique. Sans connaitre sa démonstration, je démontre sa proposition en
parlant du groupe additif desnombres entiers. On peutsupposer que le plus
petit des éléments de 4 est 0. Nous désignons par @ le plus grand élément
de 4. Soit By le sous-ensemble de B contenant les éléments de B ne dépas-
sant pas k. Le plus petit nombre entier ne figurant pas dans le produit
A . By, est nécessairement un élément de B, le plus petit de ses éléments
non-contenus dans Bj. De cette maniére on reconstruit, pas & pas,
de 4B; le sous-ensemble B entier. S’ils existent alors deux ensembles
ABy et AByne différant que par une constante additive, notre proposition
sera démontrée. Mais 4By contient tous les nombres entiers < £ et ne
contient aucun nombre > % + a. Il n’y a dés lors qu’un nombre fini
de possibilités qui distinguent les types des ensembles 4 B, pour les dif-

7) L. REDEL: Zwei Liickensatze iiber Polynome in endlichen Primkérpern
mit Anwendung auf die endlichen Abelschen Gruppen und die Ga,usslschen Summen,
Acta Mathematica, 79 (1947), 273—290.
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férents valeurs de k. On a, par conséquant, deux entre eux du méme type,
c’est & dire ne différant que par une constante additive.

En général, on ne peut pas appliquer cette démonstration aux
groupes abéliens sans torsion (n’ayant aucun élément d’ordre fini).
Méme la proposition analogue n’y est pas valable, ce que nous montrons
par 'exemple suivant: a, b, ¢ sont les éléments générateurs,

4 = (1,a,b,c, ab, ac, bc, abe),

a2b+1p2 pRh+1c2 202k+1 (k& entier)
{azabzﬂcw (x, B,y entier, x =1 si f =0,

. Pour les groupes abéliens infinis de torsion (n’ayant aucun élément -
d’ordre infini) aucun exemple n’est connu qui donnerait une réponse
a notre question (@). T. SzeLE a fait la conjecture?®) pour ces groupes que
G=28;.8,.... entraine la périodicité de I'une des séries; c¢’est une
généralisation de la conjecture de Minkowski.

5. Nous donnons une construction des types différents de factorisa-
tion d’un groupe abélien fini. Nous désignons par 4 O B un sous-ensemble
obtenu en multipliant chaque élément de 4 par un élément quelconque
de B (différent ou non pour les différents éléments de 4). 4 © B n’est pas
alors une notation univoque.

Soit G' un groupe abehen fini, H,, ..., H, des sous-groupes pour
lesquels on a

H .H,... H,=06.

Nous obtenons des factorisations 4 . B = @ par les formules
4=1.H0H,.O 3
B=1.H,. H,O...

ol nous avons supprimé les paranthéses de maniére que 1. H, 0 H, . Hy

par exemple signifie [(1.H,) 0 H,]. H,. La vérification est facile en
utilisant la relation

(KoM).(L.M)].N=K.L.M.N

ou N et M . N sont des sous-groupes.

Nos formules (3) ne donnent que des factorisations ayant un facteur
périodique. Elles donnent toutes les factorisations d’un groupe fini pour
lequel la réponse & la question (@) est affirmative.

6. Tout ce que nous avons dit aurait pu étre formulé en termes
de l'algébre du groupe en écrivant des sommes d’éléments au lieu des
sous-ensembles. Nous disons de méme qu’un élément 4 de I'algebre du
groupe est périodique s’il existe un élément % du groupe pour lequel

8) T. SZELE: Neuer vereinfachter Beweis des gruppentheoretxschen Satzes
- von Hajés, Publicationes Mathematicae, Debrecen, 1 (1949), 56—62. - -
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on a a4 = 4. Si nous considérons 1’égalité 4 . B = G dans l'algébre
du groupe et si nous la multiplions par (¢ —1), en employant un élément
a quelconque de (3, nous recevons une égalité du type

0D = 0. 4)

Cela montre que le probleme de factorisation d’un groupe est étroite-
ment lié au probléme suivant: trouver les diviseurs de zéro de 'algébre
du groupe. Les factorisations du groupe ayant un facteur périodique
fournissent par multiplication des solutions de (4) ayant un facteur
périodique.

On peut demander si toutes les solutions de (4) ont un facteur
périodique. La réponse a cette question pour les groupes cycliques
n’est affirmative que §’ils sont d’ordre p*. Pour ceux-ci la réponse peut
étre trouvée par la méthode qui nous a donné la réponse & la question
(@) pour les mémes groupes. Pour le groupe défini para® = 1 nous
avons le contre-exemple

(@® — 2a% + 2a — 1)(a® 4 2a%® 4+ 2a + 1) = 0.
On obtient cet exemple en factorisant le polynéme a® — 1, une métho-
de qui fournit un contre-exemple pour tous les groupes cycliques dont

lordre a deux facteurs premiers différents. Pour le groupe cyclique
infini I'’exemple de T.SzeLE donne par multiplication un exemple désiré.

%
Vytah. — Résumsé.

O faktorisaci Abelovych grup.
G. HAJOS, Budapest.

Sdéleni pojedndvd o zndmé domnénce Minkowského o linedrnich
forméch: Méjme soustavu = linedrnich forem o » proménnych L; =
= @y%, + ... + s (1 = 1, ..., n) 2 0 determinantu |a;| = 1. Nem4-li
soustava mnerovnosti |L;| <1, ..., |L,| < 1 netrividlni FeSeni celymi
Sisly «y, ..., z,, pak aspon u jedné formy L; jsou vSechny koeficienty
disla celd. Tuto domnénku dokédzal autor prostiedky theorie grup.
Nato pojedndva autor o nékterych FeSenych i nefeSenych problémech,
tykajicich se faktorisace Abelovych grup, které se pfirozené vymoiily
v souvislosti s jeho diitkazem Minkowského domnénky.-

NOVE VYSLEDKY O VETE JORDAN-HOLDEROVE
VE SVAZECH.

VLADIMIR KORINEK, Praha.

Sdéleni se tykalo price, kterd vyjde v Rozpravich Ceské akademie
véd a uméni, t¥ida II, 59 (1949), &is. 23. '
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Résumé. — Vytah.
Résultats nouveaux concernant le théoréme de Jordan-Hélder
dans les treillis.
VLADIMIR KORINEK, Praha.
L’objet de la communication était un travail qui sera publié dans

le Bulletin international de I’Académie tchéque des sciences, Classe des
sciences mathématiques, naturelle et de la médecine, 59 (1949), Nr. 23.

TOPOLOGICKE SVAZY.
KAREL KOUTSKY, Brno.

Sdéleni vyslo v Comptes rendus, tome 225, 659—661 pod ndzvem
Sur les lattices topologiques.

Résumé. — Vytah.

Les lattices topologiques.
KAREL KOUTSKY, Brno.

L’objet de la communication a été publié aux Comptes rendus,
tome 225, 659—661.

ROZKLADY DETERMINANTU JAKO POLYNOMU
NAD KOMUTATIVNIM OKRUHEM.

JAN MARIK, Praha.

Sdéleni se tykalo price: La réductibilité du déterminant ayant des
indéterminées pour éléments, si I'on le considére comme un polyndme
sur un anneau commutatif, Spisy vyddvané ptirodovédeckou fakultou
university Karlovy, 191 (1949).

*

Résumé. — Vytah.

La réductibilité du déterminant comme un polyndme
sur un anneau commutatif.

JAN MARIK, Praha.

L’objet de la communication a été publié dans la collection: Spisy
vydévané piirodovédeckou fakultou university Karlovy (Acta facultatis
rerum naturalium universitatis Carolinae), 191 (1949).
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NUTNA A POSTACUJiCi PODMINKA, ABY V JISTYCH
OKRUZICH CELYCH CiSEL NEREALNYCH KVADRATICKYCH
TELES PLATIL JEDNOZNACNY ROZKLAD V PRVOCINITELE.

JAN MARIK, Praha.

Véta |. Bud O komutativni okruh s jednotkovym prvkem 1. Necht
jsou splnény tyto predpoklady:

1. V O je definovdna ekvivalence ~; tiidy této ekvivalence jsou
dobfe uspofddény. b < ¢ znadi, Ze t¥ida prvku b je pied tiidou prvku c.

2. a+0,b<<c<ab< ac

3. b ~ 1 = existuje &', ze b’ = 1.

4. Existuje pevny prvek 4 € O, Ze ke kazdé dvojici e, b, pro niz plat
a> Ab,b + 0, existuje d, 2e a > a —bd. .

5. Existuje pevny prvek B e O, Ze ke kazdé dvojici a, b,: kde a 2
Z b =+ 0, existujic, d, Ze plati 0 = ¢ < B, & > ac — bd.

6. Je-li a << 42B2% mé a nejvys jeden rozklad v prvodinitele.

Za téchto pfedpokladi je O obor integrity s jednoznaénym roz-
kladem v prvoéinitele.

Dikaz véty 1 lze provést methodou, kterou Zermelo dokdzal
jednoznaénost rozkladu piirozenych &isel v soudin prvoéisel.

Véta 2. Bud C okruh celych &isel. Bud s neredlny kofen rovnice

0 = 2% + mx + n, kde m, n jsou celd &isla. Pak ex1stu3e komplexni &islo ¢
a dislae, p,e =0 nebo ¢ — — 1 , P piirozené &islo, Ze plati

Cls]= O[t], 2 +te+p=0.
Je-li e = 0, plati v C[s] jednoznadny rozklad v prvoéinitele, kdyZ a jen
kdyz p = 1 nebo p = 2.
Jelie=—1, platl v (C[s] jednoznaény rozklad, kdyZ a ]en kdyz
dsla p +.k(k + ) jsou prvodisla nebo 1 pro viechna cel4 nezéporna k,

pro n&: k(k + 1)< 2 . ! (Napt prop=1,23,5 11,17,4L)

Dikaz: Abychom splnili pfedpoklady véty 1, klademe a ~ b <=
<> la| = [b[ a< b (a] < |b]. Dosti snadno na]demeA abychom nagli
B, pouZijeme pomocné véty, podle niz ke kazdé dvojici komplexnich

disel u, v, kde v neni redlné, || < ]/‘3 existuji celd &isla 4, k tak, Ze plam
[u + 7—kv} < 1. Mnotina viech z ¢ C[s], pro néZ 2] < |AzBZ] mé jiz
jen konedny poéet prvké; podrobné vysetieni je viak dost sloZité.

Véta 3. Bud ¢ ptirozené &islo; bud k% 4- k + g prvoéislo pro vSechna
—1
celd nezdpornd k, pro néz k(k + 1) < g—3—~ . Budte a, b celd nesoudélns
dsla. Bud ¢ = a? + ab + b2q < @2 Pak je ¢ prvodislo. Obecnéji: Jeli
¢ < ¢~ je ¢ soudinem nejvys r —1 (ste]nych nebo riiznych) prvodisel.
Dikaz: Plyne snadno z véty 2.
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Résumé. — Vytah.

La condition nécessaire et suffisante, pour que le théoréme de la
décomposition univoque en produit des facteurs premiers soit vrai
dans certains anneaux des nombres entiers des corps quadratiques.

JAN MARIK, Praha.

Théoréme |. Soit O un anneau commutatif avec I’élément un. Si les
conditions 1.—6. sont satisfaites, O est un champ d’integrité avec
la décomposition univoque en facteurs premiers.

Théoréme 2 contient la condition nécessaire et suffisante, pour que
le théoréme de la décomposition univoque en facteurs premiers soit vrai
dans I'anneau C[s], ol C est I'anneau des nombres entiers rationnels,
§ un nombre imaginaire, s + ms + n = 0, m, » entiers rationnels.

Théoréme 3. Soit ¢ un nombre naturel; soit k2 + % 4 ¢ un nombre
premier pour tout entier non négatif k, satisfaisantla condition k(k 4+ 1)<

—1
< q_%— Soient a, b premiers entre eux. Soit ¢ = a? + ab + b < ¢'.

Sl ¢ est 1n produit de 7" nombres premiers (égaux ou différents), on a
r<r

O SYSTEMECH S DVOJiM NASOBENIM S JEDNIM DISTRIBU-
TIVNIM ZAKONEM.

MIROSLAV NOVOTNY, Brneo.

Systém s dvojim- ndsobenim s levym distributivnim zdkonem (zkr.
l-systém), je mnozina M, k jejiz kazdé uspofddané dvojici prvki
a, b patii soudet @ + be M a soudin a.be M. Tvto dvé operace jsou
k sob& vizdny levym distributivnim zédkonem: ¢ . (b +¢) =a.b+a.c.
Prvky systému tvoii vzhledem k séitdni grupoid séitdni, vzhledem k n4-
sobeni grupoid nasobeni.

Zékladni problém zni: K danému grupoidu séitdni & nalézti viechny
I-systémy. Tyto 1-systémy se naleznou takto: Bud f libovolné zobrazeni
grupoidu @& do mnoZiny vSech jeho endomorfismf. (Endomorfismem
rozumime deformaci grupoidu do sebe.) Oznaéme f(a) = 4, f(b) = B atd.
a definujme a.x = A(x), b.xz = B(x) atd. P¥i tom symbolem A(x)
rozumime obraz prvku 2 v endomorfismu 4. Je-li grupoid s&{tdni koneény
tadu n a jeho endomorfismi je m, existuje nad nim m” 1-systému.

Hlede]me nyni ke grupoxdu s¢itdni ® takovy 1-systém, jeho¥
ndsobeni je vdzdno k séitdni také pravym distributivnim zdkonem. Zde
zn{ podminka nutnid a postadujici k existenci takto: Na grupoidu &
existuji dva systémy endomorfismi o, a o, takové, Ze 1. @ se d4 zobrazit

165



na 0y i 0y; 1(®) = 0;, £,(&) = 0,. 2. Oznadime-li f,(a) = 4, f5(a) = 4,,

£1(0) = By, f4(b) = B, atd., plati pro libovolny par prvki o, b 4,(b) =

= B,(a). — Definujeme-li pak a . b jako 4,(b) = B,(a), je tato definice

jednoznaénd a nédsobeni je distributivni zprava i zleva. Pro .abelovské
ndsobeni oba systémy i obé zobrazeni splynou.

Z4dame-li, aby nédsobeni nad danym grupoidem sé&itdni & bylo
asociativni, ukazu]e se, Ze je zde izkd souvislost s grupoidem endomor-
fisml. VSechny endomorfismy grupoidu tvofi totiz pologrupu s jednotkou.
Asociativni 1-systém pak existuje nad @ tehdy a jen tehdy, existuje-li
zobrazeni f grupoidu & na néjaky podgrupoid ¢ v grupoidu endomorfis-
mi, jeZ mé tuto vlastnost: oznaéime-li /(@) = 4, f(b) = B atd. a definu-
jeme-lia.b = A(b), jest f deformace takto vzniklého grupoidu ndsobeni
na podgrupoid o.

M4-li koneén& nad danym grupoidem sé¢iténi & existovat 1-systém,
jehoZ nésobeni m4 déleni, pak k tomu je nutno a stadi, existuje-li na &
systém endomorfismi ¢ s témito vlastnostmi: 1. & se dd zobrazit na o,
2. kazdy endomorfismus X € o deformuje © na sebe, 3. ke kazdému pdru
prvki a, b € ® existuje endomorfismus X e o tak,%e X(a) = b. Ukazuje se,
e déleni koneéného 1-systému je vidy jednoznaéné.

Bud M 1-systém, f deformace jeho grupoidu s&itdni & na jiny gru-
poid @*. Jaké jsou podminky nutné a dostateéné k tomu, aby se na &*
dalo definovat ndsobeni tvorici grupoid SZ)* tak, Ze f je soudasné defor-

mace grupoidu § na §*? Oznadime-li G rozklad patiici k zobrazeni

x — f(z), «® rozklad pattici k zobrazeni x — f(a . #) a &, rozklad patiict
k zobrazeni z — f(z . a) pro viechny prvky a e ®, pak podminka jest

tato: ® jest zjemnéni nejvétsiho spolecneho zjemnéni viech & i ©,.
V této tvaze jsme predpoklddali, ze &* a H* tvoii obecnd jen systém
s dvojim nésobenim IN*. Aviak deformace f pfendii jisté vlastnosti
z M i na IM*; totiz distributivnost, asociativnost i existenci déleni.
Préce se stejnym nédzvem vyjde ve spisech piirodovédecké fakulty

Masarykovy university v Brné.
*

Résumé. — Vytah.
Les systémes a deux compositions avec une loi distributive.
MIROSLAV NOVOTNY, Brno.

Soit M un ensemble, dans lequel une somme a + be M et un
produit @ .be I sont définis pour chaque couple ordonné d’éléments
a, be M. Supposons que I'addition et la multiplication sont liées par la
loi distributive gauche: a. (b +¢)=a.b+4 a.c.J’ appelle cet en-
semble avec les deux opérations systéme & deux compositions avec la loi
distributive gauche (abréviation: 1-systéme). Les éléments de I’ensemble
M forment le groupoide additif par rapport & 'addition et le groupoide
multiplicatif par rapport & la multiplication. :
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Le probléme principal est le suivant: trouver tous les l-systémes
appartenant au groupoide additif donné ®. — Soit f une application
du groupoide & dans le systéme d’endomorphismes de ce groupoide.
(L’'endomorphisme du groupoide est la déformation du groupoide dans
lui-méme.) Désignons f(a) = A, f(b) = B etec. et définissonsa . x = 4(x),
b .z = B(z) etc., ol 4(x) est 'image de 1’élément x dans ’'endomorphisme
A. La multiplication définie est distributive & gauche et chaque l-systéme
peut étre construit par ce procédé.

Par un procédé analogue, on peut donner les conditions nécessaires
et suffisantes pour la construction d'un 1l-systéme, dans lequel méme la
loi distributive droite est valable, d’un l-systéme abélien, d’un l-systéme
associatif, d’'un l-systéme, dont la multiplication posséde une division.
Enfin, la solution de quelques problémes concernant 1’homomorphisme
des 1-systémes est donnée.

Un travail intitulé Les systémes & deux compositions avec une loi
distributive apparaitra dans les Publications de la Faculté des Sciences
de I'Université Masaryk & Brno.

'O VNORITELNOSTI SEMIGRUP.
VLASTIMIL PTAK, Praha.

Sdéleni se tykalo prace uvefejnéné ve Spisech vydévanych ptirodo-
védeckou fakultou university Karlovy, 192 (1949).

*
Summary. — Vyta:h.
Immersibility of Semigroups.
VLASTIMIL PTAK, Praha.

The essential parts of the communication are contained in the
author’s paper published (in English) in Spisy vyddvané pfirodovédec-
kou fakultou university Karlovy (Acta facultatis rerum naturalium
universitatis Carolinae), 192 (1949),

0B 0JHOII OBIIEH TEOPEME TEOPUN BEPOSATHOCTEIN
N 0 EE IPUMEHEHNU B TEOPIII YUCEJ.
AJIOPE]l PEHbH, Bynaneur.
Vixe [aBHO UBBECTHO CYIIECTBOBAHME HEKOTOPOH CBABK MeEHTY
NOHATUAME TEOPUN BepoATHOCTelt u Teopum umced. OmHaKo O

' CHX IOp B 00IBIINHCTBE CJIy4aeB pedb 1A TOJNBKO O TOM, 4TO ORLIII
YCTAaHOBJIEHH HEKOTOPHE aHAJOIUUA MEHAY oGeumu TeOpuAMM.
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. \

Hampumep nsBectHo; 410 pacipeneleHIA IeIbIX WICe]l B KIACCaX BH-.
IEeTOB II0 B3aWMHO IPOCTEIM MOTUIAM fABJIAIOTCA B HEKOTOPOM CMEICIE
HE3a BICUMBIMI. JTO 3aMedYaHue OB MCTOYHUKOM MHOTHX IIONBITOK
IOKA3aTeJbCTBA M HECTPOIMX BHBOJOB, HO YHCIO pPe3yJabTaToOB,
CTPOTO [OKA3aHHEIX TAKMM IIyTeM HeBEIMKO. MEI HOHHEI B 3TOM
OTHOWEHHH YHOMAHYTEH TOIBKO HccaenoBanusa P. Erpos u M. Kac?)
0 pacmpefeNeHNN 3HAYCHUHE MyJITUINIMKATUBHLX Qymkiuit. OnEakro
HEKOTOPEIE aBTOPHL IPUMEHSIN TOHATHA TEOPUU BepoATHOCTelH 0es
KPUTUKY, I 9TO YaCTO IPUBOJANIO K IPOTHBOPEUIMAM.

B nacrosmee BpeMs, ocae Toro kKak axkan. A.H. Koamozopossin?)
OBLIO MAaHO CTPOTOE AKCHMOMATHYECKOe 00OCHOBAHUE TEOPHH BEpO-
ATHOCTEH, yCTPAHEHH BCe HESCHOCTY IIOHATUA BepOATHOCTH. Teopusd
Koamozoposa, Kak BCAKAs BIOJHE AKCHOMATHYUECKASA TeOPHA, HO-
IYCKaeT PasHble WHTEPIPETALMH, U NOSTOMY MOKeT OHITH IIpuMe-
HEeHa B PasiMIHEX 00macrax. VTak OTKPEIT IyTh K IMIOJOTBOPHOMY
TPUMEHEHNIO TeOPUM BepOATHOCTEN TaksKe B TEOPUN THCeJ.

B macroamen coobmenun Oymer H3JIOMKeHA HOBAaA TeopeMa
TEOPMI BepPOATHOCTEHl, MMeIOMAA BAKHEE CJENCTBUA IS TeOpHu
qpIcesr. OTY TeOpeMy A Halled HCXOMA U3 m3BecTHOrO Meroma 0. B.
Junrura, MeTONa, KOTOPHII HasuBaerca ,,00bmmM pemrerom”.3)
0606masn ,,00apmmoe pemero’”’, YAAXOCH OKA3aTh CJIETYIOI[YIO
Teopemy:*) BcAKOe deTHOE umMCa0 2N MO:EeT GHTH IPENCTABICHO
B BHJE CYMMEl IPOCTOT0 I ,,IOJY-IIPOCTOr0‘‘ 4meia, T. €. B BUME
2N=0p+ pips...Pr TRE D, Py, P2, --- Pp, OPOCTHIE umeya U k He
npeBocxofuT abconoTHY0 KoHcranTy K. Wsyuenne ,,60apmoro
pemeTa‘‘ OTKPHIIO, YTO OHO NPUHANJIEKUT B CYLIHOCTH ¥ TEOPHUI
BepoarHocreit. Obmas Teopema, Koropas Owya HalijeHa MHOI
TAKIM IIyTEM, U KOTOPYIO A X0Uy BJeCh WBJIOMKATH, COLEPIRUT
,»,O0IBIIOe pemero’’ JunHuka, BMECTe ¢ YIOMAHYTHMU 0006IeHN-
AMY B KQ4eCTBE YACTHHIX CIy4aes.

C TOUKHU 3peHNA TEOPUN BEPOATHOCTE! B OCHOBE HAWIEH TeOpeMEl
JeIRAT CIAERYIOMUT 0UeBUTHEIN QaKT: eCIN &y U Ly — HE3ABUCHMEIE
cIyyaliHele BeJUYWHH U CHYyYaiilHAA BeJMINHA Y TeCHO CBA3AHA
¢ 2; To y cmado cBA3aHA ¢ Z,. JaA Toro 4rob QopmynmpoBaTh
HAITy TeOpeMy BO Bcell OGIIHOCTI, IIpese BCETO BBeZEM HEKOTOPHIE
0003HaYeHNA U OIpeJesIeHNus.

ITyers E — HEKOTOPOE MHOKECTBO U IIyCTh depes £ 03HAYATCA
aneMenTsl MHOecrBa L. Ilyctes ' — GopesleBCKOe TeI0 IIOAMHO-
#ecTB MHO:KRecTBa £, KOTOpoe cofep:RuT Takxke £ B KamecTBe die-
meHTa. DJemeHTH Tesna F Gynem oGo3HagaTh Yepes A, B, ... 1 HA3KIBAThH
coonruamu. ITyers P(A) o6GosHagaer BUIOJHE aNIUTHBHYI0 HEOTPH-
naTenbnyo OYHKIUIO MHOMECTB, ompefenenuyio miusa A e F; npen-
nonozum P(E) = 1. Ipyramun CTOBAMM MEL paccMarpuBaeM IOJe
seposmHocreit {F, P} B cmuciae Koamozoposa.
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P — msvepnmylo ¢yuruumio z = z(£) ompenenenmyio Ha E,
NPUHMMAIOMYIO BEIeCTBeHHbe 3HadeHud, OyleM HABEBATB CIY-
vaitHoit BemmunHoil. Yepes

= [z dP (1)
E A

o003Ha9aeM MaTeMaTHYecKOe OKUAAHNE BENWYUHE %, U 49epes
e4(Z) ycioOBHOE MareMaTHYecKOe OKUAHWe BeJMYNHE & HpPH TH-
roTese 4ro coOHTHE A OCYIIeCTBIEHO, T. €. MBI IOJNOMEUM (XA

P(A) + 0) »
A
Yepes f(x) o603HAYAEM AMCIEPCHIO BEJIWYMHEL X, T. €.
Bl) = e((z — e(@))?) 3)

IIyere I = (a, b) o6osmauwaer mosayHHTepBal ¢ < ¢t < b Ha Be-
mecTBenHolt ocu, (— o0 < a < b < + ), u myers A®(I) o3Ha-
9aeT MHOKECTBO TAKUX & IJIA KOTOPHIX 3HadeHue (&) cOmep:RUTCA
B I. llonosum V*(I) = P(A=(I)), smaunr V*(I) — ¢yHrIua pac-
mpefeNeHNA BedwyuwHEl z; V¥([) — agmuruBHAA (YHRIUA IIOIY-
narepsana. Hax o0muHO, MEl OyHeM HA3HBATH BEJIUYUHE L ¥ Y
HE3aBNCUMBEIMU, €CJII

P(A™(I,) AY(1,)) = P(A*(1,)) P(4¥(I5)) (4)

RId BceX MONyuHTEepBaJsoB [y u [,.

Temepp MBI BBeJeM HOBOE IOHATIE: IOHATHE koefduyuenma
podcmea caydaiinoil BEJIMUYNHE X K caydaiHoil Bemwuune y. Koag-
¢urmuenT pomcrBa 00603HAUMM depes Q,(x) W OUMpefeauM IOCpen:-
crBoM (opmyasr (mpepmonomum [(y) + 0)

o -
ev<x>=[ﬂ—(§7 f (earct) <y>—e<y>)2Vm(I>]* T

rge UHTEerpajy oaHavaer uHrerpaJ Burkine-s ¢yERImMEm mmoy-
HHTEPBAJA KOTOPAsS CTOUT IION 3HAKOM IHTErpaja. 3aMeTuM cie-
myomue cBoiicTBa KO3)PULEHTA PONCTBA: €CIU Z U Y He3aBUCHMEI,
10 0,(z) = 0; ecan y = z, 10 g,(z) = 1; Boobme 0 < g,(z) < 1
0,(Z) He UBMeHAETCHA eCIIU 3aMeHAeM T na () tne f(t) — OI[HOBHa-
ypasg uaMepuMas (QYHKIMA AeHCTBUTEIBHOTO IIEPEMEHHOTO, T. €.
j(tl) * f(t,) ecam t, =+ t,. Tar Hampumep o, (ix + u) = 0,(x) ecan

A+ 0. Jlamee ¢,(z) He MBMEHAETCA €CIHM 3aMeHMTh y Ha ¥ — a,
rae @ — IOCTOSIHHOe. Tawum 00pazoM MoOkeM BCBI‘,}I& 3aMeHUTH
y Ha Y = y — e(y), U MO3TOMY MMeeM

169



+o ,) .
0,(x) = [—eT% f eazry(¥) V(I )] _ (6)

Ecau r — xapakrepucrudecKas BeJwduHa coOwtua A (1. e.
2(£) =1 eciu £e A n 2(§) = 0 B mpOTUBHOM ciyuae), AAIbILE
Yy — XapaKTepUCTHdeCKasd BelImduHA COOBITHA B, T0 0,(Z) = 0,(y)
pasen k03PpPunueHTy KOppenAnun Mexry cobnruamu A u B, 1. e.

P(AB) — P(4) P(B) 1)
V'P(4) 1 — P(4) )P(B) (1 — P(B))
Brenmem eme ogro morarwe. O6ozmagmm
P(Ax(I}) AYI,)
P(4=(I,) P(4¥(I,))
"rtne I; u I, mpoGeraioT Bce IOMYMHTEPBAIH BEI[ECTBEHHON 0CH,
u HasoBeM d(z, y) koeuyuermom 3a8UCUMOCMU MEXKKY & U Y.
BeckoBeuyHy0 110CIE[0BATENBHOCTD CIYIANHEIX BOJIUMYUH Ly, L, - - -,
Zy, ... OyHmeM Ha3BIBATD 02PAHUYEHHO CEA3AHHOL €CiM KBagpaTHI-

Haa gopMa ZEXd, bty THE dppp = d(Zn, ), GyHeT orpaHUYeHHOI,
T. €. eCJIM MMeeM
Z d‘nm

n=1m=1

91/(-”) =

(8)

d(z,y) = sup .
(I 13)

<4 9)

IUIA

Yucao A BHaszeiBaeM Mmo0y.sesm OTPAHUYEHHO CBASAHHOM IOCIENOBa-
rexbHOCTH. OueBupHO, uTo 4 = (0, ecau BENMUYMHEL %, IIOIAPHO
HEe3aBUCHMEL.

Teneps MoxeMm PopMynHpOBATH HAULY

Teopemy: ITycmo %y, Zy, -.., Ty, -.. 03HAUAEM O02PAHUUEHHO COR3A-
HHYI0 NOCAeD08AMENLHOCING CAYYAUHBL 8eAUdul ¢ moOyaem 4,
u nyemv y — Kakoe-aubo CAYUAuHAR BEAUUUHQA; NPEINONONCUM
By) > 0. Toeda umeem mecmo mepasercmeo
Selw) < (1 + H3L) (10
n=1 ﬂ(J)

Jlad foxasaTeJbCTBA HAM HYKHA CJIeIYIOIIAA JeMMa, BRPAsKAOMasn
ToT PaKT 9T0 HepaBeHCTBA BESSEL-A B 0000IIeHHOM BuIe cIpaBex-
aumBa AJA  noWmu OmeZOHa./Lbelx cicreM CIyJaWHBIX BeJNINH.
CucreMy @1, @3y -5 Pp, - .. CIYIAWHBIX BOIUMH HASHBACM NOVMU

opmoeonaﬂbuou €CJIM KBaJApaTHU4IHAA (popma z chm wbmy THE Cppm =
n=1mel

170



= €&(®n,Pm), OTPAHUTLHA, T. 8. €CII

0 © . oo
5.3 o] < Bepam Sy
n=1m=1 n=1
Koneranry K OymeM HasmBaTbh 2paHblo cucreMsl {g,}. Uwmeer
MecTo ,
Jlemma: Ecau {p,} — noumu opmozoHaIbHAR CUCMEMA CAYLAT-
HBIX seauuuk ¢ eparell K, u y — 410608 cayuaiinas eauduna, noio-

weum y, = e(yp,) mma n = 1,2, ... Torma umeer MecTo HepaBeH-
CTBO
>V S Ke(y?) (11)
n=1
dra JgeMMa — MIA IOYTH OPTOTOHAJNBHEIX CHCTEM QyHRIUH

ReilCTBUTEIBHOTO IIePeMEeHHOr0 — OHIa Aoxaszana R. P. Boas-om.5)

JIOKa3aTeNBCTBO STOM JIEMMEL OYeHb IPOCTO. B camom pmede, mas
BeAKoro memoro N = 1 mmeem

9
( Zyn(pn)— (?/ KZ7’2+K22 zcnm'}’n)’m/o
nrl n=1m=1
Tak rar
N N . ﬂyﬂ
Z Z CnmVn¥m| = K. 5yt
n=1lm=1 } ==l
moJLy4aem
1y
e(yz) é F7a 'y'n‘
Kn=1

YTO JOKAaBbiBAET JEMMY.
Ilepeitmem Temeph K J0Ka3aTedIbCTBY TeopeMmsl. [JIA BCAKOro

n=1,2,3, ... BO3bMEM HEKOTOpOe PAa3JIOKeHMe AeHCTBUTENbHOM

OChI HA KOHEYHOE YMCIO HEe MepPeCeKAIOIIXCA IOJYNHTEPBAJIOB:

I} k=1,2, ..., N(n). IIycrs A" osmavaer coOHTHE Z, & I,
N(n)

u monoxuM P(A”1) = pni; OYeBHIHO 4TO > P = 1. IIyers Py
K=1

03HAQYaEeT XaPaKTEPUCTHIECKYIO Bemzxqm{y cobsrrusas A°r u mycrs
Oymer

an — Pk

Pup = == (12)

" VPnlc '

(cho YTO MOMKHO NPEANMONOMKUTE P + 0). Ilomomum
Crnrikt = €(@nkPnrir) (13)
B CHILY  OTIPeleeHIs roapdunuenrta 3aBHCUMOCTH UMeeM [JIA

n+n ~

| ennir | < VPP - dl@n, by (14)
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nampe asA k + k' . . _ ‘
S Conttr = — |Daiutr, (15)
U HaKOHeI| , ‘ R,
Contt = 1 — Py - (16)
Monp3ysacs aTumu opMyIamMu, KOKAKeM, 9TO CIydaiiHble BeTUIUHEL
{Pury (R =1,2,...; k=1,2,..., N(n)) o6pasyior mouru opTo-

TOHAJBHYIO CHUCTEMY C TPaHbl0 paBHO# 1 4 A4, rme 4 — momyas
OrpaBHWYeHHO CBA32HHOW II0CTEN0BATENBHOCTU Xy, Ly ..y Lpy - - -
B camom pmene, nyerh {t,,} — m0basa gBoiiHas MOCIENOBATEILHOCTD

o N(n
n=41,2,...;k=1,2,...,N(n)) naa KOTOPOTo > z>tnk < 0.

—1k=1
Honbayﬂ% dopmyaamu (14), (15) u (16) u HOJI&;‘LaH

w o N(n) N
S*‘ Z Z z S‘ cnn'kk'tnkt 15y 17)
n=1n'=1k= lk’._l
IoJiaras jgaJee

N(n)
= z tn’cz) (18)
k=1 ’
N(n) '
IpuMeHAA HepaBeHCTBO CAUCHY U UMes B BURY , UTO z Pni =1, HaitieM
F=1
w0 o0 ©
NI z Z A (xp, o) T TE, + ZT,,. (19)
n=1 n=1

Taxum 06pasoM, B CUIY ONpefeleHnsa MOAYIA 3aBUCUMOCTH, IOJY-
yaeMm

18] < (14 4) z T, (20)
Urar gorasano, 9ro cucreMa {@,x; ABIAETCA IOYTH OPTOTOHAILHON

¢ rpanpio H = 1 4 4. CaenoBsaTensHo, ¢ NOMOINBIO [OKA3AHHOMN
JeMMEL, W TIONATAA Ynr = e(YPnz) MOXydIaeM HEPABEHCTBO

w N(n)
Z yuk < (1 A) e(2?) (21)
OnHaKo, IOJb3YACH onpeneneHneM BEJIMYUHEL @, ME BUIUM, 4YTO
Yok = (eazn (y) — e(y)? Von (L) (22)
[ToaToMy, eciit A KPATKOCTH IIONOMUM
N(n) R
LN . Da= 3 vk , _ {(23)
. W |

TO TOJBHKO 4YTO NOKASAaHHOE€ HEPABEHCTBO MHaeT
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o)
D Du < (14 4)ely?) o (24)
1"‘:1 . . -
C npyroit cTOpOHE, 3HaveHnue D, 3aBUCHUT TOJBKO OT BEOOpa pas-
nomenus {l,;}, W JeTKO BHUAETH UTO BEPXHAA IPAHb BEIUIWHEL

D, — pus BCeX BO3MOMHBIX DABNOMEnmit — paBHA B(y) oy (xn)
+ 0 !
B camoM pene, unTerpas Burkiri-a [F(I), kax usBecTHO, paBeH’

-— 00
BEPXHOIl T'paHU CYMM ZF(I x) — (rme {I} mpoGeraer Bce BOBMOK-
HEE PasiomeHHA [AeHCTBUTEIBHON OCH B KOHEYHOE YHUCIO Hemepe-
CEeKAIUX IOJYUHTEPBAJIOB), €CIH TOJBKO (QYHKIUA IOJYHHTEp-
Baza F(I) cy6addumusna, t. e. F(I, + 1) = F(I,) + F(1,) npn
I.1, = 0. Takum 06pasoMm, eciy MBI IOKAMKeM, 9TO

F(I) = (€42, (y) — e()) yenI) (25)
cy0agnaATUBHA, TO YTBEpHKICHUE
' sup . Dn = ﬂ(y) Qyz(xn) » (26)

Oymer MOKAasaHo.

IoxasarenscrBo cybanmururOocTH GyHEIIE (25) cocTomT U3
aByx maros. Bo-mepBux, F(I) momer GHTH IIPENCTABIEHO B BHME
(1)
H(I)’

nMeeM

rme G(I) u H(I) — agonruBHEe ¢yurunu. B camom mese

, " T T
F(I) = €4a, ) (Y) Voull) = e_(}ivgg_;.__ﬁ

roe Z(z,, I) — xapartepucTmyeckad BeamdmHa coOmtua Azn([).
G*I)
H(I)
HHI, ABJIAETCH cy6am1mnBHoﬂ KaH 3T0 BUJHO U3 Z-)JIeMeH’I‘apHOI‘O
la+0b)?

¢c+d =
BeHHH. Taxkum 06pasom (26) nokazana. lIMea B BUXY 9TO pasuio-
smeunsa {I,,} n=1,2,... Bubupaimorcs He3aBHCHMO . OTHO OT
IPYTHX, MBIl HOJydaeM TaKUM 06pasoM

4] Zeu (%n) < e(y?) (28)
n=1
U COCTaBJAET yTBep}KneHne Haleil TeopeM:l.
) Haxoxmer, OTMETHM JIMIUb ONHO M3 CJIENCTBUI HamIeit TeopeMm
Kacamlleecsa pacnpefeJeHUs OPOCTEIX 9MCET B IPOTPecCUsax. ,'D;Jm
MHOecrBa F  BOBBMEM KOHEYHYI0 IOCIENOBATEIHHOCTH I[E€IRIX
gucesnsb: 1, 2,3, ..., N. Ilyers ¥ — MHOeCTBO BCeX IOJAMHOKECTB

(27)
Bo-Broprix, kasxnaAa GyHKIUA BUAA -

roe G(I) n H(I) afRUTHE-

HEPABEHCTBA, ————— + ,rme ¢ > 0,d > 0, a u b Bemecr-
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A = (ny, Ry, ..., n;) MHOmecrBa E; momomum P(A) =—k—. Oyers

p 0OBHAYAET HEKOTOPOE IPOCTOe YMeIo < N*; ompenennm cnyqaﬁnylo
BENMIUHY Zp = Zp(n) (v = 1,2, ... N) c.nenyfomnM obpasom: Xp(n) =
=7 0IA n = r MOAp; (r = 0, 1, ., p —1). Uepes A(n) o6ozragum
dymxmmio v. Maneorpr-a; A(n) = logp ama n = p* (p mpocroe)
nA(n) =0 gua n =+ pk Hyc'rb

o 2 A(n) n p(N;p,7r) = néNA(n)'
n=r modp

Ecan BosbMeM y = /(n), moxyIuM, IpUMEHAS HAIIy TeOpeMmy,
910

2
2D 2 ( N; p, 1) — ___yng)) < ON31, (29)
P<N%* r=

rae C — mocroAnHoe, 3 < « < 4. Ilyers B, ¥y u 6 modoxmuTenbHEIE

snena, f+y + 6 < — 2; u3 (29) moxayuaercs ciexyoomee

yTBEpIKIEeHUE: - -

Has scex npocmwx p < N*, 3a uckaouenuem He 6oaee 4em
(N*(=9 u3 nux, u das ecex r = 1, 2, ..., p — 1 3a uckawuenuem ne
6oaee wem plTY uz UL, uMeeMm
4 B

PP

Y(N; p, x) = (30)

P(N)
, p

ede |#]| < 1. Pesymprar Takoro poja Hy:eH IJIA HOKAsaTeIbCTBA
YIOMAHYTOIf TEOPEMEL O IPECTABIEHUN YETHHIX YUCe] B BUAE CyM-
MHI IIPOCTOTO ¥ IOJY-HPOCTOTO 9NCJA, M AJSA APYTUX MPUMEHEHUH.

JIureparypa:

1. CM. M. KAC: Probability methods in some problems of analysis and number

" theory, Bulletin Amer. Math. Soc., 55 (1949), 641—665, roe maerca 0630p pe-
8yJbTATOB M NOAPOOHBI CIHHCOK IUTEPATYPHI.

2. CM.A.H.KOJIMOT0OPOB: OCHOBHEIE IOHATUA TEOPUM BepoATHOCTel . MOCKBA-
Jlerunrpay, OHTH (1936), 1—80.

3. I0.B. JIMHHUK: Bompmoe pemero, Moxmams Axagemms Hayx CCCP, 30
(1941), 290—292.

4. A.PEHBU: O npepcraBieHNN YeTHHIX YUCEJ B BIAE CYMMH IPOCTOT0 I IOYTH
npocroro yucaa, Ussectua Axagemun Hayk CCCP, Cepusa Mar., 12 (1948),
57—78.

5. R. P. BOAS, JR: A general moment problem, American Journal of Mathe-

matics, 63 (1941), 361—370.
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Vytah. — PesoMe.

O jedné obecné v&t& pottu pravd8podobnosti a jejim pouZiti
- v theorii ¢isel.

ALFRED RENYI, Budapest.

V &ldnku je dokdzdna ndsledujici véta z podtu pravdépodobnosti,
jez mé vyznamné aplikace v theorii ¢isel. .
Necht posloupnost ndhodovych veliéin z;, z,, ... je omezen& vdzani
smodulem vdzanosti 4 a necht y je ndhodové velidina s dispersi f(y) > 0.
Potom
e(y®)
Bly)

S 0,2 < (1 + 4)
n=1

O USPORADANYCH A CYKLICKY USPORADANYCH
GRUPACH.

LADISLAV RIEGER, Praha.

Sdéleni se tykalo préce, uvefejnéné ve ttech pojedndnich ve Véstniku
Krélovské eské spolednosti nauk, 1946, &is. 6, 1—31; 1947, &fs. 1, 1—33;
1948, &is. 1, 1—26. '

*
Summary. — Vytah.
On the ordered and cyclically ordered groups.
LADISLAV RIEGER, Praha.

The communication was a rapport about author’s three papers
published in the Véstnik Krdlovské &eské spoleénosti nauk (Mémoires
de la Société Royale des Sciences de Bohéme) 1946, nr. 6, 1—31; 1947,
nr. 1, 1—33; 1948, nr. 1, 1—26.

O ROVNICIACH TVARU c;x;% + €,x,5 + wo + € X5 = ¢
V KONECNYCH TELESIACH.
STEFAN SCHWARZ, Bratislava.

Prednéasajuci ukdzal najprv, ako mozno dokézat jednoducho tito
vetu:
Nech je dand kongruencia

‘ e B 4 coz¥r - ...+ cxfs = ¢ (modp), . (1)
kdec, .cy...c, == 0 (modp). Oznalme §; = (ki p — 1). Ked
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1 1 1
Tt Ts !
potom md kongruencia (1) riefente celymi &islami a to pre ka#dé c.

Potom referoval o obsahu svojich troch prac, z ktorych dve vysly
v Quarterly Journal of Mathematics (Oxford Series), 19 (1948), 123—128
a 19 (1948), 160—163 a tretia vyjde v Casopise pro péstovéni matematxky
a fysiky, 75 (1950). Naznadil obzvldst dékaz tejto vety:

Nech GF(p*) je konetné teleso charakieristiky p. Nech ¢y, €y, ..., G
st samé nenulové elementy telesa GF(pr). Nech konedne (p*—1,k) <
< p—1. Potom md rovnica cx:® 4 cyws® 4+ ... 4 ¢k = ¢ pre kaZdé
c e GF(p") riefenie § %y, %, ..., ¥ € GF(p").

Napokon sa predndSajici zaoberal vysledkami, ktoré dostal L. K.
Hua-H. S. Vanpiver (Proc. Nat. Acad. Sci., 34 (1948), 258—263)
a A. WeiL (Bull. Amer. Math. Soc., 55 (1949), 497—508) a ktoré sa
tykajt asymptotickych vzorcov pre potet riefeni rovmic uvedenych
v nadpise.

*

Summary. — Vytah.
On the equation c; )% + ;3% + ... 4+ ¢, %% = c in finite fields.
’ " STEFAN SCHWARZ, Bratislava.

The author gave some theorems concerning the existence of solutions
of the equations considered in the title.

He gave an exposition of the results of his three papers. Two of them
have been published in Quart. J. Math., Oxford Ser., 19 (1948), 123—128
and 19 (1948), 160—163. The third W111 appear in Casopls pro pést. mat.
fys., 75 (1950).

- Finally he discusse l some results of L. K. Huva — H. S. VANDIVER
and A. WrIL concerning the number of solutions of the equations which
were considered.

O PIERWIASTKACH I KIERUNKACH CHARAKTERYSTYCZ-
NYCH PEWNYCH MACIERZY.*)
ZOFIA SZMYDTOWNA, Krakéw.
Niech
' ) =llagll G=1,..,m j=1,...,n)
bedzie macierza 1zeczyw13ta,, ktore] wszystkle elementy polozone poza

*) Referowana praca ukazala siew Annales de la Société Polonaise de Mathéma-
tique, 22, 235—240 p. t. ,,Sur les racines caractéristiques et sur les directions ca.racte
ristiques de certaines matrices®
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przekatnia gléwna, sq nieujemne, to jest .
a;; =0 gdy ¢ =+ j. (1)
Dla macierzy tego typu zachodzi twierdzenie nastepujace:
Twierdzenie. Kazdy pierwiastek charakierystyczny macierzy A majgcy
najwiekszq czed6 rzecaywistq jest rzeczywisty. Jezeli ponadto zalodymy, ze
a; >0dla i+ 4 (2)

wbwezas najwigkszy pierwiastek rzeczywisty jest pojedynczy.

Dowéd opiera sie na twierdzeniu Frobeniusa odnoszacym sie do
macierzy 4, ktérej wszystkie elementy sa dodatnie wzglednie nieujemne.
Réwniez i inne twierdzenia Frobeniusa tyczace tych ostatnich typéw
macierzy daja sie przenie$¢ z odpowiednimi zmianami na wypadek
macierzy typu (1) i (2).

*

Résumé. — Streszczenie.

Sur les racines caractéristiques et sur les directions caractéristi-
ques de certaines matrices.*)

ZOFIA SZMYDTOWNA, Krakéw.
Soit :
A= lagll G,j=1,...m)
une matrice réelle dont tous les éléments situés & I'extérieur de la diago-
nale principale sont non négatifs, c’est-a-dire que
. ai;; = 0 lorsque ¢ == j. (1)
Dans cette hypothése, on a le théoréme suivant:
Chaque racine caractéristique de la matrice A, dont la partie réelle
est maxima, est forcément réelle. Si en plus
ay; >0 lorsque i + 7§, (2)
la racine caractéristique réelle la plus grande est simple.

La démonstration s’appuie sur un théoréme de Frobenius concernant
une matrice dont ou fous les éléments sont positifs ou fous non négatifs.

Plusieurs théorémes de Frobenius (3 une modification convenable
prés) subsistent pour les matrices du type (1) et (2).

*) Annales de la Société Polonaise de Mathématiques, 22, 235—240.
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