Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Josef Novak

Spocetny ARU-prostor, jenZ neobsahuje zddny bod spocetnosti

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 67 (1938), No. 2, 97--99

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/109459

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1938

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/109459
http://project.dml.cz

Spocetny ARU-prostor, jenZ neobsahuje Zidny bod
spocetnosti.
J. Novék, Brno.
(Doslo dne 10. dubna 1937.)

Je znamo, %e charakter bodu ve spoéetném AH U-prostorul)
nemusi byti spoéetny. P. Urysohn poddvé p¥iklad toho v pOJednam
,,Uber die Michtigkeit der zusammenhingenden Mengen®, Math.
Ann. 94, str. 288. Jeho prostor sestavé z isolovanych pnrozenjrch
&isel a z &isla 0, jehoZ charakter je nespodetny.

A topologlckem semina¥i polozil prof. Cech dne 27. ¥{jna 1936
tento problém: Existuje spoéetny ARU-prostor,?) jehoZ charakter
je v kazdém bodé nespodetny ?

Dne 3. listopadu 1936 jsem podal v topologickém seminaii
konstrukei dvou spoéetnych ARU-prostord s uvedenou vlastnosti.
Kazd4 neprizdnd podmnoZina prvého prostoru, jeZ neobsahuje
isolovany bod, je rovnéz feSenim tohoto problému.

Necht' P je mnoZina v8ech raciondlnich éfsel. Do P zavedeme
topologii %, tim, ¢ budeme definovati okoli. Necht ¢ je kladné
redlné &islo. e-ovym okolim O,(a, ¢) bodu @ € P rozumime mnoZinu:

Ol(a’ &) = (a) + z (Em a + ) (@, a + &),

n=1

kde &, je iracionalni ¢&islo vyhovujici vztahu a 4 —— — s < &<

<a + —; jsou-li &, f redlnd &isla, resp. — o nebo —|— oo, pak

symbol (oc, f) znamend mnoZinu vSech racionalnich &isel mezi « a f.
Probéhne-li ¢ viecka kladnd reélna &isla, dostaneme systém
O,(a) asti mnoZiny P té vlastnosti, Ze Q,(a) = 9, a € O,(a, &) pro
kazdé ¢ > 0. O,(a) je systém definujicich okoli bodu a.?) Systémy
tyto zavadéji do P topologii u,.
1) C. odst. 6-1, 7-1, 8-4 (C znamené: Cech, Topologické prostory, Casopis,
66 (1937), str. 225 D — 264 D). I

2) (. odst. 85.
3) . odst. 4-1.
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Definujme e-0vé okoli Oy(a, &) bodu @ € P takto:
Oya, &) = (a — ¢, a) + Oy(a, ¢).

Dostaneme jiné definujici systémy O.(z), x € P bodl z, jimiz je
zavedena do P topologie u,. Ponévadz pro kazdy x e P existuje
ke kazdému okoli O,(z, €) okoli O,(z, €) C Oy, €) a nikoliv naopak,
]est topologie u, silnéjsi nez topologle u,.3) -

Snadno se d4 dokézati, Ze v prostoru (P, ;) (2 = 1, 2) jsou
splnény tyto axiomy:

(I11I°)g: KdyZ b € Oi(a, ¢), pak existuje okoli O;(b, ) C Oy(a, &).

(III°)4 Kdyz O € Qi(a), 0" € Qi(a), existuje okoli O € Os(a)
takové, ze O C O’ .0".

Prostor (P, u;) je tudiz AU-prostorem.*)

Je-li ¢ kladné iracionalni &islo, pak okoli O;(a, ) (+ = 1, 2) jest
uzaviené. Vskutku komplementérni mnozina P — Oy(a, &) jest
oteviend, nebot je souftem otevienych intervali racionalnich
&isel tvaru («, f), jez jsou, jak se snadno pfesvédéime, v prostoru
(P, u;) oteviené. Je tedy splnén také axiom (I11°)g, takZe prostory
(P, uy) a (P, u,) jsou spotetné A RU-prostory.2)

Abychom dokazali, Ze Zadny bod prostoru (P, %;) (¢ = 1, 2)
neni bodem spodetnosti, dokaZeme napted lema. Pravime, Ze po-
sloupnost bodu topologického prostoru R konvergu e k bodu z ¢ R,
kdyZz v kazdém jeho okoli se nachézeji skoro viecky body té po-
sloupnosti.®)

Lema. Necht ze R je A-bod, jehoZ charakter je spodetny.
Necht M C R, x ¢ M. Pak existuje v M bodovéa posloupnost, jex
konverguje k bodu z.

Ditkaz. PonévadZ z je A-bodem a bodem spodetnosti, existuje
monotonni posloupnost {Oa},~; okoli bodu =z, jeZ je Gplnym
systémem okoli toho bodu. Ponévadz ze M, jest O,. M =0
(n=1,2,...). Zvolme bod z,eO0,. M. Pak {z,}5-1 je bodova
posloupnost v M, jez konverguje k bodu z.

Necht a e (P, u;) (¢t = 1, 2). Pro nepfimy dikaz predpokls-
dejme, Ze xy a) = R, Bod a ndlei{ do uzdvéru wuy (Ib; [e < z]),
nebot kazdé okolf Oy(a, &) m4 body spolené s mnozinou £ [a < ).

z€P
Proto podle lematu existuje v E [a <z] bodova posloupnost {za}n=1

1 1
jeZ konverguje k bodu a. Neobsahu]e-h mnozina (a +— st + ;z;)
4 C. odst. 72 a , konec odst. 6-3.
5) Je-li bod z, k némuZ konverguje bodové posloupnost, H- bodem,
pak tato konverguje k jedinému bodu z; neni-li H-bodem, pak miZe tato
posloupnost konvergovati také k jinym bodum.

98



Zzadny bod z této posloupnosti, poloZime 7, = a + e v opac-

ném piipadé obsahuje tento interval jenom koneény podet bodi

posloupnosti. Existuje tudiZ iraciondlni &islo 7, (n,, <a+ %) té

. v . . ’ ’ ’ 1 3
vlastnosti, Ze interval raciondlnich &isel (17,., a + n—”) neobsahuje

zédny bod z posloupnosti {#p}n=1. V okolich O, a,% = (a) +

s 1 1 1 1
+n§=:1 (ﬂn, a + ;‘) 0, (a, ;) = (a - a) + 0, (a, ;) se nena-
chizi Zadny bod z konvergentni posloupnosti {zn}n-1, coZ je
spor. Proto xu‘(a) > ¥, t. j. charakter kazdého bodu v prostorech

(P, w,) a (P, Uy) je nespoéetny
Dokazali jsme, Ze v mno#ing E [¢ < x] neexistuje bodova

posloupnost konvergujici k bodu a. Lehce se pozna, Ze pfi topo-
logii u, takova posloupnost neexistuje ani v mno#in& E [@ > «],

tedy ani v mnoZiné¢ P—(a). DokaZzme nyni, Ze kazdy bod libovolné
neprazdné podmnoziny @ C (P, u,), jez neobsahuje isolovany bod,
ma charakter nespoéetny. Necht a e Q. Predpoklddejme pro ne-
piimy dikaz, Ze v @—(a) existuje bodova posloupnost, konver-
gujici k bodu a. Pak tato posloupnost konverguje k témuz bodu
také v prostoru (P, u,) — (a), coZ je spor. Proto yq(a) > X,.
_Naproti tomu prostor (P, uz) nemd tuto vlastnost, jak uka-

zuje tento pitklad: @ = (@) + z (a — —) C (P, u;). Bod @ ma

. n=1
v prostoru @ charakter ¥,.

Brno, topologicky semin4y.
' .

Sur deux espaces réguliers et dénombrables sans points de caractére
dénombrable.’

(Extrait de I'article précédent.)

P. Urysohn a construit un espace dénombrable ayant un point
de caractére indénombrable. Dans cet article on donne la con-
struction de deux espaces réguliers dénombrables dont chaque
point posséde un caractére indénombrable. Le premier de ces es-
paces contredit d’une fagon héréditaire au premier axiome de .
dénombrabilité tandisque P’autre ne posséde pas cette propriété.
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