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MATEMATICKO-FYZIKALNY SBORNIK

Roé. I, éis. 1,

JOSEF NOVAK A LADISLAV MISIK

O L-PRIESTOROCH SPOJITYCH FUNKCII

Tato prica zaoberd sa L-priestormi, v ktorych existujo body
s vlastnostou ¢, t. j. body x, ku ktorym existuji dvojné postupnosti
{@n, }mr=1, ktorych riadky konverguja k z, aviak nijaké vybrani
diagondlna postupnost nekonverguje k z. Specidlne z tychto priestorov
§tuduji sa tu priestory spojitych funkeii, v ktorych sa zavedené topo-
logie réznymi konvergenciami. Ukazuje sa, Ze v takych priestoroch exi-
stuji body s vlastnostou ¢. V nich U-axiéma tuzko savisi s bodmi
s vlastnostou ¢. Tento vziah je jednoduchy najmi v tzv. komutativnych
topologickych L-grupdch, kde U-axidma je ekvivalentnd s neexistenciou
bodov s vlastnostou ¢. V préei sa dokdzala veta: Kartézsky stcéin dvoch
neizolovanych L-priestorov, z ktorych aspoii jeden obsahuje bod s vlast-
nostou ¢, nie je L-priestorom. Odtial vyplyva, Ze kartézsky silin
dvoch L-priestorov spojitych funkeii, definovanych na intervale < 0,1 >
nie je L-priestorom.?!

L

Najprv zavedieme isté oznadenia, ktoré budeme v pojednani po-
uzivat, 2

Ak z je prvkom z mnoziny P, zna¢ime to 2 € P, ak x nie je prvkom
z mnoziny P, znadime to zE P.

Ak je dany systém mnozin {M,}, kde ¢ €4, rozumieme znakom
t}e{[a studet vi8etkych mnozin M, a znakom pe ﬂl[a rozumieme prienik

1 Je to riefenie problému polozeného E. Cechom r. 1947.
2 E. Cech, D 225—264,



vietkyeh mnozin M,. Znak QC P znamens, ze mnozina @ je &asfou
mnoziny P.

0 mé v tomto pojednani tri rézne vyznamy. Jednak é&islo 0, jednak
funkeiu identicky rovni nule a jednak prizdnu mnoZinu. Z textu je
vzdy vidiet, aky vyznam m4 O.

Mnozinu P nazyvame L-priestorom, ak si tam definované kon-
vergentné postupnosti, t. z uréitym postupnostiam bodov z P su pri-
radené jednoznaéne isté body ako limity a to priradenie spliiuje tieto
axiémy konvergencie:

1. Limita postupnosti {#.}n—1, kde pre vietky n=1, 2, 3, ...
je Tn=1u, je x.
=
nosti {%.}r—1 je té istd ako limita postupnosti {z,}r—1.

2. Limita postupnosti {xni} vybranej z konvergentnej postup-

Znak {z,}nl,+=x znadi, Ze postupnost nekonverguje k bodu z,
t. j., Zze z nie je limitou tejto postupnosti.

Do L-priestoru zavddzame topologiu pomocou konvergentnych
postupnosti takto: mnozina UC P je okolim bodu z, ak v mnozine
P— U neexistuje postupnost {z,}.=1, ktorej limita by bola u.

Ak ku dvom axidmam 1. a 2. priddme este Urysohnovu axiému:

3. Ak postupnost nekonverguje k bodu z, obsahuje éiastoéni po-
stupnost, ktorej 'nijakét vybrand postupnost nekonverguje k z, potom
dostdvame nova konvergenciu. AvSak novi topologia je ekvivalentna
so starou topologiou.

Ak P je L-priestor, ACP a ak A znamend mnozinu tych prvkov
z P, pre ktoré existuju v mnozine 4 konvergentné postupnosti, U-axiéma
znamens, e pre kazdt mnozinu A plati 4= A. Mnozina ACP, pre
ktort je 4= A, nazyva sa uzavretou. Mnozina 4, pre ktora je P— A
uzavretd, je otvorenou mnozZinou.

Nech P je lubovolny topologicky priestor a nech ¢ je husta pod-
mnozina v P, ozna¢me L, (P), Ly (P), L; (P), L,(P), Ls (P), Ls (P, Q),
Ly (P, @), Ls(P, @), Ly(P, Q) priestor spojitych funkeii definovanych
na P s nasledovnymi konvergenciami® I, ..., ly:

3 Hahn, 211—214 a 222 a B. Pospisil, 262—268.



Lt {fa (@)}i=1=F (), ak pre kazdé z,E P je {fu (#,)}ne1—1(2.);

l,: (kvézirovnomerné konvergencia podla Hahna) {fn @)}n = 1=f(2),
ak ku kazdému ¢>0 a ku kazdému », existuje také n,” > n,, Ze pre
kazdé z€ P plati aspoii jedna z (n,” — %, + 1) nasledovnych nerovnosti
[fn () —f (2) | <& pre n,<n<n,;

L {fo (@)}n=1=f (x), ak ku kazdému z€ P a ku kazdému & >0
existuje isté okolie U(z) a index N taky, Ze pre kazdé y € U (x) je
|fo (0) —£() | <& pre vietky n> N

L {fo @)}n=1—= f (%), ak pre kazdé x,E P je {fu(2.)}n=1F (%)
a pre kazdi postupnost {Z,}.=1-= 2%, je {fs (@n)jn=1=1 (20);

ls: {fn (@)}r=1=f(z), ak ku kazdému &>0 existuje isté také
N (&), ze pre vietky € P je | fa (x) —f (2)| <& pre n > N (¢);

lg: {fa (®)}n=1—Ff (%), ak pre kazdé ¢ € @ existuje isté okolie
U(q) v P tej vlastnosti, ze pre kazdé ¢>0 je | f, () —f (z)| < & pre
vietky 2 € U(g) a pre skoro vietky prirodzené ;

Iiz {fu (@)}n=1—F (%), ak pre kazdé ¢ € @ a kazdé & >0 existuje
isté okolie U (g, &) také, ze pre vietky x € U(g, €) a pre skoro vSetky
prirodzené n je | f, (z) — f () | < &;

Is: {fn ®)}a=1= f (), ak {fs(2)}n=1 Kkonverguje rovmomerne
k f(#) na vietkych kompaktnych podmnozindch mnoziny @;

lo: {fu @))5m1=f (@), ak pre kazdé g€ @ je {fo (@)}m1=/(2)-

Ak je P=<0,1>, vynechdvame v oznadeniach tych priestorov
znak P.

Vedla jednoduchych postupnosti budi sa v prici vyskytovat este
dvojné postupnosti. Dvojnou postupnostou rozumieme mnozinu bodov
{%n,2}m t=1. Podmnozinu kQ;v,,,,,, dize postupnost {@,.}i—; nazyvame
riadkom a podmnozinu U Tn; 1y Cide (@ 1 b s Kde ny <mg <my <.

=1
nazyvame diagondlnou postupnostou.

Definicia: Bod # v L-priestore L mé vlastnost ¢, ked existuje
prostd dvojnéd postupnost bodov {&m,y} x=1, ktorej riadky konverguju
k bodu 2, ale nijakd diagondlna postupnost {a, ), nekonverguje
k 2. Ten systém {xn,k}:k—_—:l budeme tiez nazyvat o-systémom pre bod z.
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V celom pojednani funkeiou rozumieme vzdy reilnu funkeiu.
Majme Fubovolnt postupnost spojitych funkeii definovanych na inter-
vale <0,1> {f. (#)}¢Z. takych, ze f, (0)=fi (1) pre k=1,2,3,....
Z tejto postupnosti utvorme dvojni postupnost {fi . (#)}i%=1 tymto
sposobom:
Jur(@)="fe(®) pre k=1, 2, 3, ...

for (&) =fo (20) o 0<aZ 5 8 o [0+ 5 ) =Far @)

i—1
i

= ;,k(x + ) = fir (2), ... atd.

Z podmienky f, (0) = f (1) vyplyva, Ze fi,x (x) st spojité funkcie
pre kazdé i, k=1, 2, 3,... Tento proces, ktorym je utvorend t4 dvojnd
postupnost {f;,; (#)}i%—1, oznaéme d-procesom. o

Vybranou dvojnou postupnostou z dvojnej postupnosti {@, ) =1
nazyvame dvojnil postupnost {an, bbarey s Kde # Ty <my<... a
ky <ky<k3<..., ktor4 vznikne vybranim urditych postupnosti z ne-
koneéného mnozstva rdznych riadkov.

Veta 1. Nech prostad postupnost {f, (#)}s1 konverguje nerovno-
merne k O v L;, nech f; (0)==f, (1) pre kazdé k=1,2, 3, ..., potom
z dvojnej postupnosti {f; k(x)}ﬁ,:'l, vytvorenej d-procesom z postup-
nosti {f; (#)}¢=1, d4 sa vybrat dvojnd postupnost {f;, (#)}i%—1, ktord
tvori g-systém pre bod O.

Dokaz: Najprv dokdzeme, Ze z predpokladu {f; (#)}i=;=0 vy-
plyva, Ze kazdé riadkové postupnost {f;,: (#)}1-=0. Nech i je pevné

a nech z, € < 0,1> je tiez pevné, potom je mozné pisat z, —Z + zi’
1

kde Og&:gT a 0<s <4, cize je fi,x (%) :f.-,k(a"c +—‘:~) = fi,x (%)

pre kazdé k=1, 2,3, ... . Dalej je f;,x (%) = f; (iZ) pre k=1,2, 3, ...

a {fk (iﬁ)}km—_-]é' O, éiie a.j {f:,k(f})}kzleo a teda aj {.fi,k(wo)}km:;\%o.
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Pretoze {f;(x)}s=1 je prostd nerovnomerne konvergentnd postup-
nost k bodu 0, vyplyva z kompaktnosti < 0,1 > existencia aspoii jedného
bodu ¢ € <<0,1>, v ktorom nekonverguje rovnomerne.* To znamens,
%e existuje isté ¢islo 2>0 s tou vlastnostou, Ze pre kazdé okolie U («)
a pre kazdé % je mozné néjst taky index &* a bod z*, Ze plati &* >k,
z* € U (a) a nerovnost | fix (2%) | > 2. Mozeme teda vybrat taka sthpajiicu
postupnost indexov {k,},= 1, Ze k nej existuje postupnost {z,},= 1 konvergu-
juca k bodu a a sudasne je | fi, (%) | > 2. Teraz tvrdime, ze {fi x, (2)}is=1
tvori ¢-systém pre bod 0. Zrejme tito dvojnd postupnost je prostd.
Sta¢i uk4zat, Ze nijak4 diagondlna postupnost nekonverguje k 0. Nech
{ i, (#)}y=1 je diagondlna postupnost, ktors konverguje k O, potom
musi podla vety 28'8:12 z Hahna® konvergovat rovnomerne na hustej
mnozine, Nech z, € P je bod, v ktorom konverguje rovnomerne k O,
t. z. ku >0 existuje také okolie (interval) U(x.) a index »,, Ze pre
kazdé » >, je |f.~y,,,sv (%) | <=z pre kazdé x € U(x,). Nech d, je dlzka

2

intervalu U (%,). Volme 4, tak, aby bolo sucasne »*>p, a i
v

<d,;

& 41 }
iv* 3 "—;:;—>C U(.l)a).

Pretoze je 0<a<1 a tiez 0< 2, <1 pre s=1, 2, 3,..., je aj
a+ Lyt ¥

potom existuje isté ¢* také, ze 0 < i* iy a <

; eU(x,) a e € Ulz,) pre s=1, 2, 3,.... Potom vSak plati
v-y V*
A Lo
ﬁv*, ksv* [T) :ﬁ‘/*7 ksv* [ ZV: ) :fksv* (xav*>'
xs‘ * + l* . ,
Teda je |fix *(——'———-] > 2, ¢o je sporné.
i 8y o =

Lemma: Nech prostd postupnost {f;()}i=1=0 v L;, nech
fe(0)=/fi (1) pre kazdé k=1, 2, 3,..., potom z dvojnej postup-
nosti {f;,x (#)}i%—1, vytvorenej d-procesom z postupnosti {f; (z)h= .,
nedd sa vybraf g-systém pre bod 0, ked a len ked je {fy (#)}’=1=0

rovnomerne v L,. :

4 Hahn, 214 a veta 28'4'2 na str. 216.
5 Veta 28'8'12 znie: Na Youngovej mnozine 4™je ka’dd konvergentnd postup”
nost {fn (ar:)}ﬂ‘“’__:1 spojitych funkeif hodove nerovnomerne konvergentna.



Dékaz: Z vety 1. je vidiet, Ze {f; (#)}s=1-=0 rovnomerne v L, je ne-
vyhnutnou podmienkou a staéi teda dokdzat, Ze je aj postacujlicou podmien-
kou. Ked {f, (#)}yZ1—= 0 rovnomerne v L,, konverguje aj {f;,x(#)}s=1
rovnomerve k 0. Skutodne, nech £>0, potom existuje iste také K (e),
ze pre k> K(e) je | fr ()| <& pre vSetky x. Z definicie f, ;. () je vidiet,
Ze pre k> K (&) je aj | fi,x ()| < & pre vSetky x a pre vSetky i —=1,2, 3, .. ..
Ukédzeme, ze nie je mozné, aby dvojns postupnost {gu,. ()}mn=1, kde
Gy n (®) € { fiyr (%)}% =1, tvorila g-systém pre bod 0. Bez ujmy obec-
nosti mdzeme predpokladat pre k=1,2,3, ... fi(z) 0, z doho vy-
plyva, ze {fi,x(#)}i=1+=0 pre nijaké k. Iste totiz existuje také racio-

nélne &islo %< 1, ze f, (%] —a, kde a4=0. Volme 4,=mn.r -+ 1,

potom je mp < mr <i,, a dalej je fi ,x (ﬁ) r:f.-n,k(ﬁ‘ — ZZ—L)] =

r 7 n

=fi,x ( ? ]:fk [—%) =a, ¢ize postupnost {fi,x (¢)}:Z-1+=0, pretoze

7in
nekonverguje k O v raciondlnom ¢isle % Pretoze {fix (@)}iZ1+= O,
musi dvojnd postupnost {gm,n» (2)}m =1 v kazdom riadku pre kazdé
. . 1

celé ¢islo s obsahovat aspoii jednu takt funkeiu £, (%), Ze | fi, 2 (2)| < 5
Mozeme teda vybrat takd diagondlnu postupnost {g,, ., (%)} Z1, Ze
| Yorm, ()| < % pre kazdé z, t. z.,, ze postupnost {gs, », (£)}s=1-=0 rovno-
merne a {gm,n (€)}mn--1 netvori g-systém pre bod 0, ¢m je lemma
celkom dokézand.

Veta 2. Nech P je L-priestor, nech a € P je bod s vlastnosfou g,
potom charakter bodu a x (a) =N

Dokaz: Predpokladajme, Ze plati opak, t. z., Ze je x(a) <N, a
bod a je bodom s vlastnostou . Potom je zrejmé, %e musi byt x (a) = N,,
pretoze x (@) <N, znadi, Ze bod a je izolovanym bodom, a preto nemdoze
byt bodom s vlastnostou ¢. Tak x(a) =N, a bod ¢ mé vlastnost g,
t. z. existuje takd dvojns postupnost {@u,n}mn--1, Ze plati {a,,,,n},.“’.__le a
pre kazdé m=1,2, 3, ..., ale nijakd diagondlna postupnost {dm,, n,}r-1
nekonverguje k bodu a. Ak x(a)=N,, existuje spodetny monoténny

% N, je znak pre mohutnost spocetnej mnoziny.



tplny systém okoli bodu a, a to [U(a)]={U;, Ui, Us, ...}, kde
U,DU,DU;D.... KU, existuje isty index n, taky, Ze je ay., € U,.
K U, existuje isty index ny > n, taky, Ze je a, n, € Us. Uplnou indukeiou
sostrojime diagondlnu postupnost {ay, »,}x-1, ktord konverguje k bodu q,
do je sporné.

IITL.

Definicia topologickej L-grupy”: Nech L je L-priestor spliiujaci
prvé dve axiémy pre konvergenciu a Urysohnovu axiému, v ktorej je
definovany sudet, t. z. kazdym dvom prvkom z, ¥ € L je priradeny prvok
2=z -+ y € L, s nasledujucimi vlastnostami: ‘

A. Pre kazdé tri prvky z, y, z€ L plati (z +9) + 2 =2 + (v + 2);

B. Vo L existuje prvok, ktory oznac¢ime O taky, Ze pre kazdé x € L
plati z + 0=x;

C. Ku kazdému prvku z € L existuje vo L prvok, ktory ozna¢ime
—x, taky, Ze x 4+ (—z) = 0;

D. Ak konverguje poétupnosﬁ {#a}n=1 k prvku z a postupnost
{#n}ae-1 k prvku y, konverguje tiez postupnost {¥ 4 yn}a-1 k prvku
« + y; priestor L nazyvame potom topologickou L-grupou.

x — ¥ znamend prvok x4 (— y).

Topologicktit L-grupu nazyvame komutativnou, ak pre sudet plati
zakon komutativny, t. z. pre kazdé dva prvky =z, y € L plati z + y =
=y+ 2

Pomocnd veta 1. Ked L je komutativna topologicks L-grupa
ktord m4 aspoil jeden neizolovany bod, st vietky jej prvky neizolované.

Dékaz: Ked z€ L je ten neizolovany bod, existuje potom taks
postupnost bodov {z,,},f:l konvergujica k bodu z, ze z,4x a 2, € L
pre n=1,2,3,... Ak y € L je lubovolny bod, podla C. je — 2 € L,
pretoZze je x € L. Polozme teraz y,—=x, 4y —= pre n=1,2,3,...
Zrejme je y, € L. Z vlastnosti D. a zo zdkona komutativneho vyplyva,
te {&, +y —ali=1=2 +y—z =y, &ize {y,}»"-1 konverguje k bodu
Y a yaFY Y €L pre vietky n. Tym je tvrdenie dokdzané,

Pomocnd veta 2. Ak L je komutativna topologicks L-grupa a

' D. van Dantzig, 587—626.



existuje v nej aspoii jeden bod s vlastnosfou g, maja vietky jej body
vlastnost ¢.

Dokaz: Nech z € L je ten bod s vlastnostou ¢ a nech y je l'ubo-
volny bod z L. Existuje dvojné postupnost {#,,i}mr—1 majica vlast-
nosti: {z,,Ji=1~ « pre kaidé », ale nijakd diagondlna postupnost
{#n; 2} iy += @. Polozme ¥, 5= 4,z + y — @, potom y,,; € L pre kazdé
n, & a plati {yn, 1}im=1={Zn,x+y—&}i=1>2 +y — x =y podla D. Keby
existovala diagondlna postupnost {yn, x};2 ;= 9 t. 2. {#n, ,; + 9y — 2},2,
by konvergovala k bodu y, potom plati {&,, x,}, ; = {(@n, , + ¥ — ) +
+ (@ —9)}Z1=y+ 22—y == podla D, to je viak spor. Tym je veta
dokézan4.

Veta 3. Ak L je komutativna topologickd IL-grupa, je vo L
U-axiéma ekvivalentnd neexistencii bodov s vlastnostou g.

Dokaz: Ak L je komutativna topologickd L-grupa, nech splituje
U-axiému a nech existuje v nej bod x s vlastnostou g, t. z., Ze existuje
také dvojnd postupnost {2, i}nx—1, Ze pre kazdé n=1, 2, 3, ... postup-
nost {%n,i)i=1- «, ale nijakd diagondlna postupnost {x,,,.’ k;}i= 1 nekon-
verguje k x. Podla pomocnej vety 1. bod O € L nie je izolovany, existuje
teda prostd postupnost {z,}a= 10, kde z,==0. Poloime pre n, k =
=1,2,3,... Ynt=2n + &z, postupnost {y, )1 konverguje zrejme
potom k bodu z, 4 pre kazdé n a postupnost {z, + },= 1 konverguje
k bodu z. Dalej plati Gl(zn + 2z Cu (p Yn 1), z Soho vyplyva z € ulu
(q Yn »)), priéom znakom u M nejake; 1;1noiiny M C L rozumieme uziver

mnoziny M. Z U-axiémy viak vyplyva, Ze je aj z Eu (ﬁ Yn, ). Musi teda
n, k=1

existovat postupnost {y., )~ , konvergujica k bodu z. Vzdjomne sa
liSiacich indexov %; nembzZe byt len kone®ne mnoho, pretoze v tom pri-
pade by sa tam niektory index, ktory oznaéme N, nachddzal nekonedne
mnoho a to vedie k sporu, lebo by sa dala vybrat riadkova postupnost
konvergujica k bodu sy -+ z 4= 2. Z toho teda nasleduje, ze vzdjomne
sa lisiacich indexov »; je nekoneéne mnoho a je moZné potom vybrat
z postupnosti indexov {m}ff—_, taki postupnost {n.-s}le,
,postupnosti {Z"is}ail—)() a {y"is”‘ig}m - #. To znamen4, Ze postupnost

s=1

Ze konverguju

@ ¥ A . .
{ y"i’7kis—¢zni,},:lé' z. Pretoze pre kazdé s je y,.i’,kl.a——z,,zs_znis—}—
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F Ty by, Bny = Tn kis; je postupnost {x,,l.g, "ia}:: =% o je sporné, lebo
postupnost {xnis, %), , J& diagondlna postupnost z dvojnej postupnosti
{xn, k}na,ok: 1.

Ked vo L neplati U-axiéma, existuje ist4 mnozina M C L tak, Ze
u(uM)—ud=0. Nechz € wu(uM)— u M, potom existuje postupnos
{#.} 7= 1>, kde 2, Eu M — M pre kazdé n =1, 2,3, . .. Ku kazdému
@, existuje istd postupnost {z ,,,}i=1—= @, kde ®,,€ M pre vietky
n,k=1,2,3,... Z tejto tvahy je zrejmé, ze pre nijakt postupnos

@
i—=1

postupnost {zn,xhri—1, kde 2, =2, — x, pre n,k=1,2, 3, ... Pre
kazdé n plati {2, }:>-1= 0, ale pre kazda postupnost indexov {m;, ki}:Z 1

;ndexov {m:, b} 1 postupnost {w,, k)i t>= @ Utvorme teraz dvojnit

®
i=1

diagonélna postupnost {#n; ;}i. ;7> 0. Keby totiz pre nejaku postupnost

@

{n:, %}~ 1 postupnost {2n; 1), konvergovala k 0, nuz podla vlastnosti D:
musela by postupnost {z,, "

i—1

- z, o je viak spor. Zistili sme teda,
ze plati {zn,,‘}k‘”:l—>0 pre kazdé n, ale nijakd diagondlna postupnost
!\Z'n,;y k}ie t= 0, ¢ize bod O E€ L je bod s vlastnostou .

Obecne v L-priestoroch U-axiéma a vlastnost ¢ spolu nesivisia.
Existujt totiz L-priestory, v ktorych nie je splnend U-axiéma a sudasne
nijaky bod toho priestoru nem4 vlastnost ¢. Ako priklad takého
L-priestoru ndm mdze slizit priestor P definovany takto:

P sa sklad4 z bodov roviny [%’&’ %), kde m,n=1,2, 3, ..., dalej

z bodov [—71;, 0), kde m=1,2,3,... a z bodu (0,0). L-topologiu ¢
zavedieme tam takto: {(z, y)jr=1-> (%, 0), vtedy, ak existuje isty index

K tej vlastnosti Ze pre k> K je ack::%2 a ak postupnost {y},= 0

{(@, yx) 1= (0, 0) vtedy, ak postupnost {z:}r—1—0 a ak existuje
index K s tou vlastnosfou, Ze pre k> K je g — O; nijaké iné prosté
konvergentné postupnosti v P neexistuju.

P zrejme spliiuje axiémy 1., 2., 3. L-priestoru, v ktorom bod (0, 0)

a body (%?O] pre m=1, 2, 3, ... maja charakter N, a body [%, —;1;)

m,n=1,2,3,... st izolované. Podla vety 2. je vidiet, e P nemdze

9-



imat bod s vlastnostou ¢. U-axiéma tam nie je splnend, pretoZe pre mnozinu

M= [_“”_; 1] plati (0, 0) €1 (1) — 1M,

myn=1 n
Existuji vSak obritene aj L-priestory, ktoré spliiuju U-axiému
.a obsahuji body s vlastnostou g. Citatel sa Iahko presveddi, ze prikladom
takého L-priestoru je priestor S, definovany na str. 22 v praci J. Novéka,
-citovanej na konei nasej price v literatire. Priestor S, spliiuje U-axiému
a bod 0 m4 v fom vlastnost g.

IV.

Topologia v je slabsia nez topologia u, v oznadeni v C u, ked v M Cu M
:pre kazdu podmnozinu M priestoru. Plati tito lemma:

Nech (P, u) je (H), alebo (H), alebo (H)-priestors, potom kazdy
priestor (P, v), ktorého topologia v je slabfia nez topologia u, je toho
istého typu.

Veta 4. Priestory L, (P), ..., Ly (P), Ls (P, Q), ..., Ly (P, Q)
sa (ﬁ )-priestory.

Doékaz: Ked ¢ je pevnd mnozina, je vidy i Cly pre i =1, 2, 3,

., 8, ako to vyplyva z definicii 7, ..., Iy na str. 3. Stai teda
dokdzat podla tejto lemmy, Ze je Lo (P, ) (H)-priestor. Nech

Jufi €Ly (P, @) a fr = fy, existuje isté g% € @ také, ze f; (¢*)F fo ("), -

pretoze f; a f, st spojité funkeie. Vezmime &>0 a také, ze je
2e<|fi (¢*) — f2 (¢*) |- Mnozina U(f;) resp. U(f,) vietkych takych
prvkov, 7o |£(g%) — £ (¢¥) | <é vesp. |f(q*)—f (¢")|<e je okolim
bodu f, resp. f;, lebo nijakd postupnost z komplementu nemdze kon-
vergovat k f resp. fo. Dalej je U (fi) N U (f2) =0, pretoze keby bolo
FETTINT ), bolo by sicasne platné | f (g% — fi (¢) | <¢
|£(2)— () | < e, 8i2e) £ (6%) — o @) | <1 (@*) — i (a*) | + 1 (@) —
—/f2(9*)|<2¢ o je sporné, teda je Lo (P, @) (H)-priestor.

Je zndime, e priestor L, = L, a nespliuje U-axiému, dalej ze

% Fréchet, 205. Budeme hovorit, ze (P, w) je 1. (H), 2. (H), 3. (I:i:)-priestor,
ak pre kazdé dva rdzne body x, y € P existuju také okolia O (z) a O(y), Ze plati:
L 0@)N0(=0,2 {u 0@ NO0)}U{0(@)Nu0(y)}=0,s. {u0(@)}n{u0@)}=0.
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Ly= L,= L; je metricky priestor s metrikou: vzdialenost (fi, f:) =

— max 'fl (Z) '—'“fz (56) l .
®€<0,1>

Vsimnime si teraz kartézskeho sudinu priestorov spojitych funkeii.
Kartézskym saéinom L dvoch topologickych priestorov L a Ly, v ozna-
deni L =L, X Ly, nazyvame mnozinu bodov z=(#;, %;), kde z, € L,
a #3 € Ly, v ktorej je topologia definovand pomocou okoli nasledovne:
Okolie bodu z = (%,, ;) € L je kazd4 takd podmnozina G, X G5 C L,
7e G, je okolim bodu z; a G, je okolim bodu ,.

Veta 5. Ked si dané dva neizolované L-priestory L, a L, a
Jjeden z nich obsahuje bod s vlastnostou g, kartézsky sucin L, X L,
nie je L-priestor.

Dokaz: Nech L; obsahuje bod z s vlastnostou ¢, t. z. existuje
takd {@n,ifmr—1, 2€ {Tna}im1i-=2z pre =1, 2, 3, ... a nijaké dia-
gonalna postupnost {%,,, ki}i—, Die je konvergentni k bodu . Nech y € L,
nie je izolovany bod, t. z. existuje takd {yu}r=1, Ze {Ya}r—1-=y a
Yoy pre n=1, 2, 3, .... V mnozine M = ﬁ(x,., %, Yn) Neexistuje

n, k=1

postupnost {&°}’= 1= {(#n;, 1, ¥n,)},—, konvergujiica k bodu (%, y), pretoze
potom by bolo {un, )" ==, ¢ je sporné. Naproti tomu kazdé okolie
bodu (#, ¥) na neprizdny prienik s M, ak totiz G= G, X G, kde G,
resp. G5 je okolim bodu z resp. y v L, resp. L, potom existuje isty
index K (n) taky, ze #n,.€ G, pre k> K (n) a index N taky, Ze
Y» € Gy pre n> N, dize (&n,x, Yn) EG pre vhodne velké n a k, t. z.
"GN M=0. Z toho vyplyva, ze (%, y) Eu M vo L, &m je dokizané,
ze kartézsky suc¢in L nie je L-priestor.

Nech (L, u) znacdi priestor vietkych spojitych funkeii definovanych
na intervale <0,1> s takou topologiou u, Ze (L, u) je topologickou
L-grupou a neeh splituje okrem toho eSte nasledujicu podmienku:
Ked {fi(#)}¢=1 je konvergentni postupnost v priestore (L, ) a ked
fi(0) = fi (1), d-procesom utvorend dvojné postupnost {f; i (#)}ix —1 ma
td vlastnost, e v kazdom riadku je konvergentni,dize {f:.(®)}i—1 je
konvergentnd v (L, ) pre i=1, 2, 3, ....

- Veta 6. Nech (L, u) a (L, us) si dva L-priestory vSetkych
spojityeh funkeii definovanych na intervale < 0,1 > s predchddzajacimi
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vlastnostami, nech I C % Cly pre i=1,2. Potom nevyhnutn4 a postatujuca
podmienka, aby kartézsky stéin (L, %;) X (L, us) bol L-priestorom je
Uy = Uy = l;. ‘

Dokaz: Podmienka postadujuca: Nech u, —wuy, —=1;, st potom
(L, u,) a (L, us) metrické priestory, teda aj kartézsky sudin (L, u,)X
X (L, ug) je metricky priestor, &ize aj L-priestor.

Podmienka nevyhnutns: Nech %, 3=, t. z. existuje aspoli jedna také
postupnost v (L, uy), %e {fx (#)}i=1-=/f(z), ale nekonverguje rovnomerne,
t. 2., %o {fy () —f(#)}r'=1 konverguje k nule nerovnomerne v (L, w,).
Ozna¢me dy = f; (0) — fr (1) — [f(0) —f(1)], potom iste {dp}r=1~0,
teda je aj {di.z}i=1=0 v L; teda aj {d;.z}=1=0 v (L, u,), lebo
je lsCuy Poloime ¢, (x) =fi(x) —f(®) + drx € (L, u,), potom je
podla vlastnosti D. {g; (2)}i=:1=0 v (L, u,). Dalej je g (0) = f (0)—
— J0) & ge(D)=Ffe (1) — f(1) + d= f () —F(1) + f O) — fu (1) —
— £0) + £ (1) = (0) —F(0) = 9. (0). Pretoze {g4(@)}i=1=0 v Ly,
potom {¢; . (#)li=1=0 v L, pre kazdé i—=1, 2,3, ... kde
{@ix@)}ir—=1 je dvojni postupnost vytvorend z postupnosti {g: (2)}=1
d-procesom. Z tohto, z u,Cl, a z predpokladu vlastnosti (L, u,)
vyplyva, Ze {gi(2)}i=1=0 pre kazdé i=1, 2, 3, .... Postupnost
{¢: (#)}i'= 1= 0 nerovnomerne v L, lebo {f. (r)—f(#)}i= 1 konverguje
k nule tiez nerovnomerne, tak je mozné podla vety 1. vybraf isty
o-systém, oznadme ho {@i, (#)}7,_,, pre bod O v L,. Pre kazdé
i=1,2,3, ... je {@i,()}"_, postupnost vybrand z i-tého riadku
a teda je postupnost {¢i,x,(#)}_ ;=0 v (L, w,) pre kazdé i=1, 2, 3,

., pretoze {@i(2)}i=1=0 v (L, ). Kedze nijaké diagondlna
postupnost toho systému nekonverguje k O v L;, nekonverguje k O
ani v (L, u,) pretoze u; Cl,. Teda je {g;x, (cc)}l.":’&:1 @-8ystém pre bod
0 v (L, u) a bod 0 mé v (L, u,) vlastnost g. Pretoze (L, u,) nie je
izolovany priestor, nie je kartézsky sacin (L, u,) X (L, uz) L-priestorom
podla vety 5. Celkom podobne sa dokédze td veta, ak plati ug =15

Specidlne kartézske su¢iny L;X L; a Ly X L, nie sa L-priestormi.
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BoBongm

1. JmaroHajpHas MONIIOCIENOBATEIBHOCT, MNBOHHON TIocJaemoBaTelb-
[=-] [==] .
HOCTH { xm,n}m, n =1 €CTh IOCIEeTOBATEIBHOCTD { Xm; ng }i _ 1, U3 KOTOpOIi

. (==
HeJb3A U3 IO0CJeNoBaTelbHOCTH IoKazaTedeil { mil { —1 BBIIEINTH IOCTOAH-
HYI0 NOANOCJeNOBaTeNbHOCTE. TouKa x B IIpocTpaHcTBe L umeer cBOIICTBO o,
o =]
ecii CYIIeCTBYeT TaKOBa [BOIHAA IOCTENOBATEJIbHOCTH {xmn} mon =1

ToueK W3 L, yTo Kajkmas CTPOKA CXORUTCA K TOYKe X (3JIeMEHTH C IBYMA
MMoKasaTeJAs MM MBI IIMIIeM B BHUAE MATPHIEI B KBaJpPaTHOH cXeMme), HO HHKa-
Kasg [quaroHajJpHas IOCJdeNoBaTeILHOCTh HecxomurcAd K x. Takyio cucremy

< .
{xm‘”}m, » — 1 MBI HasbBaeM TOKe ¢ - CHCTEMOM JIJIA TOUKH x.
Tlonm L, nnu-xe L, (B TekcTe PaGoTH MBI 0Go3HauaeM ero uepes L), pasy-
MeeTcsl TPOCTPAHCTBO HeNPePHBHBEIX (YHKIMII oONpeTelleHHEIX HAa OTpe3kKe
==}
<0.1> u rme {fn (%) }n _1 = f(x), ecim aTa HOCTENOBATEILHOCTH CXOMUTCHA

B KAKMOH Touke xo 0T <0,1> K f(x0), Nin-3e, eciin 3T MOCIEIOBATEALHOCTD
paBHoMepHO cxoxuTeAa Ha <0,1> ® f(x).l; unm-xe l, 0603HAYAIOT TONOJOTHUIO
B L, mimn-me L,. Eciim Touxka x mpocrpaHcTBa L uMeeT cBOIICTBO ¢, TO €& Xa-
paKTep HencyHucJseMbli.

2. Ecan {fk (%) };L 1 €CTb II0CIIeN0BATEeIbHOCTL HellPePLIBHBIX (GYHKIui

onpefelleHHEX Ha <(0,1>, musA KoTopeix ecTs B cuie fk (0) = f& (1) masa

1 . .
k=123..., To Honommm maa 0<x<— (i =123..) fip @) = fu (ix)
. 1
U [as BceX 3HaveHmit mokasartemedr i, k=1,23.... . fi, (x + T) =
2 . i —1 .
= f,k (x+—iv>= =].',k(x+~l : )=f,~,k(x). HopoTko MBI 6ymeM aBoii-

<o ~
HYI0 IOCIeI0BATEIbHOCTD {fi’k(x)} i,k — 1 HA3pIBaTh NBOMHOM IOCJIeRXOBaTEb-
|
HOCTBIO BHIB€J[€HHOM 13 MOCIef0BaTeIBHOCTH 3 f;, (%) (k=1 omepanueii d.
=) o o
Ecan {“n P } n k=1 €CTHb JBOMHAS II0CIENOBATEJILHOCT, TO MBI JBOWHYIO

(=]
HOoCcJexoBaTeJILHOCTh { "ns, ky } 6r =1, e < nyngC....1m Ey Thy<kg<l....

OymeM Ha3bBATL MABOIHOI HOXIOCIENOBATENIBIOCTHIO IIOCJETOBATEILIOCTI

©
Ok (nk=1"

ITyctn { Jfl:(x)}f___l eCTh II0CJIeHOBATEeIBbHOCThL cXomAmasca K 0 B L,
(B L; 0 oGosHayaeT (yHKUUIO PABHAIOIIYIOCA TOMAECTBEHHO HYJ0O), NYCTh
@@= Qpaak=1,23,...., 0ycThb {fi'k(x)}fk -1 €CThb [BONHas mocxe-

o [==] .y
ZFOBATENLIOCTDL BLIBEIeHIas U3 nocnenonmenbnom‘ﬂ{jk (%) } L =1 olepanueii d,
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TO Heo6XoauMoe M HOCTATOUHOE ycaoBue ToOro, yT1oOBl U3 OBONHOI mociemo--

BaTeJbHOCTH { ﬁ % (®) } fk _1 Heap3sad OblI0 BHIOPATh HHAKAKYIO @-CHCTEMY,.

==}
nadg Toyka 0 ecTh, uTOOH IOCJIENOBATEJIbHOCTH {fk (x)'}k=1 HeCcX0omMuiIack

paBHOMepHo K Touke 0 B L;. B mpocrpaHcTBe L, HAXOXATCA TOUKM MMeEOILHE -

CBOWCTBO o.

3. Tomoaormueckoe £ -HIpocTpaHCTBO L; KoTopoe HCIOJHAET JBe aKCHU-
oMHl cxonumocTn Dpemera 1 aKCUOMY YPHCOHA, MBI Has3blBaeM KOMYTATUB-
HOIl TOMOJIOrMYeCKOW TPYHIION, eciiu KayKmMoil mape 3JeMeHTOB x, ¥y, ¢L mpu-

cy:xmeH aaeMeHT u3 L, Ha3BaHHBII UX CYMMoil m oGo3HayaeMmslii z = x 4 ¥,.
IPH TOM cHpaBenduBo: I. MaA Bcex x,y,z¢eL ecth (x +y) + 2 =x + (y+ 2),.

II. mna x,y ¢L ectb x4+ y =y + x, III. cymecrByer siemeHT 0 ¢L Takoii, ute

x4 0 =x gna rRaxkmoro x ¢L, IV. qna Kamkmoro x eL cymiecTByeT 3JeMeHT -

— x ¢L taxroii, uto x* + (—=x) = 0, V. ecan {xn}f=1 =% " {yn}f=1 >y,

[==]
TO {xniyn}n=1 =xty.

Eciu L ectp TomoJlorMYecKas KOMYTaTMBHAsA rpylma, To Heo6Xomumoe -
H YIOBJIETBOPHUTEIbHOE YyCioBHME TOro, uTroGhl IpocTpaHcTBO L wmcHodHANO-

TpeThl0 aKcmoMy HypaToBCKOro ecTh, YTOGH! He CcyIllecTBOBaja TOYKa, 06Ja-
mapiiasg cBOVICTBOM o.

4, Ecmu L’ u L” cyTh nBa Hems3oJupPOBAHHEIEC £ -IPOCTPAHCTBA M €CIIN

XO0TA OXHO M3 HUX COHLEPIKHUT TOYKY C CBOMCTBOM ¢, TO MX KapTescKOe INpo- -

U3BeleHne He sBIsAeTca £ -IPOoCTPAHCTBOM.

3uakoMm (L, u) 0603HAYUM TOMOJIOTHYECKYI0 KOMYTATMBHYK TIDYIIY He-
NpepPLIBHEIX (YHKIMI ollpeqesleHHBIX Ha oTpeske < 0,1>>, B KOTOPOM cXOmu-
MOCTL ¥ BBIIOJHsIeT cJefylolllee YCJIOBUe: Kaskaas OBoliHaA IlocjenoBa-

(=] .
TeJAbHOCTD {ﬂ k(x)} ik —1 BBIBeIEHHAS U3 CXOHAIIelicA MOCTeN0BATEILHOCTH

{fk (x)},‘:"= , omepanueii d o6IagaeT 3TUM CBOMCTBOM, YTO B KaAOll cTPoKe -

OHO COMEPIKUT CXONAUIYIOCA ITOCJIEXOBATeIHHOCTD.

Ecau (L,uy) u (L, u,) cyrh gBa .f-IpoCTpPaHCTBA HMe0IUe YIOMAHYTOe
cBoiictBo, e I, <u, <l m l, <u, <l (rme sHak u <_v oGo3HauaeT, uyTO
TOIOJOTHS u Gollee ciafasi 4eM TOIOJOrMsA v), HeoGXONUMOe M IOCTATOYHOE
YCIOBHE TOro, YToGhl MX KapTescKoe NMPouaBefeHne GBLIO L - ITPOCTPAHCTEBOM,

€cTh Uy = u, = l,, Cnemmanso L, x L, u L, x L, He cyTh £ -TIPOCTPAHCTBAMH. .



Résumé

1. Une suite diagonale extraite d’'une suite double %, n}myn=1 €8t
une suite {x,,,l., "a}iw=1 telle qu'il n’est possible d’extraire aucune suite
-constante de la suite des indices {m;};~1. Un point # dans 'espace (.£) L
posséde la propriété ¢ quand il existe une suite double {m,n}m n—1 de
points de L telle que chaque ligne converge vers le point z (nous
imaginons ces éléments & deux indices rangés dans un schéma carré
4 la fagon d’une matrice), mais aucune suite diagonale {Z,, .}i=1 ne
converge pas vers #. Un tel systéme {&m,n}m n—1 sera appelé aussi un
systéme ¢ pour le point 2.

L, resp. L, (dans le text complet de notre travail, nous le dési-
_gnons par Lj), est 'espace des fonetions continues définies dans I'interval

- < 01> et ot {f,(2)}a=1-=f(2), si cette snite converge en chaque
‘ point z, de < 0,1 > vers f(z,), resp. si, cette suite est uniformément
-convergente sur < 0,1 > vers f(x). Soit l,, resp. I3, la topologie dans
L,, resp. L.

Si le point z de l'espace (£) L posséde la propriété ¢, le carac-
tére de ce point est non dénombrable.

2. Soit {f%()}i1 une suite quelconque de fonctions continues
-définies dans < 0,1 >, soit f(0)=/f, (1) pour k=1, 2,3, ... . Si
ngg_%— (i=1,23,...), posons f; (%) =fi (i z), et pour toutes les

valeurs des indices ¢, &k (i, k=1, 2, 3, . ..) écrivons f,,k(a} + %] =
= fix (x + —f—) = ...=fir (x + L —1— 1] =/, (#). Nous dirons briéve-
ment que la suite double {/; x (#)}x=1 a été dérivée de la suite {f, (z) i1
par l'opération d.

Soit {an, 1}n+=1 une suite double. La suite double {a, s }sr—1 ol
< ng <ty < +v. et by < Ty <ls< ...sera appelée une suite double
extraite de la suite double {a, i}ms—1.

Soit {f(#)}s=1 une suite convergente vers O dans L, (dans L,
‘0 est la fonction égale identiquement & zero), soit f, (0)=/f (1) pour
k=1, 2, 3, ..., soit {f;,:(2)}Tx=1 la suite double dérivée de la suite
{/fe @)}Z1 par Vopération d. La condition nécessaire et suffisante pour
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qu’on ne puisse pas extraite de la suite double {f; . (¥)}i’x=1 un systéme ¢
pour le point O dans L,, est que la suite {f, (z)}, converge]uniformé-
ment| vers 0 dans L;. Dans l'espace L, il y a toujours des {points jouis-
sant de la propriété .

3. On dit, d’aprés D. van Dantzig, qu’'un espace (£) L, satis-
faisant aux deux axiomes de convergence de Fréchet ‘et agl'axiome
d’Urysohn, est un groupe topologique commutatif, lorsqu’on fait corre-
spondre & chaque couple de points #, y € L un élément z € L,  appelé
leur somme et désigné par z=x 4y, de fagon que: I. pour tous
z, ¢y 2EL on a (®+y)+2=x-+4 (y+2), 1L pour z, y €L on a
z +y=1y+ =z IIL il existe un élément O € L tel que z 4 0 =2z pour
chaque # € L, IV. pour chaque z € L il existe un élément — z € L tel
que =+ (—x)==0, V. si {#u};o1=2 et {yn}oz1—y, alors on a
{@n + Yn}r=1 =zt y.

Soit L un groupe topologique commutatif. La condition nécessaire
et suffisante pour que dans L le troisiéme axiome de Kuratowski soit
rempli est que dans L il n’existe aucun point ayant la propriété e.

4. Si I et L” sont deux espaces (£) non isolés et si aujmoins
un de ces espaces posséde un point jouissant de la propriété ¢,"leur
produit cartésien n’est pas un espace (£).

Par (L, w) sera désigné un groupe topologique commutatif de
fonctions continues définies dans l'interval < 0,1 > dans lequel la conver-
gence satisfait & la condition suivante: chaque suite double { i, (#)}x=1
dérivée d’'une suite convergente {f (#)}s=: par I'opération d posséde la
propriété que chaque ligne est une suite convergente.

Soit (L, u,) et (L, up) deux espaces ayant chaque la propriété qui
vient d’étre définie, oit Il Cu; C; et I, Cus Cl; (la notation » C v indi-
que que la topologie u est plus faible que la topologie v). La condition
nécessaire et suffisante pour que leur produit cartésien soit un espace (L)
est que w, == uy = lp. Spécialement, les produits cartésiens L, X L, et
L, XL, ne sont pas des espaces (0).



