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CGasopis pro pdstovani matematiky, roé. 76 (1951)

‘REFERATY A CLANKY

O APLIKACICH MATEMATICKE LOGIKY NA MATEMATIKU
BRONISLAV KNASTER, Wroclaw.
(Doklo dne 18, III. 1951.)

Prof. Dr B. KNASTER piednégel v tinoru 1950 v Praze o matematické

logice a jejich aplikacich na ruzné matematické otézky. Obsahem

¢élanku jsou tyto pfednésky. Je v nich ukézéno, Ze logika je nedilnou
&asti matematiky. Hlavni body jsou: Potet vyrokovy a jeho uiiti,
potet kvantifikatora, theorie mnozin & relaci, axiomatisace a formali-
sace matematickych theorii a koneéné metamatematika.

Thema téchto pfedndsek!) je tak zdkladni a obsdhlé, Ze by vlastné
vyzadovalo zvlastni monografii. Proslovil jsem je na pfdni prof. Ep.
CecHA jako informativni prehled, spiSe se dotykaje thematu nezli jej
rozvijeje. V nékolika hodindch piedndiek tézko lze jit do podrobnosti.
Spokojim se tedy nékolika obecnymi tivahami a specidlné vybranymi
konkretnimi ptiklady, které podle mého minéni zasluhuji pozornosti
matematiki. Nékteré z nich jsou obsaZeny (mezi mnoha zndméjsimi
a podrobnéji vyloZenymi aplikacemi) ve znamenitém dile MosSTOWSKEHO
[29]; zd4 se mi, Ze je to nejp8knéjsi knizka z matematické logiky, kterou
zndm (pracuje se na novém rozsifeném vyddni v anglickém jazyce).

Budu také dbati, abych z méné zndmych ptikladd vybral pfedevsim
takové, které mohou odstranit chybné ndzory nebo nedorozuméni. Tim
budu povazovat svij cil za dosaZeny. :

Nejsem specialistou v matematické logice. Mnohé tsudky, které
vyslovim, maji subjektivni charakter a stanovi muj osobity nazor; nelze
je miti za obecné uznané ve védé.

Predmétem badéni v logice jest — jak zndmo — usuzovdni. Ukolem
logiky matematické potom jest — zhruba Fefeno — formalisace matema-
tického usuzovéni a analysa tohoto usuzovéni s hlediska methodologie,
ale methodologie pojimané jako exaktni véda, jako specificky deduktivni
systém, nazyvany dnes metamatematika. Zdiaraznuji zde ohromnou
dalezitost tohoto 8ystému, dnes jesté nedostatedné uzndvanou.

Véichni si uvédomujeme, Ze pfes nesmirné pokroky matematické
logiky jeji vystavba je teprve v poéitcich. Od Boora uplynulo sotva
sto let. Dalsi rozvoj matematické logiky jako kazdy vyznamnéjsi pokrok

1) Proslovenych v tnoru 1950 v Matematickém tstavu Ceské akademie véd
a uménf v Praze.



védy jest spjat s pfekondnim uréitych zdsadnich potiZi povahy psycho-
logické a tradi¢né filosofické. P¥esto uz dnes, pravé dik metamatematic-
kym objeviim, poéinaji se rysovat mlhavé obrysy nddherné budovy
budouci matematiky a ziroven i budovy deduktivnich nauk vibec.
Mimo jiné jiz ddvno vime, Ze v matematickém usuzovani nehraje hlavni
tlohu 8kolské aristotelovskéd sylogistika (ktera je dnes spiSe drobnym
a nezajimavym jiz fragmentem theorie mnozZin nebo relaci), aniz ji hraje
vyrokovy poéet, nybrz pfedevsim podet kvantifikdtord (/7 a X). Ukdzalo
se téZ — a na to se dnes jesté klade p¥ili§ maly diraz — Ze vSecky pojmy
moderni matematiky se redukuji podstatnym a pfirozenym zptsobem
na libovolny ze t¥i zdkladnich pojm mnoZiny, relace nebo funkce
{z nichZ kaidy se d4 ostatné definovat pomoci kteréhokoliv z obou ostat-
nich). Ve skuteénosti dosud zndmé zpisoby budovéani zformalisovanych
matematickych systémi témito prostiedky jsou jesté velmi nedokonalé
a piili§ rozvlaéné, nez aby se jich mohlo prakticky uzivat; pfes to v uréi-
tych aplikacich — jako je na p¥. analysa pojmu &isla, prostoru, integralu,
pravdépodobnosti — odstranily jiz tolik pfedsudki a tak dalece prospély
dal§imu rozvoji matematiky, Ze jejich znalost je dnes nezbytnou &asti
obeeného matematického vzdélani.

Jeité jedna obecnd uvaha, kterou jsem vlastné mél v dmyslu po-
védét aZ na konci. Tvrdi se, Ze matematicka logika neni pro matematika
pracovnim ndstrojem, nybrz Ze mu dd pouze jiny, hlubsf ndzor na mate-
matiku nezli pouhé naivni vyciténi logickych zdkond intuici; Ze mu ne-
usnadni nalezeni novych matematickych vét a jejich dikazi ani ho ne-
naudi feSeni problémi. ,,Student, ktery zmlzZe kurs logiky — pise
MosTOoWwSKI (v. [29], str. 2) — zisk4 sice solidni védomosti o matemadtice,
nestane se viak automaticky lepSim matematikem‘‘. Nezcela s tim sou-
hlasim. Student mo#né, ale profesiondlni matematik badatel nikoliv.

Décko, které se naudilo chodit, nemusi znit zaklady statiky, a po-
zné-li je, nebude chodit 1épe. Ale zavodnik bézec, lyza¥, trenér, zvlasté
v8ak instruktor, dojde k lepsim vysledkim ve své prici se znalosti
mechaniky béhu nez bez ni. Uvedu pfiklady, jak diky vyjaddieni matema-
tickych premis logickymi formulemi nejednou se mi podafilo vyhnout
se hleddni dikazi vét v nevhodném sméru. Uvedu také ptiklady, jak
matematickéd logika uéi matematika badatele kldst problémy (byt i ne
je Fesit). Povazuji to za jeji nejdtlezitéjsi aplikaci. Nebot se mi zd4,
Ze matematickd logika je pro matematika nééim vice ne% ndstrojem:
jest ukazatelem cesty.

Rovné% se tvrdi, Ze matematika je nastrojem pro fysiku, fysika pro
biologii atd. Dosli bychom k timéfe:

logika ~  matematika
matematika  fysika

Tento nézor se mi zd4 zdsadnd nespravny a historicky nedoloZeny. Pravda
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jest, ze moderni theoretickou fysiku vytvotili ve znaéném stupni matema.-
tikové, ale pravda je také, Ze rovnéz moderni matematickou logiku
vytvorili matematikové, a ne logikové matematiku. Poéinajic .LEI1B-
N1ZEM a kondfc HILBERTEM nejznamenitéjsi logikové byli zaroven mate-
matiky. To plati rovnéz pro logiky mladsi generace (FODEL, MALCEV,
MosTowski, Novikov, TARSKI). Dnednt matematickd logika jiZz nejen
Ze neni ndstrojem, ale neni ani filosofickou basi nebo zdkladnou mate-
matiky: je prosté édsti matematiky samotné. V souborném dile Akademie
nauk SSSR ,,Matematika v SSSR ze tridcat let 1917—1947° je prvni
oddil cele vénovin matematické logice. '

Predpokldddm, %e matematickd logika je pf{tomnym zndma aspon
ve svych hlavnich &¢astech, které tvoii zdroven mezniky jejiho historic-
kého rozvoje. Jsou to:

I. Vyrokovy pocet.
II. Podet kvantifikdtora.
III. Analysa matematickych pojmi (theorie mnozin a relac).
IV. Axiomatisace matematickych theorii.
V. Formalisace matematickych theorii.
VI. Metamatematika.

V témz potddku pojedndm o jednotlivych aplikacich.

I.Vyrokovy poéet. Budtez a,b,c, ... vyroky, 1 logickd hodnota
pravda, 0 logickéd hodnota nepravda,’ negace, 4 alternativa, . konjunk-
ce, — implikace.

Zném je vzorec PORECKEHO (ktery byl jako LoBACEVSE1J profesorem
university v Kazani, ale o ptl stoleti pozdéji), ktery ddvé pro n vyrokd
rozvoj jednotky na 2" vyrazi a tedy na pf. pro 3 vyroky a, b,c na 8
vyrazi:

1 = abc + abc’ + ab’c + a’be + ab’c’ + a’be’ + a’b’c + a’b'c’. (1)

Tento vzorec se vyskytuje také v podtu rozsahii pojmu. Kazd4 véta
vyjadiujici jakykoli logicky vztah mezi vyroky a, b, c miZe se pomoci
vySe vyjmenovanych logickych operaci zapsat v ekvivalentnim tvaru
formuli vyjadfujici, Ze soudet nékterych &lend mnohoélenu (1) je roven
nule.

Uvedme jako piiklad klasicky problém jednoduché zavfené kfivky
(t. j. homeomorfniho obrazu kruZnice) v roviné. JORDANOVA véta pravi,
%e ka?d4 jednoduch4 zaviend kiivka rozting rovinu na dvé oblasti a jest
jejich spole¢nou hranicf. TéZ je zndmo, Ze ka?dé kontinuum, roztinajici
rovinu, které je spoleénou hranici vSech svych dopliikovych oblasti,
jest irreducibilnim Fezem (t. j. takovym, jehoZ ¥4dnd &dst uZ neroztind
rovinu) a naopak. ScEONFLIES [33] vyslovil vétu, kterd by byla obracenfm
véty JORDANOVY, Ze totiz kazdé kontinuum, které roztind rovinu na dvé
oblasti a jest jejich spolednou hranici, je jednoduchou zav¥enou kiivkou.
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BrouwERr [4] prokézal jeho omyl objevem nerozlofitelného kontinua
(t. j. takového, které neni sout¢tem dvou jinych kontinui), které roztind
rovinu na dvé oblasti a jest jejich spolednou hranici. Z¥ejmé vSak tim
nebyly vyderpédny viecky logické vztahy, které by mohly platit mezi
vyroky:
- a. kontinuum K jest homeomorfni s kruZnici,

b. kontinuum K jest irreducibilnim fezem roztinajicim rovinu

na dvé oblasti,

¢. kontinuum K jest nerozloZitelné.

V JORDANOVE vété jest obsazena implikace a — b, coZ se dd psati
také ab’ = 0 neboli ab’c 4 ab’c’ = 0; vzhledem k rozlozitelnosti kruZnice
a jeji existenci v roviné plyne z toho jesté m. j., Ze abc = 0 a abc’ + 0,
ale problém logické hodnoty ostatnich ¢lentirozvoje (1) ziistaval otevieny.

ScHONFLIES tvrdil, Ze b — a, coZ se dd psati
. a'bc + a'bc’ = 0. 2)

Brouwer dokdzal objevem svého nerozloZitelného irreducibilniho
fezu, Ze a’bec =+ 0. Ale — coZ je nejzajimavejsi — také druhy élen rovnice
(2) neni roven 0. To odlivodnil KuraTowskrI [20]. On dokézal obecné,
Ze kazdy irreducibilni fez roviny je budto homeomorfn{ s kruZnici, nebo
ie nerozloiltelnym kontinuem nebo je souétem dvou nerozloZitelnych
kontinui; fezy poslednich dvou druhtt skuteéné existuji (BROUWER [4],
K~asTER [15]). Co se tyée formule a’d’c 4 0 neboli existence nerozloZi-
telnych kontinui, které nejsou fezy, podal takovy piiklad jiz JawI-
SZEWSKI ve své proslulé doktorské préci [14]; zjednoduSend mnou kon-
strukce toho piikladu se najde ve vy3e citované prici KURATOWSKEHO.
Zbyvé a'b’c’ = 0, coz je trividlni. Teprve kdyZ takto byly stanoveny
logické hodnoty vSech &lend mnohoélenu (1), mizeme problém vztaht
mezi vyroky a, b a ¢ povaZovat za vyerpany.

Tento pfiklad udf mimo jiné, jak se maji kldsti problémy. V matema-
tickych publikacich se ¢asto najdou dikazy jednoho vztahu nebo dvou
vztahi mezi nékolika, na pf. tfemi, pojmy bez zminky o jinych vztazich
mezi nimi, které napadaji mysliciho &tendfe. I kdyZ étendi sdm se témito
vztahy zabyvé a odtivodni je nebo je vyvriti, riskuje, Ze udéld néco,
co jest jiz odjinud zndmo, a nikdy nebude mit jistotu, Ze thema vy¢&erpal,
dokud si nezjist{ podle vzoroe. PORECKEHO, zda si vSiml viech moznych
vztahl, Proto matematik mé vidy uvést we své praci, které vztahy mezi
pojmy vyskytujicimi se v jeho vétd ]SOll ]1z znémé a které jsou jesté
otevienymi problémy. Proto také povaZuji uZivini vzorce PORECKEHO
za jednu z nejjednodulsich zdsad planovdnt matematického bdddni.

K jak neotekdvanym vysledkim mize ‘nékdy vésti nedbéni tohoto
postuldtu, ukazuje jiny pifklad z mé praxe. Moore [28] vyslovil jistou
zajimavou vétu obsahujicf p&t predpokladé. Zkouméni vztahé podle
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vzorce PORECKEHO uk4zalo, Ze t¥i z nich jsou zbytetné a e dtvrty se dd
oslabit pfi vhodné Zméné phtého; dikaz takto zostfené véty byl predmé-
tem zvld$tni pubhkace (KnaSTER a KuraATOWSKI [17]).

II. Pocet kvantifikatori. Historicky vyznam, ktery mély apli-
kace podtu kvantifikdtori pro rozvoj matematiky (zejména v oboru
pojmi z analysy), je vSeobecné zndm. Vime, jakou tlohu hraly spravné
definice pojmt limity, spojitosti a integrdlu. Vime, jak dik precisaci
pojmu limity mohly se odstranit z matematiky takové zbyteéné a mlha-
vé vyrazy, jako &isla nekoneén$ mald a t. p., které po dlouhy éas byly
prameny nedorozuméni. Vime také, s jakou pfesnosti vynikne struktura
téchto pojmi, zapiSeme-li jejich definice pomoci kvantifikdtori. Vse-
obecné zndmé jsou ndsledujici piiklady:

1. Rozdil mezi spojitosti nebo konvergenci a stejnomérnou spoj ztostz nebo
stejnomérnou konvergenct.

Definice spojitosti funkce f(x) v kazdém bodé x mnoZiny M d4 se
napsat ve tvaru:

II I X IT {(z—=| <)~ ([f(x) — f(z,)] < e},

e>0 zsM 6>0 zeM
kdezto definice stejnomérné spojitosti ve tvaru:

onmxrmoiI {(z—z| <d)— (]f(x)—fx, | < &)}
e>0 6>0 2eM z,eM
Podobnsé definice konvergence posloupnosti funkei {f»} k funkei f
v kazdém bodé x mnoZiny M dé se napsati takto:

II IT X II {(n < mg) — (|fu(x) —-—f(z[<8)}

e>0zeM n, n

naproti tomu definice stejnomérné konvergence bude miti tvar:

IT X I IT {(n < my) — ([fal®) — fl2)| <€)}
>0 nozeM n
Vidime, Ze pfechod od obyéejné vlastnosti ke stejnomérné pozistavs
v zaméné pofddku kvantifikdtort /T a X — to je pravé rozdil v logické
stavbé téchto pojmu*). Totéz plati o ste]nomérné platnosti rovnostf,
nerovnost{ a jinych podminek.

Vime, jakou potiz &inf zaditednikovi pochopeni tohoto rozdilu
na podkladé pouhého znéni slovnich definic. Naproti tomu ten, kdo se
]edmkrét sezndm{ s uvazovanym rozdilem na podkladé vzorch zapsanych
pomocl kvantifikdtord, mkdy nebude na pochybach’ ani' v dobé zkousky

ani pfi aplikaci téchto pojmi v usuzovani : ) 'd
2. Pojem emstence v matematice. Jak zndmo, tento pojem byl po

*) V. Banach [l], str, 11—12, kde ,,methodé kva.ntxkaétorﬁ“ ]9 vénové.na '
znaéné dast § 1.



dlouhy &as thematem vleklych spori filosofické povahy mezi vynikaji-
cimi matematiky. V téchto sporech se zrcadlily skoro vi8ecky ndzory
tehdejswh idealistii, kteif ostatné — jak se ukdzalo — sp0]ovah S po-
jmem existence velmi razné intuice.

Podle jednéch (jako na pf¥. podle POINCAREHO) existence v matema-
tickém smyslu byla prosté identickd s bezespornosti vzhledem k axiomiim
a vyzadovala tudiz dikazu této bezespornosti (,,nestaéi cosi definovat,
aby to cosi existovalo‘‘). Oni vytvofili celou theorii definici ,,predika-
tivnich a ,,nepredikativnich, pfi ¢em% ve druhych vidéli pramen
antinomif. Ale ani co do predikativnostimebylo shody.

Nebot jini uznévali existenci teprve tehdy, byla-li poddna methoda
konstrukce, kterou vSak podrobovali rtznym podminkdm (BOREL,
LEBESGUE, BROUWER). Nemohu tu ovS8em rozvadéti podrobnosti;
dotknu se toho jesté pfi uvazovdni metamatematického pojmu efektiv-
nostt (v. str. 17). Zde pak se omezim na tvrzeni, ze — jak se mi zdd —
cely ten historicky spor spoélval do zna¢ného stupné v mateni filosofic-
kych pojmi s loglckym pojmem X' (malého kvantifikatoru). Jeho definice

zni takto:
- Zf(x) = Uf()'T. 4)
z z
Nezndm v matematice Zddného piipadu — a povaZuji to za fakt
materidlné stvrzeny — ve kterém by se slova existuje uzilo v ]mem

smyslu nez ktery je popsén ve (4), a pouze v ‘tomto smyslu se ho uZivd
ve zformalisované matematice. Také si nemohu predstaviti, Ze by cely
ten spor mohl vzniknout v jazycich, ve kterych by pro vyjiddteni malého
kvantifikdtoru nebylo slova existuje, nybrz pouze na pf. ,,pro nékteré ...,
Zd4 se mi, Ze objasnén{ tak zdkladni véci jest jednou z nejdulezitéjsich
aplikaci kvantifikdtorového podtu.

Oba uvedené priklady je moZno mnalézti ve skoro ka?dé moderni
udebnici matematické logiky. Za to méné zndmy jsou dilezité piiklady
aplikace podtu kvantifikdtorii v konkretni badatelské praci, zvlasté
v novéjiich oborech matematiky jako na pf. v topologii a v theorii
funkef redlné proménné. Tyto aplikace se opirajf o objev, Ze logické
kvantifikdtory maji geometrickou interpretaci. Uvedme piiklad:

3. Methoda Kuratowského a Tarského pro odhad borelovskych a pro-
jektivnich tFtd. Tato methoda spoéivd v tom, Ze z definice mnoZiny,
zapsané pomoci logickych symboli, se vyéte ta ze t¥id

F,F,,,F,J,F“,,..., A, PCA, PCPCA,...,
@, Gs, G50, Goos, -, CA, CPCA, CPCPCA, ..., (%)

. do které ta mnoZina ndleZ{. Jak zndmo, tato klasifikace stanovi rostouci
transfinitni posloupnosti: ka?d4 tfida zahrnuje pfedchdzejici a je nad
, né Birs{.
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Pravxme Ze vyrokova funkce ¢ je z jedné z téchto tiid, jestlize
E’(p(x) mnozina hodnot z splhujicich vyrokovou funkei @(z),’

]est mnozinou té t¥idy. Podobné se definuje t¥ida funkce nékolika pro-
ménnych a snadno se odvodi, jaké tfidy je alternativa, konjunkce,
negace atd. nékolika funkei, jsou-li jejich t¥idy zndmy. Zédkladni vyznam
pro aplikace maji ndsledujici dvé vlastnosti:

1° operdtor E je zaménny s operatory IT a 2. Tak na pf.
E’Zq)(x, y) = ZE(p(x, Y), Eﬂtp(z, y) = ITE(p(x,

V téchto vzorcmh 2 a H maji na leve strané vyznam logicky (kvanm.
fikatory) a na pravé matematicky (X — soudet, IT — prinik mnoZin).

2° mnoZina Eth(x, y) a tedy podle 1° také mnozina ZE(p(x Y)

je projekei mnozmv E’(p(x, ¥) na osu z, takZe mnozina EII(p(x, y) ]e podle
(@,y)
definice (4) dopliikem projekce dopliiku.

Z toho plyne, Ze zndme-li t¥idu elementdrnich topologickych funkei
oz, y,...), p,9,...), vyskytujicich se v definici dané mnoZiny M,
miZeme odhadnout t¥idu této mnoZiny, nebot vime, jak se borelovské
a projektivni t¥idy zméni pfi projekei. Price KurRaTOWSKEHO a TAR-
SKEHO [21, 23] obsahuji urdeni t¥d pro takové elementédrni funkce:
tak na pf. funkce x € M je téZe tfidy jako mmnoZina M, funkce z &y
je t¥idy @, protoZe funkce x = y je t¥idy F vzhledem ke spojitosti funkce
|o — y| atd.

Aplikace této methody*) poskytuje pro mnoho vét o borelovské
nebo projektivni tfidésmnozZin, jejichz dikazy byly velice sloZité, dikazy
nadmiru jednoduché, poziustdvajici na napsdni definice mnoziny pomoci
logickych symboli a odhadnut{ jeji t¥idy timto zpisobem. Tato methoda
vede také ke mnoha novym vétdm, k nimz by bylo nesnadné dospéti
jinym zptisobem.

Proberme nékolik aplikaci:

(a) UrysonNOvVA a NIKODEMOVA véta [30, 43] o pFistupnych bodech
v kartézskych prostorech Jestlite mnofina M je tridy o, potom mnozina
ac(M) bodi mnoZiny M, které jsou pfimolafe pfistupné, je tfidy PCP
(F.G. ).

Bod z € M se nazyvé piimoéafe pf{stupnym, je-li krajnim bodem
uselky, jejiz v8ecky ostatni body lezi mimo M:

ac(M) = E(x eM). Z{(y:f:x) H[(]x—z|+|z—y| le—y)).
(zF2)> }({zeM)]}.

*) V. také S. Banach, op. cit., str. 13—14.




Symbol | — y| zde znamend vzdélenost mezizay.
Vyraz v [ ] lze napsati takto: ' .
(lz—2 + e —y| £z —y)+ = 2) + (ze M)".
Jestlize nyni za vyrokové funkce vyskytu]lcx se za E dosadune

jejich t¥idu, dostaneme pro t¥idu mnoZiny ac(M) vzorec sz [GOPC’
.(G + F 4 O«)] neboli po potétednich ZJednoduéenfch PCP(F .G . «).
Tedy specielné:

(1) jestlize M je tiidy F nebo F,, potom ac(M) je tiidy F,. PG,
neboli 4,

(i) jestlize M je t¥idy 4, potom ac(M) je t¥idy PCA.

‘Je viak tfeba poznamenati, Ze jestliZe ttida mnoZiny, vydtens
z jeji definice methodou KuraTowsKfHO a TARSKEHO, jest «, neplyne
z toho jesté, Ze ta mnoZina neni t¥idy niZsi, nebot tf¥idy (5) jsou rostouci.
O ostrosti odhadu rozhodne zpravidla teprve dikaz obricené véty.
Zilei{ na vice nebo ménd obratném vyjddieni definice mnoZiny, zda
dostaneme piesnou t¥idu ¢ pouze néjakou tiidu vyssi — to je uz zdvislé
na dovednosti matematikové. Vidime tedy, Ze methoda neni automaticks.
A to také nebylo jejim cilem, nybrz pouze zkrdceni a zjednoduseni
usudkd. Pavodni Nikopymov dikuz, dlouhy a slozity, i kdyby byl
napsdn v logickych symbolech, dal se — jak jsme vidéli — redukovat
na napsdni a piedteni t¥{d urditych vyrokovych funkef. Totéz plati
o nésledujicich aplikacich.

(b) Véta MAZURKIEVICZOVA a Smnrn‘rsxﬁao [26 27, 38] o maximdl-
nich bodech. Budi# X jakykoli separabilni a tplny metricky prostor,
na pt. ptimka, a budi? I dsedka 0 < y < 1. Budiz M C X X I. Pravime,
ze bod (z, y) je maximdlnim bodem mnoZiny M, jestlize viecky ostatni
body mnoziny M s tym# z majf mensf y. Necht max(M) znamens mno-
Zinu v8ech maximdlnich bod& mnoZiny M:

max(H) =(£)({(x, y) e M] -57{[(% y) e M) + (1, S y)}) .

JestliZe mnoZina M je ttidy «, potom max(M) je tiidy «CPC
(Cx+ F) = szP(oc @). Zejména jestlizZe M je borelovskd mnoima,
potom max(M) je ttidy C4.

BudiZ p(M) projekce mnoZiny max(M) do prostoru X. Definici
mnoziny p(M) je mozno zapsati tak, %e pro mnoziny M t¥dy F, vyché,zi
tiida 4, ale to by byl pFili§ vysoky odhad, protoZe tou? definici mizeme
zapsati vhodn&ji, totiz tak, Ze p(M ) vyjde ti‘idy G4, coOZ jiz jest ostry
odhad.

Tyto dvé. a,phkace dé.va;i pi‘edatavu o smyslu a o diileZitosti methody.
“Mezi jinymé obtiindjsimi vétami, jejich# dikaz touto methodou jest
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okamZity, uvedme jesté tfi ndsledujici: MnoZina vSech nerozloZitelnych
kontinui obsaZenych v kontinuu C je t¥{dy G v prostoru viech podkon- .
tinui kontinua C, mnoZina vSech fezti kontinua C je t¥idy F,; v témz
prostoru, mnozina vSech kontinui lokélné souvislych (t. j. spojitych
obrazii isedky) je tiidy F,4 v témz prostoru.

llIl. Theorie mnoZin a relaci (analysa matematickych pojmi).
Pripomenu zde pouze 3 piiklady, které — jak se mi zd4 — vymluvné
charaktemsup Toli theorie mnozin a theorie relaci v matematice naseho
véku, kters jim vd&di za svou tviréi obnovu do té miry, ze témét viecky
jeji obory jsou dnes cele proniknuty jejich aplikacemi.

1. Pojem funkce. Znidma jest matematikiim definice funkce jakoZto
jednoznadéné relace, t. j. jakoZto takové mnoZiny uspofddanych dvojic,
ve které dvé dvojice se nemohou od sebe liSit pouze druhym prvkem
(zadnim ¢&lenem dvojice). Ponékud méné zndmo jest, Ze pojem uspoid-
dané dvojice se d4 jednodule definovat na zdkladé pouhého pojmu
mnoziny, t. j. bez takovych pojmi jako uspofddéni atd. (Hausporr [12],
KuraTowsk1 [19]). Toto objasnéni logické struktury pojmu funkce
pfispélo ke mnoha zjednodu$enim; umoznilo na p¥. identifikovati funkei
s jejim diagramem, zpfesnilo a zjednodusilo mnoho dikazi a ziroven
znacné zobecnilo mnoho vét, mezi jinymi vétu CANTOR-BERNSTEINOVU
(v. na pf. KNASTER [16]; TARSKI [42]). Mezi neptimé disledky tohoto
zobecnéni jakoZ i jeho logicko-matematické analysy poéitdim objev
novych vlastnosti starych geometrickych dtvard, jako na pf. poudny
objev moznosti rozkladu jakychkoli dvou téles na koneény pofet na-
vzdjem shodnych &sti (BaNacH a TArsKI [2]).

2. Pojem &sla. J edmm z nejvétsich védeckych vykonu v matematice
bylo — jak se mi zd4 — objevenf logické struktury pojmu &fsla.

- Nazveme relaci typu rovnosti kaZdou relaci mezi elementy = a y
mnoziny M platnou tehdy, kdyZ oba elementy majf n&jakou uréitou
spole¢nou vlastnost ¥V € D (vla,stnost mo#no zde ostatnd ché,pa.n také
jako mnozinu), kde

1° kazdy element z € M mé a.lespon jednu vlastnost V e D

2° mnozmy téch elementt mnoZiny M, které majf razné vlastnostl
VeDaWeD, jsoudisjunktni. :

* MnoZina D se nazyvé klasifikaci mnoziny M.

BudiZ na pf. M mnoZina prawdelnych mnohosténdi (v obyéejném
trojrozmérném prostoru) a Y mnoZina nésledu]icichV pro n=1;2,...
V, = byti n-sténem.

D jest klasifikace mnoZiny M (a j je £nédmo, Ze pouze tiidy V4, V,, Vs
Vis 8 Vg této klasifikace mnoZiny M jsou neprézdné).

Pfi této piflezitosti bych chtél zde poznamenat, Ze theorie klamhkacl
nebyla dosud matematiky vybudovéna a rozvinuta do té miry, jak toho
vyzaduji potteby vdd piirodnich a technickych. Posavadni dilexité
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BorUVEOVY a OREOVY price neznamenaji jesté theorii zplna vyhovujici
témto potiebdm. Vybudovdni theorie klasifikaci povatuji za jednu z nej-
dileZitéj¥ich potieb védy.

Vratme se k relaci typu rovnosti. Je jasné, Zze kazda Kklasifikace
mnoziny M znamend takovou relaci. Vznikd obrdcend iiloha: zdali
ke kazdé relaci g typu rovnosti existuje takova klasifikace mnoziny M,
Ze o(z, y) = existuje takova vlastnost Ve D,%exeVayeV?

Ukazuje se — m. j. na zdkladé definiénfho axiomu (v.str. 15 a 20)
ostatné v netiplném rozsahu — Ze odpovéd je kladnd. Vlastnosti Ve D
nazyvéme potom t¥idams abstrakce pii relacip.

Klasifikace je tedy s matematického hlediska rozdélenim mnoZiny
M na ti¥idy abstrakce (obdobné zbytkovym tiiddm podle idedlu).

Pomijim zde uZiti t¥id abstrakce na vySetfovéani struktury dalsich
zdkladnich pojmi matematiky. Vime na pf., s jakou didaktickou potizi
je spojeno v geometrii zavadéni takovych pojmi jako orientace pfimky
(na rozdfl od sméru), cyklus na kruZnici (na rozdil od — na kruZnici
nemo#ného — uspofdddnt) atd. Orientace je tiida abstrakce pfi uréité
dvojélenné relaci, kterd se d4d definovat pomoci trojélenné relace leZet
mezt, kterd se v geometrickych axiomatikdch brava za primitivni pojem.
Pomijim také uZiti t¥id abstrakce na theorii grup, na theorii uspotdda-
nych a &istedné uspofddanych mnozin, na theorii mnohodlennych relaci
(vykonu), na definici. pojmu soufadnicové soustavy. Postadi ndm zde,
ze tfidy abstrakce dovoluji defmlcl pO]mll éisla v ramei logiky. Dojde
se k nf v nékolika krocich. .

Poénéme pfirozenymi &isly. Zndmd je definice kardindlnich &fsel
(mohutnosti mnoZin) jako uréité spoleéné vlastnosti mnozin. Nyni pii-
rozend &isla lze definovat jako ta, kterd ndlezi do v8ech mnozin kardinal-
nich &isel, ve kterych po kazdém ¢isle jest obsaZeno &islo bezprostiedné
nésledujici a které obsahuji ¢islo 0. Jestlize zahrneme do logiky t. zv.
axiom nekomeéna, ekvivalentni ve své podstaté predpokladu existence
mnoziny kardindlnich . éisel, ve které za kazdym d&islem je éislo bez-
prostfedné nésledujici, potom jiz pojem pfirozeného &isla se ukazuje
.pojmem logickym, pojmem zafazenym piimo do logiky.

V tom spodivd FREGEGV [7, 8] objev. Tato definice ptirozenych
tisel vystadi k tomu, aby bylo moZné na jejim zikladé vybudovat celou
theorii; t. j. aritmetiku pfirozenych &fsel (ve které PEANOVY axiomy jsou
dokazatelnymi vétami).

Vybudovén{ pojmu jinych ¥sel na zdklad$ pojmu pFirozenych &sel
je dnes uZ klasické. Rozvinuti theorie &fsel raciondlnich (povaZovanych
za t¥idy abstrakce ve mno#iné uspotddanych dvojic pfirozenych ¢isel)
je moZné najit v knf¥ce LANDAUOVE [24]. CANTOROVA theorie redlnych
tisel (jako t¥id abstrakce ve mnoZiné posloupnosti raciondlnich &fsel p¥i
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relaci o mezi posloupnostml {:C,.} a {?/n} Platné mezi nimi tehdy, jestlize
lim|x, —y,| = 0), je vyloZena na pf. v kni’ce S1ERPINSKEHO [36]. Theorie
komplexnich &isel, kvaternionti a jinych pfibuznych druht &isel (které
viak uZ nejsou ttidami abstrakef) jsou zndmé.

Filosoficky vyznam uvedeného uZiti theorie mnoZin a relaci jest
alesponn takovy, jako jeho vyznam matematicky. Podobné jako dilo
LoBAGEVSKEHO vyvratilo antimaterialisticky ndzor KANTUV na aprior-
nost pojmu prostoru, tak i dilo FREGEOVO znamend smrtelnou ranu
antimaterialistické vife v apriornost pojmu ¢&isla.  Prirozend &isla stvoril
Pan Buh“ — psal Kronecker — -,,a vSecka ]lna ¢isla jsou vytvorem
lidskym*“. Ukéazalo se viak, Ze i pfirozend ¢isla nejsou pojmem ,,bozskym®,
apriornim, nybrz , lidskym®, daji se zdivodnit analyticky. A co vice,
analytickymi, t. j. dajicimi se odévodnit, ukdzaly se m. j. takové véty,
jako princip indukce (V. axiom PEANTYV), proti vite KANTOVE ba i PoIN-
CAREOVE v apriornost tohoto principu.

Ve skutedénosti FrREGEOVO fYelSeni neni uplné: vyZaduje zafazeni
do logiky nového axiomu (axiomu nekoneé¢na), jehoz neapriorni charakter
je vSak ziejmy i pro idealisty; vyZaduje také omezeni mnoziny M, po-
moci které definujeme ptirozend &isla, a to proto, Ze pojem mndZiny viech
predméta vede ke sporu. Prirozené &islo ve smyslu FREGEOVE je tedy
vlastné pojmem relativisovanym co do rozsahu uvazovanych predmétt
(to m4 svou motivaci v theorii typt). A¢koli tedy problém obecné definice
pojmu pf'irozeného éisla (nevime ostatné, je-li to problém fesitelny)
muzeme i nadéle povazovat 1% otevreny, nicméné charakteristickd pro
matematlcky idealismus vira v apriorni charakter aritmetiky prlrozenych
¢isel jevi se uz nyni pohibenou.

Jak zndmo, stanovisko FrREGEOVO bylo védomé idealistické.
S hlediska matematické logiky tézko nalézti vymluvnéjsi ,dtkaz
chybnosti nééiho stanoviska nez ten, Ze kdo se disledné na né postavil,
rozru§il svij vlastni tabor.

3. Booleova algebra a jeji aplikace. V rdmeci moderni abstraktni
algebry, kterd je vlastné oddilem obecné theorie relaci, tvoif jedno
z nejdilezitéjsich zobecnéni t. zv. Booleovy algebry, kde algebraické
operace +, . a " se provadéji s libovolnymi elementy, mezi kterymi jsou
vyznaéné elementy O a 1. Nejkoncisnéjsi axiomatika algeber BooLEO-
VYCH se najde v praci BYRNEOVE [5]. Jejich aplikace v poslednim &tvrt-
stoleti jsou stdle rozsdhlej$i a zahrnuj{ nové, mnohdy nedekané obory
védy. K méné zndmym tu nédleif vySetfoviani mér v BoorLrovvca
algebrdch (viz na pf. fadu novych praci SikorskfHO ve Funda-
menta Mathematicae a Colloquium Mathematicum), v elektrotech-
nice (SHANNON [34], SEsTAKOV[40]). A posléze speclalni vyhodnost
téchto pro aplikace na moderni poditaci stroje (thema zdjmu a jiz poca-
tych baddéni m. j. matematikd polskych).

13



IV. Axiomatisace matematickych theorii. JiZ starovék doSel k po-
znénf potteby axiomatisace matematiky (EvrLeipEs). Téiiha po abso-
lutni pFesnosti matematického usuzovani nutila k tommu, opfit je o ztetel-
né formulované piedpoklady. Prvni dspéchy této methody staly se
Zivnou ptidou pro rozumovéni nékolika desitek pokoleni. To vedlo nako-
neo k apriornf vife, Ze logické dedukce z matematickych axiomi povedou -
jediné k vyrokiim pravdivym a ziroven daji vSecky takové vyroky.
Acdkoli dnes po tisiciletich vime, Ze nadéje vkladané do axiomatické metho-
dy nesplnily odekdvani v Z4dném ze zfeteld nejdilezitéjsich pro tehdejsi
védu (v. str. 16), nicméné pokrok ziskany axiomatisaci jednotlivych
matematickych véd byl ohromny. Netoliko se prohloubily nae znalosti:
a struktufe deduktivnich véd viibec a matematickych zvlasté, nybrz nad
to se roziffil rozsah ryze matematickych problému, z nichZz je mnoho
jesté v pritomnosti otevienych. Staéi pfipomenout axiomatisaci geo-
metrie (HILBERT [13], VEBLEN [44] a jini), aritmetiky (PEanNo [31]),
topologie (F. Riesz [32), KuraTowsKI [22]), theorie pravdépodobnosti
(KoLmogorov [18]). Pouze axiomatickému piebudovéani matematiky
vdééime za objev novych vztahd mezi matematickymi pojmy ba i celymi
theoriemi, vztahti, které nebylo mozno pochopit pouhymi intuitivnimi
prostiedky. Sem patii m. j. vztahy mezi theorii pravdépodobnosti
a theorii miry.

Tak na pf. nejnoveéjsi formulace véty zvané zdkon wvelkiych &isel
(STeEINHAUS [39]), je o tolik ostfej§i nez pivodni véta BERNOULLIOVA
a tak se od ni li8i, Ze je obtiZné v ni poznat zobecnéni té staré véty ba
i postfehnout nardz, Ze je to véta z theorie pravdépodobnosti. Ve svém
modernim tvaru md tato véta aplikace na theorii ekvipartici, theorii
ergodickou a jinde.

Nebudu uvddéti dalsi piiklady aplikaci tohoto oddilu matematické
logiky. Nejvétsi jeho triumfy pfipadaji na dobu tak jesté neddvnou
(konec 19. stol. a poditek 20. stol.) a jsou tak vSeobecndé znidmy, ze se
snadno najdou ve skoro kazdé udebnici matematické logiky jakoz i v det-
nych specidlnich pojednénich.

V. Formalisace matematickych theorii. Vira v moc axiomatisace
byla — jak zndmo — v8eobecnd do té doby, aZ se v zaxiomatisovanych
theoriich vyskytly spory zvané antinomiemi. Byly to opravdu spory?

Rozdélme zhruba viecky zndmé antinomie na antinomie typové
(jako na pf. RUSSELLOVA antinomie) a na antinomie semantické (jako
na pi. RICHARDOVA antinomie). Sprdvné se vidél v typovych antino-
mifch dikaz toho, Ze vyvozovani vét z axioml pomoci vieobecné piija-
tych logickych prostfedki nevede pouze k vyrokim pravdivym.

Matematika dospéla na rozcesti: budto ponechat pojmu vyrokové
funkce jeho nej&irsf smysl, ale omezit definidni axiom (viz str.12 a 20),
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nebo obricens: podrzet definiéni axiom v plném rozsahu, ale omezit
uzivéni logickych prostfedkid (na pf.zdZenim pojmu vyrokové funkce).

Pod RuseLLovYM a'¢astetnd téz HILBERTOVYM vlivem t. zv.
formalisace matematiky S8la druhou cestou. Vytvofeny byly irizné
- methody formalisace, mimo jiné: nejdilezitéjsi z nich: theorie typit.
Prl]at byl postulét &istoty typh pro vyrokove funkce a bylo odvozeno,
Ze axiomy vyrokového podtu spolu s axiomy jednoduché theorie typt
(v. MosTowskr [29], str. 213 a ndsl.) tvoFi bezesporny systém. Zda
zistane bezespornym i po pripojeni axiomu nekonedna (v. str. 12),
je dosud neznidmé.

Dik této methodé byly skuteéné z matematiky odstranény vSecky
typové antinomie, ale ... tento zpisob formalisace matematiky mé své
principidlni nedostatky: '

1° systematickou mnohoznaénost pojmi, jako je prazdnd mnozina,
prirozené &islo atd., které se stivaji v kazdém typu jinymi pojmy;

2° nemoznost uvaZovat mnoziny zahrnujici razné typy jako na pf.
mnoziny mohutnosti 8, + 2% + D + ...; neboli zavadéni nového
axiomu pro kazdy pfipad tohoto druhu;

3° nejednomyslnost co do dosahu samotného principu &istoty typu:
podle nékterych intuicionistd a jinych stoupenct ,,Verbotsdiktatur
je tento princip jesté prFili§ liberdlni. '

Potizim 1° a 2° je mozno se vyhnout, budujeme-li matematiku na
axiomatisaci (po zptisobu ZERMELA) theorie mnoZin [45]; tento zplisob
vSak m4 zase nedostatky jiného druhu.

Pies viecky tyto potize zkoumdni formalisovanych systéma pro-
kézalo, Ze nejziejm&j$i — jak by se zddlo — logické principy téZ nemaji
apriorni charakter, nybrz Ze jsou mozné riizné logické systémy, vekterych
jeden a tyZ matematicky problém muZe miti rtiznd FeSeni. Znovu se
nabizi analogie s objevem LoOBACEVSKEHO: problém souétu uhld troj-
thelnika m3é jiné feSeni v eukleidovské geometrii a jiné v geometriich
neeukleidovskych. Pred vysledky formalisace matematiky nebylo znémo,
ze takovy nesouhlas je moZny také v logice t. j. pfi jednom a témZ zph-
sobu axiomatisace matematiky, ale pii rtznych omezenich logickych
prostiedki.

Pomijim zde piehled formalisovanych theorii a jejich klasifikaci
(na elementérni a neelementdrnf), ktery je zndm z modernich kursé
matematické logiky. Theoreticky by bylo moZné realisovat formalisované
systémy s finitnimi pravidly dedukce pomoci stroji, které by po koneé-
ném d&ase provedly dikaz kazdé dokazatelné véty (v praxi by to trvalo-
mnohdy miliony let).

- Misto toho se zdrzim u toho, %e vira v bezespomost formahsovanych
theorif a v jiné jejich uSlechtilé vlastnosti se ukdzala neméné klamnou
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nez podobné starsi viry. Za tento vysledek vdédime teprve meta-
matematickym ivahdm. Aplikaci téchto dvah chtél bych proto vénovat
ponékud vice pozornosti.

V1. Metamatematika. Uéinit jednotlivé matematické theorie pred-
métem exaktniho bddéni bylo moZné pravé dik tomu, Ze byly formaliso-
vany. Toto bddéani se stalo podstatou nové matematické védy, zvané
metamatematika, kterou jsem vzpomenul jiz v Gvodu. Tato véda se roz-
vijela skoro paralelné s axiomatisaci a formalisaci matematickych theorii
prubéhem posledni poloviny stoleti. Role a vyznam zde zaviddénych
pojmi, jako bezespornost theorie, nezdvislost axiomd theorie, jeji
uplnost, rozhodnutelnost a kategori¢nost, to vie je dnes obecné zndmo,
a cena method i aplikaci, které tato badddni vnesla do matematiky,
nepotiebuje odivodiiovani. Takové objevy z poslednich let, jako je beze-
spornost hypothesy kontinua spolu s theorii redlnych &isel (GODEL [10]),
nebo hluboké algebraické véty odvozené z vét metamatematickych
(v. na p¥. MALCEV [25]), mluvi pro kazdého matematika samy za sebe.

Ale zvldstniho dtrazu zasluhuje jiny, diivéjsi objev GODELTUV [9)
o principidlni netplnosti téch neelementdrnich theorit, (t. j. takovych,
z nichZ axiomy obsahuji pojmy vysSich typh), ve kterych je mozno
zformalisovat dosti velkou ¢4st aritmetiky pFirozenych &isel. Podle této
véty ani pfipojeni jakéhokoli kone¢ného podtu axiomt k takové theorii
nemize ji uéiniti Gplnou. Diky tomu vira ve formalisaci theorie jakoéto
v methodu ziskdni vdech v ni platnych vyrokd ukdzala se ve svétle skuted-
nosti klamnou.

Metamatematika urditych matematickych theorii je pfesny deduk-
tivni systém tak jako uvaZované theorie samy a jako kazda jind vétev
matematiky. Ona vyjasnila m. j. nesmirné dilezitou potiebu rozliSovani
mezi pojmem pfedmétu a pojmem ndzvu predmétu, coz dovolilo rdzem
vysvétlit podstatu zbyvajicich antinomii, t. zv. antinomei semantickych,
celkové starSich nez antinomie typové.

Jak zndmo, jednim z prostiedki metamatematického baddni — a to
velmi mohutnym — ukdzala se GODELEM [9] rozvinutéd jeho methoda
aritmetisace. VeSkeré znalky a vyrazy dostdvaji svd pofadovd disla
(kterd oviem jsou velmi velikd jiz pro jednoduché vyrazy). Dikaz
véty se pieméni v koneénou posloupnost takovych ¢&isel, které opét je
pfitazeno ¢&islo. Relace mezi vyrazy se interpretuji jako relace mezi &isly.

Timto zpisobem ddvd vzpomenutdi methoda moZnost preklddati
metamatematické pojmy a véty na pojmy a véty aritmetické: davé inter-
pretaci metamatematiky v aritmetice. Nikterak vSak ne v aritmetice
zformalisované, jeZ sama je pfedmétem metamatematiky. Nebof ne
viecky aritmetické definice lze zapsat v PEANOVE axiomatice (v. na pf.
MosTtowski [29], str. 317, antinomie BERRYOVA). Nesmime tedy soudit,
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Ze by zformalisovand aritmetika zahrnovala veskeré aritmetické véty,
které jsou pfekladem vét metamatematickych.

Z aplikaci vysledkli metamatematiky na matematiku uvedu také
pouze tfi piiklady. NejdileZitéj$im z nich se mi zd4 posledni, tedy
aplikace na problém antinomif. Nebot v ném — jak se mi zdd — se nej-
napadnéji uplatiuje rozdil mezi materialistickym ndzorem na matema-
tiku a jinymi koncepcemi této védy. '

1. Véta Skolem-Léwenheimova. Podle této véty kazdd bezesporna
elementdrni theorie mé interpretaci primitivnich pojmi neboli t. zv.
model ve spoéetné mnoZing, tudiZ i v mnoziné pfirozenych &isel.

Vezméme na pf. dosud nefeSeny problém CrcuGv [6]: zdali v ne-
konedéné mnoZiné existuje funkce, kterd kazdé podmnoziné piifazuje
uréitou podmnoZinu, kterd neni identitou, jest additivni a takovi,
%e kazdd mnoZina jest obsaZena ve svém obraze a zdroven kafdd pod-
mnoZina jest obrazem nékteré podmmnoZiny.

MosTowskT mne upozornil, 2e CECHOV problém po formalisaci se
stane neelementirnim vyrokem, prode% je mozné na néj aplikovat vétu
SKOLEM-LOWENHEIMOVU jen nepiimo a to pomoci interpretace theorie
mnozin v soustavé piirozenych éisel. To neznamend je$té, Ze by tim
byla zarulena existence konkrétniho feSeni Cmcmova problému na
spotetném modelu, na pf. jiz mezi numerickymi funkcemi definovanymi
pro pfirozend &isla, ale kazdy profesiondlni matematik musi uznat, Ze
je prakticky daleZité predem védét o riznyjch moZnostech feSeni. Nebot
to obohacuje zdsobu jeho prostiedkii.

2. Pojem efektivnosti. Tento pojem se tykd existenénich dikazi,
at jiz ve formé samostatnych vét ¢i ve formé premis vyskytujicich se pfi
dukazech jinych vét.

JestliZe existence jakéhokoliv matematického utvaru x o uréitych
vlastnostech je dokdzéna v tom smyslu, Ze se odvodi, Ze mnoZina viech
z-0 o téchto vlastnostech je neprizdnd, nazyvime dikaz neefektivnim.
Jestlize viak predmét = je v dikaze individudlné definovén (tedy je-li
definovédna mnoZina sloZend z jediného prvku z o téch vlastnostech),
nazyvime dukaz efektivnim. ‘

Nepravem se tedy mnohdy mluvi o neefektivnich a efektivnich
definicich utvaru z: definice je vidy efektivni, protoze definuje jediny
piedmsét, na p¥. jediny bod, jedinou mnoZinu atd.

Jak zndmo, neméme efektivniho dikazu existence LEBESGUEOVSKY
neméfitelnych funkei, nybri pouze neefektivni dikaz, Ze mnoZina
takovych funkei neni prazdné. TotéZ plati o existenci na pifmce nespodet-
né mnoziny neobsahujici Zddnou dokonalou mnoZinu atd.

Pojem neefektivnosti byl pfedmétem nedorozuméni spojeného
se vzpomenutym jiZz obecnéjsim nedorozuménim tykajicim se pojmu
existence v matematice (v. str. 8). To vedlo na poddtku tohoto stoleti
k vleklym polemikém. Mnoho znamenitych matematiké francouzské
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Skoly uznévalo pouze efektivni existenéni dikazy — v souvislosti
se svym zdpornym stanoviskem k axiomu vybéru, jednomu z nejdalezi-
téjsich existendnich axiomid v matematice. Ty polemiky jsou uz dnes —
jak se mi zd4 — mdlo aktudlni. Proto se zde spokojim tim, Ze se dotknu
jiného nedorozuméni, které bylo v onom implicite obsazZeno a které neni
spojeno s pojmem existence v matematice, nybrz se strukturou samého
pojmu efektivnosti. .

Nestastnd formulace vét, mnohdy velmi ddleZitych, ve tvaru
,» Umime-li efektivné dokdzat existenci funkce f, umime také efektivné
dokazat existenci mnoziny M stala se pii¢inou toho, Ze nékteti matema-
tici chapali pojem efektivnosti jako jakysi anthropomorficko-filosoficky
vytvor, tedy matematice cizi a spojeny s okamzitym stavem védomosti
autora v dané chvili. Ve skute¢nosti efektivnost — jak se lehko nahlédne
— je presny pojem ndlefejici do metamatematiky, a véta vySe uvedend je
typickd metamatematickd véta. Jest ji rozuméti takto: ,,Jestlize v urdité
theorii existuje definice funkce f (rozumi se napsand vzorem sloZenym
ze znadek logickych operaci, mnozinovych a z pojmi té theorie), potom
existuje v téZe theorii definice mnoziny M. Takova véta je tedy vétou
o theorii, vétou metamatematickou, a jeji dikaz se déje pfesnym usuzo-
vanim, které se d4 zapsat piisluSnymi metamatematickymi zna¢kami,
které tedy nezdlezi ani na Zivotni drdze autorové, ani na okamzitém
stavu védy.

Podobné i dasto uZivanym zkratkdm pojem efektivni a pojem ne-
efektivni jest rozuméti tak, Ze naznaduji, Ze v dané theorii jest nebo neni
efektivni dilkaz existence toho pojmu.

Upozornit na tuto aplikaci metamatematiky se mi zd4 Gdelné proto,
Ze by jinak Fada dalezitych-vysledkd na pt. SIERPINSKEHO (36, 37],
tykajicich se vztah mezi neefektivnosti riznych pojmi, byla odstranéna
z matematiky jako jesté jedna obét jiz vzpomenuté ,,Verbotsdiktatur.

3. Antinomie. Zminil jsem se jiz o antinomiich typovych i o starfich
nez prvé o antinomiich sematickych (v. str. 14). Z antinomii typovych
jsou nejzndmnéjsi dvé: RUSSELLOVA a BURALI-FoORTIOVA. Zde se omezim
na antinomii RUSSELLOVU.

Budiz V vlastnost (mnoZina) v8ech téch mnozin, které nejsou svymi
vlastnimi prvky. Jak pfedpoklad, Ze V je svym vlastnim prvkem, tak
i pfedpoklad, Ze ¥ nenf svym vlastnim prvkem, vede ke sporu. Mazeme
to zapsat ve tvaru

EIMXeV)=(XeX)]>Z[(VeV).(VeV)l (6)
Vaz |4

Zaujimam stanovisko protivné ke stanovisku matematikéi pova-
Zujicich antinomie za spory v matematice, ktera je tieba odstranit, aby
se uchrénila ctnost — nebo spife vira v ctnost — té krdlovny véd, byt
i za tu cenu, Ze ji zbavime, ¢sti ... rozumu. Nebot takovéto ptilezitosti
otviraji pole riznym masti¢kdftm — spasitelim. Specielnd stejnd
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formalismus HILBERTA a jeho &koly, ktery se ukdzal v podstatd véci
pienesenim problému z matematiky do metamatematiky, jako intui-
cionismus BROUWERUV s jeho nemotornym primitivismem (jako na p¥.
Sesterym pojmem spoéetné mnoziny) poéitdm mezi takové nezdafené
vypady. Madm za to, Ze praktickd neaplikovatelnost jejich method,
domnéle zavinénd nesmirnou komplikovanosti vystavby a rozvld¢nost{
vzorcl, naprosto neni disledkem okamzité nedokonalosti naSich pro-
sttedkt jak to mespravné soudi mnoho matematikli, odddvajicich
se klamné apriorni viie v budouci zdokonaleni tychz method — nybrz
je to jejich nedostatek podstatny, nevylétitelny, tkviei v samé jejich.
povaze, jejiZ nerozpoznéani by se mélo predevsim priditati nedostat=éncsti
nagich prostiedku.

 Zd3 se mi, Ze situace, kterd vznikla po objevu antinomii, byla ana-
logickd té, v jaké se ocitla feckd matematika po PYTHAGOROVE objevu
délky 1/2, kters, — v tehdejsi terminologii — nebyla &islem. Jasnd je také
analogie se situaci, vzniklou po LOBACEVSKEHO objevu neeukleidovskych
prostor, které v oéich tehdejsich matematikd vabec nebyly hodny
nazvu prostor, i kdyby se bylo véfilo jejich existenci (t. j. jejich beze-
spornosti, v. str. 8).

Naproti idealistickému stanovisku v matematice, zd4d se mi, %e ma-
terialistické stanovisko k antinomiim, tak jako vtbec ke kazdému
objevu nového zjevu, mélo by byti iplné jiné: pfedevsim je prozkoumat.

V jedné ze svych znamenitych videnskych pfednisek Hamn [11],
mluvé o horror infiniti starych, pravem zdtraznil, ze spory, které Rekové
vidéli v pojmu nekoneéna, vitbec nebyly spory mezi vlastnostmi tohoto
pojmu (jak dnes vime bezesporného), nybrz pouze mezi uréitou defino-
vanou jeho vlastnosti (totiZ shodnosti &isti s celkem) a apriornim
ndzorem na nekoneéno, nespravnym a o nic neopienym. A piece — pravi
profesor HAHN (cituji to z paméti) — zdravy rozum vyZzaduje, Ze neko-
neéné mnoziny musi miti nékteré vlastnosti jiné nez mnoziny koneéné,
nebot kdyby se od nich Ziddnou vlastnosti nelifily, byly by samy ko-
neénymi. Tak na p¥. polopiimka x>0 je shodna s polopiimkou
x> 1, t. j. se svou &4sti, pies tehdej$i neopodstatnénou virou, Ze celek
nemtize byti, ,roven‘’ asti. A tu misto aby ptijali obohaceni védy o objev,
%e tomu tak pfece miize byti, totiZ pravé u nekone¥nych mnozin, Rekové
se ziekli celé dnes duleZité vétve matematiky a tim o tisicileti opozdili
vznik infinitesim4Ini analysy, jen aby uchovali v platnosti sviij apriornf
soud, shodny s tehdej8im ndzorem, ale neopirajicim se o Zddny fakticky
stav véci. ' R

Zd4 se mi, Ze ne jinak se postupovalo s antinomiemi, zejména
s antinomif RussELLovOU, kdyZ se budovaly umélé a sloZité zpiisoby,
jak odstranit z matematiky ten nové objeveny zjev, neshodujici se s apri-
ornimi nézory tehdej$ich matematikd na podstdtu deduktivnich theorii.

19



Povazuji takovéto stanovisko za jeden z nejcharakteristiétdjSich
- rysu idealistického postoje v matematice.

Vratme se k implikaci (6). Podle zdkona kontraposice a vzorce
de Morganova jest ekvivalentni s implikaci -

IV eV) + (VeV)] > {ZIX V) = (X e X)'1},
1 4 Vaz

z ¢ehoZ vynechdnim p¥edniho 8lenu, jenZ jest tautologii, dostaneme

{ZH[(X eV) = (XeX"},
Ve

t. j. negaci uréitého spzcidlniho ptipadu definiéniho axiomu, podle néhoz
ke kazdé vyrokové funkei o n proménnych existuje pravé jedna n-dlennd
relace (specielné tedy mnoZina, jestliZe » = 1), platnd mezi hodnotami
téchto proménnych tehdy a jenom tehdy, jestlize spliiuji onu vyrokovou
funkei.

TudiZ RUSSELLOVA antinomie jest apagogickym dikazem wurcité
spravné metamatematické véty o wvafované theorii, v daném piipadé
o theorit mnoZin. Z této véty plyne m. j., Ze neni kazdy soubor pFedmétia
mnoginou ve smyslu theorie mnozin (jinymi slovy, Ze ne kazd4 vyrokové
funkce znaéi mnoZinu chdpanou v tom smyslu, jak to postuluje definiéni
princip). Specielné soubor sloZeny z pravé téch mnozin, které nejsou
svymi vlastnimi prvky, neni mnoZinou ve smyslu theorie mnozin, nebot
nevyhovuje jeji axiomatice. Nevidim divodu odstranovat z matematiky
tuto cennou vétu. Ona naopak otvird pole dalsimu bidédni piedevsim
o problému, z jakych vlastnosti deduktivniho systému plyne v ném
definovatelnost takovych pojmi. MoZné Ze je spoleénym znakem theorii
elementdrnich a pouze ngkterych neelementarnich, obdobné jako dplnost
ve smyslu GODELOVY véty.

Kazdé ze zndmych antinomii d4 se chdpat vySe popsanym zpiisobem
neboli jako apagogicky dikaz urdité metamatematické véty. Podobny
ndzor na antinomie se najde také v praci sovétského logika Bo&vara [3].

Situace semantickych antinomii se mi zd4d obdobnou. Nejstarsi
z nich, antinomie EUBULIDOVA, je dikazem, Ze vyraz ,,Tento vyrok
je nespravny‘‘ neni vyrokem ve smyslu matematické logiky — a k tomu
nenf tfeba theorie typii. BERRYOVA antinomie je dikazem véty, Ze ne-
mize existovat deduktivni systém (v dneSnim smyslu tohoto pojmu)
zahrnujici celou matematiku a zaroven tolik metamatematiky, aby bylo
moZné v ném definovat nejmensi pfirozené éfslo, nedefinovatelné urdi-
tymi precisovanymi prostfedky z toho systému.

Posledni piklad: usuzovén{ u#ité v antinomii RicHARDOVE posloutilo
Tarskfimu [41] k apagogickému dikazu dilezité metamatematické véty
o nedefinovatelnosti pojmu spliiovéni.

Ve svétle téchto fakt se mi zd4, e je na Sase podrobit principidlni
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revisi naivni negativni stanovisko matematiki k antinomiim a uskuteénit
objev novych hlubsich vét o vlastnostech deduktivnich theorii vibec
a matematickych zvlisté. Tak jako se ukédzalo dik LoBACEVSKEMU,
%e geometrie (pojem prostort), dik EINSTEINOVI — Ze mechanika (pojem
dasu) a dik FREGEOVI — Ze aritmetika (pojem pfirozeného &isla) nejsou
apriorni, jak myslil KANT a jeho ndsledovnici, tak rovnéZz — jak soudim
— dik objevitelim antinomii se ukdzalo (tfeba Ze se oni, jako idealisté,
neorientovali ve svém vlastnim objevu), Ze neni apriorni ani logika.
Pro ty, kdoz zaujimaji ve védé stanovisko materialistické, neni v tom nic
divného. Oni také z toho diivodu nejsou nuceni k vife v relativismus
védy hlidsany protivniky, a zifetel k pokroku védy vytycuje jim cestu,
na které — podle zndmych ENGELSOVYCH slov — materialismus ,,musi
zménit podobu zéroven s kazdym epochélnim objevem.*
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