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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd UstFednl istav matematicky
SV_AZEK 77 « PRAHA, 30.1V. 1952 » Cfs.Lobl

REFERATY A CLANKY

- ZAKLADY THEORIE INTEGRALU _
V EUKLIDOVYCH PROSTORECH

JAN MARIK, Praha.
517.3
(Doklo 1. srpna 1951.) 5}9 [

I Uvod.

Tato- ¢4st mé &tenhti hlavn® ukézat nézorny vyznam mnoZinové
funkce a-jeji derivace. Je zde také pojednéno o vztahu mezi integraly
podle raznych definic a o vztahu mezi theorii miry a theorif integrélu.

Ukolem tohoto &lénku je vylo¥it elementérnim zpésobem zdklady
theorie integrélu v Euklidovych prostorech. Budeme pfedpoklidat jen
znalost zédkladnich vlastnosti redlnych &isel, vlastnd jen v&tu o supremu
a znalost pojmu limity posloupnosti. Budeme oviem také mluvit o mno-
.%indch; postavime se (cof se zpravidla vyslovnd nebo dokonce midky
&inf) na t. zv. ,,naivni stanovisko*, budeme totiZ pfedpoklédat, e vime,
»»00 jsou to mnoZiny*“. K porozuméni torhuto &lénku postadf tedy zndt
Jarxixov 4Uvod do diferencidlntho podtu®, v podstatd vlastnd jen jeho
prvnf dvé kapitoly. . L

. Vtéina Stendfd viak znd z matematiky jistd znadnd vic nef prvni
dvs kapitoly Jarnikovy knihy & bude asi vhodné témto Stenditm Fei
n&kolik slov pfedem. Budeme se toti% pfevéind zabyvat Perronovym
integrdlem; prodnebudeme,,jako obvykle' vychézet od Riemannova
integrdlu? Jsou k- tomu skutetnd dost védiné divody. Riemannlv
integrdl mé sice ndkolik pfednosti; jeho definice — zv1&&té v jednoroz-
mérném pipad$ — je jednoduché a dosti ,,ndzornéd"; ve vicerozmérném
pHpads je pak vhodnou pomiickou pki zavédéni ndkterych fysikdlnich
velidin. Je na pf. dostatednd zfejmé, co nds vede k definici statického
momentu jakofto Riemannova integrélu tvaru [z dV nebo k definici -
momentu setrvadnosti jako integrdlu [r®dV (dV znadf ,,diferenciél ob-
jema"'; predpoklédime, %o je hmota rozlofens rovnomsrnd s hustotou 1).
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Déle je mo#no Hei, Fe vétéina funkef, ,,8 nimi% se poéité.“ m4 vlastni nebo
nevlastnf Riemanniiv mtegrél

Tim jsme viak asi u konce s vypoétem dobrych vlastnosti Rieman-
nova integré.]u. UvaZme nyni, co vlastné od theorie integrélu pozadujeme.

Tim, %e jsme vyslovili né]akou definici (na pf. definici Riemannova
integrélu), jsme vlastnd jeité nic nevykonali; to ]s;ne jen zavedli ]lsté
oznadenf. Aby theorie integrélu ,k ndfemu byla“, musi divat nejen
definice, nybrz hlavné véty; zejména véty, které by ndém mohly pomoci
v konkretnich piipadech integral opravdu vypotitat nebo alesponi od-
hadrout. Byli bychom oviem rédi, kdyby tyto véty mély pokud moZné
obecnou platnost, ne pFilis komplikované, zndnf a koned&nd, na to je jistd
také t¥eba brdt ohled, kdyby je bylo moZno jednoduse a pokud moZné
elementérné odvodit.

Ale témto pofadavkim Riemanniiv integrdl pfili8 dobfe nevyho-
vuje. Né&které véty pro ,,Riemanniv integrdl“ (na pf. véta o integraci
per partes a véta o substituci) se daji dokézat velmi jednoduse, ale za
pfedpokladu, Ze se omezime na spojité funkce a uzivéme v&t o derivaci.
K tomu v¥ak nepotfebujeme Riemanniv integrél. Pracujeme-li ‘opravdu
8 Riemannovymi integrdly, narazime na pf. jiz v diikaze véty o integraci
per partes na komplikace. To jsou zatim jen obtiZe formélni, ,,dtikazové*.
Brzy se viak setkdme s obtiZemi hordfmi. Abychom to nahlédli, pozna-
menejme, %e pro Perroniiv integril, ktery je zobecnénfm vlastniho i ne-
vlastniho*) Riemannova integrélu, plati tato véta:

(1) Budte @, v, f, (n=1,2,...) funkce definované v intervalu K
(mdike to bajt vicerozmérny interval); necht tyto funkce majt v K (koneény)
Perrondtv integrdl; necht platt pro ka#dé x eK a kadé n

(@) < fala) < wle);
necht pIat( pro katdé thf,, (x) = f(z).
Pak platé:
1. Funkce | md Perromiv mtegml v K,

2. posloupnost integrdld funket f, konverguje a md za limitu mtegml
)‘mlkoe 5 sth
fhmf n= hmf / n

. 'Aplikujme tuto vdtu na Riemannovy integrély, t. j. nahradme
viude v predpokladech véty slova ,,Perronfiv integrél” slovy ,,Rieman-
m'tv integral®. Predpoklady vity jsou pak splnény tim spile, plati tedy
1 tvrzeni. véty Ale tvrzeni ,,funkce f mé Perronfiv integrél“ nemiZeme .
_ bohuel nahradit slovy, e -f mé Riemanntv integrél. Checeme-li tedy

doatat z véty (1) vétu o Rxemaxmovu integrdlu, nezbjvé ném nic jiného,

L " Protoie ve viceroamérném pﬁpsdé nenf termmologxe ustélens, budeme
¢ nbvlastnich Riem;mnovyoh integrélech mhivit jen v pipadd jednorozmérném.



ne¥ vyslovit dodatedny pfedpoklad, e funkce f mé Riemanniv integrél.
Je patrné, %e je tento pfedpoklad v jistém smyslu nepodstatny; nikoho
prece nezajimé, zda funkce, ke které dojdeme limitnim prechodem, mé
integrdl zrovna podle néjaké na¥i — patrné nevhodné — definice. Za-
jimé nés jen, zda tato funkce mé néjaky ,rozumny“ integrdl, s kterym
dovedeme pracovat. A uvidime, Ze s Perronovym integrilem se dé
pracovat nejen tak dobfe jako s Riemannovym integridlem, nybrZ do-
konce mnohem Iépe. S podobnymi obtiZemi jako ve v&té (1), kterd opét
odpadnou vhodn&j&i definici integrélu, se oviem setkdme i pfi jinych
prﬂeiltosbech :
Nyni je tfeba se zminit jestd o jedné definioi mtegré,lu, kterou
urdité znéd ka¥dy, kdo &te tento &ldnek, pres to, Ze' je tato definice
mélokde uvedena. Je to integral ,,podle primitivni funkce“; budeme mu
fikat integrdl Newtonav. Piesnsji: fekneme, %e funkce f mé v in-
tervalu {a, by Newtoniiv integrél, existuje-li v tomto intervalu funkce
F tak, %e pro ka¥dé z e (a, b) plati F'(z) = f(z) (mdme na mysli jen
vlastni derivaci, v krajnich bodech oviem jednostrannou); Newtonovym
b - :

integrdlem — znadka N [f(x)dx — pak rozumime &slo F(b) — F(a).

a
(Vime sice, %e funkce F neni funkeci f urlena jednoznaléng, je viak
urdena ,,jednoznaéné a% na aditivni konstantu*, takZe &islo F(b) — F(a)
je uréeno opravdu jednoznaénd.) Riemanntv integrédl budeme obdobné

)
znadit R[f(z) dz.
a
Je snad dobfe si uvédomit, ¥e Newtoniv integrdl mé pfimo zésadni

vyznam. Nehledime-li totiZ k pfibliZnym methoddm, dévé ndm tento
integrdl téméf jedinou moZnost hodnotu integrilu opravdu vypoéita.t

Vzpomeiime také, jak se v nékterych udebnicich potité integrél f z? dx

podle Riemannovy' definice a jak lze tento integrdl vypotditat ]akoito
mtegré.l Newtoniiv; nebo vzpometime na rozdil v diikazech véty o sub-
stituci pro Riemannovy a pro Newtonovy integrdly. Uznéme jistd, Ze
mé Newtonliv integral pi'ed integrélem Riemannovym ndkteré zna¥né
prednosti.

Poznamenejme ]eété toto: Primitivni funkei se nékdy k4 ,,neurdity
integral”, Riemannovu integrédlu ,,urdity integral‘. Tato termmologxe

se ndm viak nehodf. Enstu]e-h toti¥ Riemanndv mtegrél R f () dz
existuje také integrdl R f f(x) dz pro kaidé ?e{a, b), mﬁieme tedy
v intervalu <a, b) definovat funkei

F(t) = Rff(-’c) dz



& této funkei (event. zvétiené o néjakou konstantu) budemeiikat ne-
urdity Riemanniiv integrdl. Podobné miifeme mluvit o neurditém New-
tonové integrélu; ten se oviem piesné shoduje s pojmem primitivni
funkce. Uvidime, %e budeme moci mluvit i o neurditém Perronovu
integrdlu. ,, Urdity integrél” (at Riemanniv, Newtontiv nebo Perrontiv)
je pak &islo, které je funkén{ hodnotou pfislusného neurditého integrélu.
, Véimnéme si nyni souvislosti mezi Riemannovym a Newtonovym
integrdlem. Snadno nahlédneme, %e funkce mi%e mit Riemanniv in-
tegral, aniz mé Newtonlv integral; na p¥. funkce f, pro niz platf f(z) = 0
pro x > 0, f(0) = 1, jisté nemé v intervalu {0, 1> Newtoniv integral.
(K dikazu neexmtence stad{ pouZit véty o stfedni hodnoté pro tento
interval.) MiZe v¥ak nastat i opak; existuje funkce @, kterd mé v kazdém
'bod® intervalu {0, 1> derivaci G'(x) = g(x) tak, %e plat{ dokonce 0 <
< g(x) < 1 a pfitom funkce g nemé v intervalu <0,1> Riemanntv
integral. To je jisté v&c dost nepfijemnd. Vidime, %e nevystadime ani
ge samotnym Riemannovym ani se samotnym Newtonovym integrdlem
-a $4dny nenf ,,obsaZen* v druhém. Je tedy jisté sympatickou vlastnosti
Perronova integrédlu, Ze je zobecnénim obou zéroven. Odtud plyne
zejména, %e Riemanniv a Newtontv integrdl dané funkce ddvaji tou
hodnotu, pokud oviem existuji. Rozumime-li nyni ,,integrédlem‘* prosté
Perroniiv integrél a dokdZeme-li néjakou vétu pro Newtonovy integrily,
méme tim dokdzdnu (alesporni za specidlnich pfedpokladi) jistou vétu
o ,,integrdlu®. Tim se vyhneme nepfijemné situaci, do ni% se dostévaji
autofi udebnic integrdlu Riemannova. Rozumi-li se totiZ ,,integrdlem‘
Riemanniv integrdl a dokdZe-li se néjaks véta pro ,,neurdity (t. j.
Newtoniiv) integrdl, neni pro ,,opraydovy® integrdl dokdzdno vlastng
nic — leda za dodatedného pfedpokladu, %e integrily, které se ve vt
vyskytuji, existuji také ve smyslu Riemannové.
Dietitou roli hraje také tato véta:

2) Exiatuy‘e-li (Perrontiv) integral funkce [ v kaZdém intervalu
{a,b— &), kde ¢ 7e lzbovolné kladné éislo menéz neZ b — a, a existuje-li

viastni limita lim’ f f(:v) dz, pak existuje té£ f {(x) dz a rovnd se této limité.
. a—>0+ a

Postup, ktery ndm slouzil k za,vedeni nevlastnich Riemannovych
integrdll, ndm tedy d4vé kriterium existenee pro Perronfiv integral.
" To je znadnéd vyhoda. ,,Vybudujeme-li* toti% theorii vlastntho Rieman-

nova integrilu a zavedeme-li pak nevlastn{ Riemanniv integril, nevime

‘ovilem, které véty, dokézané pro vlastn{ integrély, budou platit také pro

integrély- nevlastnf a musfme vi¥e znovu ovéfovat. NepHjemnost této
situace vysvitne snad jeitd 1épe, uvédomime-li si toto:

- Oznaéme symbolem R mno¥inu funkef, které maji v intervalu (na

pt.) €0, 1) vlastni Riemannbv integrdl; bud R, mnoZina funkef, které

" majf v témie intervalu nevlastni Riemanniv integrdl. (KaZdé funkce

;‘ - BN



z R, mé v daném intervalu nejvyse koneény podet ,,choulostivych
bodﬁ”) Nynf stejnym zplsobem, jakym jsme dospéli od systému R
k systému R,, miZeme dospet od systému R, k jakémusi systému R,,
ktery bude zase v&tsi ne% R,. Lze na pf. snadno sestrojit funkei f, kterd

bude mit za ,,choulostivé body* &sla }— (n=2,3,4,...) tak, aby

existovala lim f f(x) dz (minf se nevlastni Rlemannuv integrdl); takovéd
e—>0+ &

funkce bude patfit do R,, ne viak do R,. Dile mbteme sestrojit systémy
R, Ny, ... a pokradovat tak do nekonedna (ba transfinitng; na
my#lence takovéto transfinitni konstrukce se zakldd4d piivodni definice
Denjoyovych integraldi, z nich% nékteré jsou jedts obecndjsi ne# Perroniiv
integrdl). Z véty (2) je vidét, %e mnoZina P viech funkef, které maji
v intervalu (0, 1> Perroniiv integril, obsahuje viecky mmnoZiny R =
= Ry, R, R, ... Je jistd jit patrné, %e theorie Perronova integrélu je
znadéné ucelene]sx a po mnoha stridnkdch vhodné]ét ne% theorie integrélu
Riemannova.

Véty (1) a (2) jsou moenymi prostredky k dikazu existence Perro-
nova integralu dané funkce. Rekli jsme ji%, %e Perroniiv integral je zobec-
nénim integrélu Riemannova; plati tedy zejména, e kaid4 spojits
funkce mé Perroniiv integrdl. (Pfi diikazu této véty viak nebudeme ni-
kterak uZivat vlastnosti Riemannova integrélu; dokd%eme dokonce, %e
mé spojitéd funkce Newtoniiv integrdl.) Podafi-li se ndm tedy néjakou
funkei f ,,odvodit*“ z mnoZiny spojitych funkei postupnymi limitnimi
ptechody, popsanymi ve v&tdch (1) a (2), budeme mit dokézéno, %e
funkce f mé Perrontiv integril. Je celkem zfejmé, %e se to dé provést
prakticky vidy, pokud vibec je mo#né funkei f ngjaky ,,rozumny‘ in
tegrdl pfisoudit. [,,Rozumnosti’ integrédlu zde minime zejména to, ie
z existence (kone¢ného) integrilu v daném intervalu plyne existence
(koneéného) 1ntegré,1u v ka%dém &éstedném intervalu. Néco jiného ne%
,,rozumny‘‘ integrél je t. zv. Cauchyova hlavni hodnota mtegré.lu Ta

c—8
se defmu]e jako im (f... + f ), je-lic ,,ohoulostw"‘ bod funkce,
&0+ a _ c+ts

a < ¢ < b. Zfejmé existuje na p¥. Cauchyova hlavni hodnota integrélu
1 .

11 - . ,
j P dz, nikoli viak pfisluiny (nevlastni Riemanniiv nebo Perroniiv)

et . !
integral. Podobn& nemibi¥e existovat Zidny ,,rozumn)"“ integral [f(z) d=,
—1

kde f(a:) je pro z <= 0 derivacf funkce sin -1— a na pf. f(0) = 0 pokud
,,rozumnosti“ minfme spojitost neuréitého mtegrélu Sama funkce I je

5



Loe

zde vlastnd ,,velmi rozumné.“ mimo bod 0 mé dokonce viechny deri-
vace.] ‘

JestliZe funkee @,  majf v intervalu na pi‘ (() I Perronﬁv mtegré]
]e-h @) < p(x) pro kaxdé x€<0,1) a jeli f @(r) de < f p(z) dz, lze

dokézat, %o existuje funkce £, pro ni% plati ¢(z) < < fle) < y;(x) v ka¥dém
bod¥ z € €0, 1) a kterd v tomto intervalu nemé Perrontiv integrél; jsou
viak dobré diivody k domndnce, e se nikdy nikomu nepoda¥i takovou
funkei f opravdu udat (zkonstruovat). (Konstruke{ takové funkce by
totiZ byla zéroven zkonstruovéna lebesgueovsky nemétitelnd mnoZina.)
Vime-li tedy o funkeich ¢, p, %e maji Perrondv integrél, a je-li konkretnd
déna funkce f, pro niZ v kazdém bod$ daného intervalu plati g(z) <
< f(x) £ (=), je ,stoprocentnd“ jisté, Fe funkce f mé rovnéz Perrontiv
integrdl. Nikterak viak neni pravda, jak jsme ukézali na jednoduchych
ptikladech, e by »»prakticky kazdé“ funkce f méla Perronuv integral;
ptedpoklad o funkeich g,  je tedy podstatny.

Rovné 1ze snadno ukézat, %e funkce ¢, y hraji dilefitou roli ve
vété 1. Abychom to nahlédli, definujeme v intervalu <0, 1> posloupnost
funkof f, (n = 1,2, ...) timto pfedpisem:

14(0) =0,

1
pro O§x<;je fal2) = n,
pro —}—<x<1 je falx)=0.

Snadno se pfesvédéime, te pro ka.ide z plati limf,(z) = 0 a %e pro

n—+0

kazdé n je R f fal@) dz = 1; ]e tedy lim f falx) dz.= 1, ale [ limf,(z) dz =

n—>o 0 . ﬂ—’w .
. =0.

" Tim je tedy zhruba naznadeno, jaké vyhody mé (aspoil v jedno-
rozmérném pfipads) theorie Perronova integrélu, co od ni miZeme
obekévat — a také trochu, co od nf nemiiZeme odekévat.

Obratme se nyni opét k girsimu okruhu $tendfd, i k tém, kteti dosud -

o integrélu nic nestudovali; pokusme se vylofit, co nds vede k tomuto
pojmu:. Vhodnym ptkladem jsou k tomu ngkteré fysikalni velidiny.
UkéZeme tim zdroveii moZnost definovat integrdly vicerozmérné a vy-
klad bude nizorndj¥f net pro jeden rozmér. Vezm&me si na p¥. za tikol
.,vypo&t&t“ 1épe Fedeno definovat staticky moment obdéinfka vzhledem
k n8které z jeho stran. Predpoklddejme napted, fe ploiné hustota daného
obdélnfka je viude stejné a rovna 1. Vime, Ze staticky moment hmotného
- bodu 0 hmot$ m vzhledem k ose vzdilené o d je dén vyrazem md, Umis-



téme dany obdélnik do prvniho kvadrantu roviny s osami z, y tak, aby
jeden vrchol lefel v podtku a strany o délkéch a, resp. b leZely na osdch
z, résp. y. Uvafujme takto:

Rozdélime obdélnik nékolika fezy, z nichZ nékteré jsou rovno-
b&%né s osou z a ostatni s osou y, na n malych obdélnikd; bud K, jeden
z nich.

Zvolme bod [z;, y,] z obdélnika K,. Hmota K; je podle pfedpokladu
rovna plofe K;; oznadme ji u(K,). ProtoZe obdélnik K, je podle pted-
pokladu maly, miZeme ho pFibliZné poklddat za hmotny bod o soufad-
nicich [z, y;] & hmot& u(K,); staticky moment obdélnfka K; vzhledem
k ose y bude tedy pfiblizné roven &islu ; . u(K,). Jsou-li tedy K, K, ...,
K, obdélniky, na né&% jsme rozdélili pivodni obdélnik, a jsou-li body
{1, 911, [%a, Ysl, -5 [Zn, Yu] Zvoleny v pFisluinych obdélnicich, je podle
této tvahy staticky moment celého obdélnika pfibliZng roven souttu

Z xt‘u(K ). Priblizeni ke ,,sprdvné hodnot&‘ bude asi tim leps{, &m jem-

né]éi bude déleni ptvodniho obdélnika na obdélniky K, (To oviem
nebyla dvaha matematickd; to byla ivaha , heuristick4d®, kterd nis méla
pFivést k definici statického momentu a soudasné také k definici mtegré.-

lu.) Lze nynf ukézat, Ze existuje &islo S, k némuz se souéty Zx,,u(K,)

neomezend bliZi, jestlize dané déleni ,ste]nomérné“ZJemnu]eme (pozdé]l
ukéZeme, jak se dé toto &islo jednoduse vypoéitat); pro definici static-
kého momentu daného obdélnika vzhledem k ose y (t. j. k jeho strand
o délce b) nemdme tedy jinou ,,rozumnou moZnost’‘ nez pravé &slo S.

Obdobné budeme definovat Riemanniv integrél z funkce f, defino-
vané na obdélniku K. Rekneme, %e funkce f mé na obdélnfku K Rieman-
niv integrédl rovny &slu A4, jestlize p¥i vhodném rozkladu obdélnika K
na obdélniky K,, K,, ..., K,, se bude soudet ,

Sfevoug) &

malo likit od &isla 4, at zvolime body [z, y,] jakkoli » obdélnfcich K,.
(Ptedpokléddme oviem, %e ¥4dné dva z obdélnikd K, ..., K, se nepfe-
kryvaji.) Lze ukézat, fe mite existovat nejvys jedno takovs &islo 4.

Je patrné, %e jsme staticky moment definovali jako inltegrﬁl funkce
f (2?, y) = 2.

Pogadavek kladeny na existenci mtegrélu bychom také mohli
zostfit v tom smyslu, e bychom poZadovali nejen, aby se pfi vhodném
délenf viecky souybty tvaru (3) malo lisily od &sla A, nybri dokonce
aby pti ka¥dém dostatednd Jemném délen{ ge viecky takové soudty mél'é
héily od &sla 4. -



" Ukazuje se, ¥e v nafem p¥ipad$, kdy u znadf plochu, jsou oba po-
¥adavky ekvivalentnf. Za chvili viak budeme mluvit o Riemann.
Stieltjesovu integralu, kde ,,hmota* u miize mft i jiny vyznam; to odpo-

‘ vidéd piipadu, e hmota nenf rozloZena rovnomérné. V obecném ptipads
uvedené dva poZadavky ekvivalentni byt nemusf a je pohodlne)si pra-
covat s prvnim (slab&im) poZadavkem. Siln&jsi poZadavek je viak
splnén, kdykoli je integrovand funkce spojitd.

©  Snadno mifeme definovat také integral pfes obecné&jsi mnotinu

- £2 ne¥ ptes obdélnik, jen kdy% je mnoZina £2 omezend: MnoZinu (2 umis-
time do jakéhosi dﬁiéhﬁka K a funkei, jejf% mtegrél pres mnofinu 0
méme definovat a o ni% tedy predpoklédéme, %e je definovéna na .2,
doplnfme v bodech obdélnika K, které nepatii do 2, nulovymi hodno-
tami. Definujeme pak integrél funkce f pfes mnoZinu £ jako integrél
,»dopln&né** funkoe pfes obdélnik K, pokud oviem tento integrsl existuje.
Lze ukézat, fe tato definice opravdn m4 smysl, neboli Ze nezélezi na tom,
do kterého obdélnika mnoZinu 2 vnotime. (Zde je do jisté miry pod-
statné, ¥e u znadf plochu; v obecném piipadé Stieltjesova integrdlu jsou
véei trochu komplikovanéjsi.) :

Naif ,,heuristické‘‘ Gvahy, které jsme uZili k zavedeni statického
momentu, se ve fysice uZivé dosti dasto. M4 se spoditat ]15’5& fysikalni
velidina, pislu¥nd dané omezené &4sti prostoru; oznadme ji 2. Pro
jednoduchost se opét omezime na p¥ipad dvou rozméri. Obydejné je
jasné, ¥e na mnoZind £ existuje funkce f této vlastnosti: Zvolime-li
v £2 maly obdélntk K,, bude fysikéIni veli¢ina F(K,), pfisluiné obdélniku
K,, pfiblizné rovna &slu

) f(xl" ?/c) ‘U,(K‘), i

kde [z, y,] je n&jaky bod z obdélnika K,. (Na pf. u momentu setrvad-

nosti vzhledem k ose, prochézejici bodem [0, 0] kolmo k dané roving,
bude tato funkce rovna a® + g2 pFi potencidlu, vytvofeném v bodd

{0, 0], bude f(a:, y)= S atd.). Vezméme opét obdélnik K, obsa-
2 4 y? :

hujfoi mnoZinu £, ‘a rozdélme ho zase popsanym zpisobem na malé
obdélniky K,, K, ..., K, Fysikdlni velitina F((2), pFsluénd mino%ing
£, se pak asi bude pﬁbhiné rovnat (x) soudtu tvaru (3), kde viak se
sdité jen pfes ty obdélniky, které jsou obsateny v £2; té% je moiné se
domnivat, Ye bude F(£2) pfibling rovné 1f) soudtu tvaru (3), kde se
séitd pfes obdélniky, které maji s 2 spoledny asport ]eden bod.

' Lze tudit, e v ,jrozumnych piipadech® p¥i dostatednd jemném
déleni dostaneme v obou piipadech p¥ibliZné totéz.

- Vepometime ‘si nyni, jak jsme definovali integral funkcée f pres
mndﬁinn 5). Bylo to ¥slo opét pFibli#nd rovné soudtdm tvaru (3), kde
viak f znamenalo ,roziffenou* funkei. Ale to jsou ztejmd prévé ty
soudty, o niohi jsme i-pkh %e aproximujt velitinu F(£); s¥itanci pﬂsluhé
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obdélnikém K,, které nemaji s 2 ¥4dny bod spoledny, urdité vypadnou,
protoze ‘se “psluiné hadnota f(z;, y,) rovnéd nule (f je zde ,roziifena.
funkce*‘); stitance pFisluiné obdélnikiim K, obsaZenym v £2, se nezméni;’
u ostatnich obdélniké pak mi¥eme vhodnou volbou.bodu [z, y,] do-:
sdéhnout toho, e ;,integrilni** soudet (3) pfejde bud v soudet (x) nebo.
v soudet (8) podle toho, volime-li bod [z;, ¥,] mimo £2 nebo v . :

Je opét patrné, e pro velitinu F(2) neméme jinou ,rozumnou
moZnost** ne¥ mtegré,l funkce f pfes mnotinu 2. - :

Je-li funkce f nezdporns na obdéniku K, pak ka¥dy vyraz f(z,, y,) «

. 4(K;) znadf objem hranolu o podstavé K, a vysce f(z,, y,); soutty (3)
tedy plibli¥n® vyjadfuji objem té&lesa, leficiho nad obdélnfkem K,
ohranideného zdola timto obdélnikem a shora plochou o rovnici z =
= f(z, y). Integx'élem miifeme tedy definovat také objem té&les, vznik.:
lych popsanym zpﬁsobem Je snadno patrné, ¥e lze.tuto definici roz-
8ffit i na pfipad, Ze misto obdélnika K vezmeme libovolnou. omezenou
mnoZinu £2; otdzka je jen, kdy bude pfisluiny integrdl existovat. Vez--
meme-li za f funkei, kterd na 2 nabyvé hodnoty 1 a jinde hodnoty 0,
mé n4s integrdl vyznam. objemu vélce o podstavd 2 a vysce 1; toto

- ¢slo se viak rovnd obsahu podstavy, t. j. obsahu mnoziny . Dvouroz-
mérnym integrilem: miZeme tedy definovat jednak objem tro;rozmér-
nych mno%in specidlnfho tvaru, jednak ploiny obsah do jisté miry libo-
volnych mnoZin dvourozmérnych

PoloZme si nyni otdzku, prod jsme se vlastné zabyvah jen pfipadem,
%e y znamens objem. Souéty tvaru Xz,u(K,) nebo Zf(az,, y,) p(K,) mii-.
¥eme pfece utvolit, at je ,,hmota‘‘ u rozloZena jakkoli, jen kdy% zndme
,»jeji rozloZeni** neboli kdy#? zndme &isla u(K,) pro kazdy obdélnik K,.
A ukazuje se, % diivod nadeho omezeni nenf nikterak p¥li§ hluboky; na
prikladé statlckého momentu vidime, ¥e je ndkdy docela pfirozen&ji{
vydetfovat piipad ,,obecného rozlgfeni. To nés vede, jak jsme pozna.-
menali, k t. zv. Stieltjesovu integrélu (zatim Riemann-Stielt-
jesovu). V p¥{pads, ktery jsme dosud probirali, kdy u znamenalo plochu,
mluvime o ,,0bydejném‘* integrilu. — Je oviem t¥eba ¥ei, jak méme
matematicky formulovat potadavky o ,,hmoté“ 4, abychom dostali -
rozumné vysledky. . . :

‘Poznamenejme tedy napi'ed néco 0 matematickér vyjédFent fym-
kélnich velitin. Nékdy se ¥k4, Ze se velitiny d&lf na velitiny, oznadujict
mno¥stvi — kvantitu (t. zv. Vehémy extensivni, na pf. hmota," teplo,
elektricky nédboj; k jejich méfen{ potfebujeme jednotku), & na vehémy,

. oznadujfel stav (b. zv. velitiny intensivni, na p¥. hustota, teplota, po- -
‘tencidl; k jejich md¥en{ potfebujeme stupnici). V matematice bohuzel - -
nedovedeme pracovat. pkHmo s teplem. nebo s. elektrickym nabojem;
musfime urdit ndjakou ,,matematickou velidinu*, kterd by pokud moina .

. doble’ odpovidala pFislugné , fysikalnd - velitind*, Vezmeme-i jediny:
predmit; je po strénce matema.tmké na. pf. Jeho hmota vyjédi'-ena



jistym dislem; pravé tak je t¥eba teplota v daném bod$ a dase vyjidiena
{islem. Cheeme-li tedy po strénce matematické néjak klasifikovat fysi--
kélnf velidiny, musime jit trochu dél. Na samotném &isle ji% nepoznédme,
zda ,,vzniklo*“ jako hmota njakého pfedmétu nebo jako teplota v daném
bod$; musime se tedy podivat nejen na dané &islo, nybrs i na ,,véc,
které toto &islo bylo pfifazeno. A jakym ,,vécem‘‘ jsou pfifazena &isla
uddvajicf hmotu, teplo, elektricky ndboj? Za tyto ,,véci‘“ miiZeme vidy
poklddat &astiprostoru; je ziejmé, %e pfi volbd (v daném dase) urdité
84sti prostoru je urdena hmota, teplo, ... viech ,,pfedméti‘¢, které jsou
v té d4sti prostoru obsaZeny. Fysikdlni veli¢inu ,teplo** miZeme tedy
poklddat za predpis, ktery ka¥dé (,,rozumné‘‘) 8sti prostoru pfifazuje
" urdité &slo. AvSak predpis, ktery kafdému prvku n&jaké mnoZiny pfi-
Yazuje urdité &islo, se nazyvé funkece (definované na té mno#ing; prvky
té mnoZiny se nazyvaji nékdy argumenty funkee); ,,teplo’ miZeme tedy
_chépat jako funkei, definovanou na mnoZiné viech ,,rozumnych* &ésti
prostoru. Argumenty této funkce jsou tedy opét mnoZiny; takovymto
funkeim se Fiké funkce mnoZinevé. Timto zpiisobem miZeme matematicky
interpretovat ziejmé i objem (t. j. ,,objemovou velikost), hmotu,
momenty, elektricky ndboj a pod. Vecky tyto mnoZinové funkce maji
jednu spoleénou vlastnost: jsou to tak zvané funkce aditivni. Je-li
totiz F n&kters z uvedenych mnoimovych funkei a jsou-li 4, B, C ,,ro-
- zumné* mnoZiny (t. j. takové, Ze je pro n& definovéna funkce F), p¥i
demZ mnotiny 4, B nema]i spoleénych bodid a C je jejich mnoZinové
5]ednoceni pak platf
F(4) + F(B) = F(0).

{Na pF. soudet statickych momenti dvou téles, kterd nemaji Z4dny bod
spoletny, se rovné statickému momentu télesa, které vznikne tim, Ze
obd télesa dohromady poklﬁdé.me za jedno téleso; podobn§ trividlni
‘vyznam mé tento vztah i v ostatnich pfipadech.) P¥i vy¥etfovani Per-
ronova mtogrélu budou hrét dilefitou roli mno¥inové funkece; vidime
nyni, %e pojem mnoZinové funkce nenf nic zéhadného, co by pathlo,
jen do ,,vy¥i* matematiky, nybrz n&co, co mé velmi nédzorny vyznam
a lizky vztah k denni zkuSenosti. .

Podivejme se jedté s tohoto hlediska na fysikdlnf velidiny ,,inten-
aWni“ Teplota hustota, potencidl jsou pa.k Ysla, pfifazend ne jit

nybrz bodfim prostoru. Tyto velidiny lze tedy chépat jako funkce

v ob m slova smyslu (,,funkee bodové®).
Zdé. ge, Ze j )sme pondkud odbodili; vratme se tedy zpét ,,ha rozcest{*‘.
. Naifm tmyslem je definovat na pf. staticky moment i v pfipadé ne-
rovnomémého rozdélenf hmoty; abstraktn$ formulovéno: Kleddme ns-
alé ,,rozimné‘ predpoklady o ,,hmot&‘* , za nich¥ by bylo mo#né vy-
* - Bettovat (despoﬁ bez velkych komplikaci) soudty tvaru

- Zf(zy, yo) w(Ky)

o m N ‘ . ’



obdobnym zpisobem jako v ptipads, Ze u znamenalo plochu (v p¥ipads
,,;rovnom&rného rozdélenf hmoty‘‘). # bude zfejm& jakési mnoZinové
funkece. B ‘

Ukazuje se predeviim, Ze stadi vzit za systém mnoZin, na ném¥ je
tato funkce definovéna, systém viech obdélnfkdl. (Abychom si zvykli
na vicerozmérnou terminologii, budeme misto ,,obdélnik ¥ikat (dvou-
rozmérny) interval; pootoéeny obdélifk oviem pak u¥ nebude interva-
lem. Trojrozmérny interval mé ndzorny vyznam kvédru; m-rozmérny
interval pro m > 3 bohuZel uZ si pfedstavit nedovedeme.) Stadf dokonce
vzit systém vech uzavienych intervald, které jsou &dstmi jistého pev-
ného intervalu. V tomto pfipad$ budeme mluvit o funkei intervalu
misto o funkei mnoZinové. Ale pak je tfeba ponékud zménit definici
aditivity. Dva uzaviené intervaly -bez spoleénych bodi totiZ nikdy ne-
daji dohromady interval. Kdybychom nyni doslova pienesli uvedenou
definici aditivity na funkce intervalu, nepofadovali bychom vibec nic
a lze uvéfit, Ze bychom pak asi nemusili dostat nic rozumného. Po-
zménime tedy pro funkce intervalu definici aditivity takto: Rekneme,
- %e funkce intervalu F je aditivni, jestliZe platf /

F(I) + F(J)=F( + J),

kdykoliv 7 je interval, J je interval, I + J je interval a intervaly I, J
se nepfekryvaji, t. j. maji spoleéné body jen na svych hranicich. (Hra-
nice intervalu je v roving toté% co obvod, v prostoru toté% co povrch.)
Lze pak ukézat, e miifeme zcela pohodiné vysetiovat soudty tvaru (3),
jakmile pfedpoklddéme, %e bodovd funkece f je omezens a %e funkce inter-
valu g je nezédpornd a aditivni.

Riemann-Stieltjestiv integrdl funkce f pfes interval K vzhledem
k funkei # pak definujeme doslova tak jako pfi ,,obySejném‘* Rieman-
nové integrélu. Cislo 4, vyskytujfcf se v definici, je opét uréeno jedno-
znadn& (pokud existuje); oznadime je symbolem

if f du.

Je patrné, %e stadi v piisluiné definici dét misto slova ,,obdélnfk¢*
slovo ,,m-rozmérny interval‘‘ a funkei f rozumét funkei m proménnych,
abychom dostali definici integrélu v m-rozmérném prostoru.

Zminili jsme se viak o nevhodnosti Riemannovy theorie pro jedno-
rozm&rny pkipad a o tom, %e Riemanntv integrdl nahradime obecnéjitm
integrdlem, ktery bude zéroverni zobecnénfm Newtonova integrélu. Jak
tomu bude v p¥ipad®é vicerozmérném?

- Uvame, Yo pki snaze vyjadfit staticky moment- (resp. néjakou
jinow fysik4Inf velidinu) jsme uZili tohoto pfedpokladu:

Je-li J maly interval, obsahujici bod [, y], pak pro staticky mo-
ment §(J), p¥sluiny tomuto intervalu (resp. pro pkislufnou fysikélnf
veli¢inu F(J)), bude pFibliZnd platit vztah ‘
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K (resp. F(J) = f(z,y) - u(J)). 4
Délenim ,,velkého intervalu‘“ na ,,malé intervaly* a sedtenim
pHsluinych pFibliznych rovnosti jsme byli pfivedeni k Riemannovu
integrélu.
Misto vztahl (4) mZeme viak, je-li u(J) + 0, napsat, %e jsou pfi-
blifné splnény vztahy

5 _ | @)

FJ)
(reSP- ) f(=, !/))-

Predpokldddme zfejmé, %e tyto vztahy budou platit tim p¥esnéji,
&m men& bude interval J, obsahujici bod [z, y].
Pfedpokldddme tedy vlastns, ¥e plati

S(J S(J)
. FJ) ) :
(resp.J_I:(xﬁl ).“—('T) = f(z, ¥)); (5)

je ovéem tfeba definovat zdhadny symbol Lim, ktery zde viak ziejmé
mé jakysi intuitivnf vyznam (,,interval J se zmensuje aZ na bod [z, y]).
Tuto definici odsuneme do dalitho paragrafu. Budou zde jisté kompli-
kace, zplisobené tim, %e v ,,obecném pipads“ (t. j. nenf-li u pravé
plocha) mife byt u(J)=0. - )
- Migeme tedy Hoi, %e 8 (resp. F) je aditivni funkce intervalu, spliu-
jicf v kaZdém bod¥ vztah (5). (Nenabyvé-li funkee fnekoneénych hodnot,
je vztahem (5) funkce F (pokud existuje) uréena jednoznaéng.) To
zfejm¢$ pFipomind Newtoniv jednorozmérny integrdl. Viimneme-li si
jedtd, jak vypadajf v jednorozmérném pfipadé aditivni funkce intervalu,
uvidime dokonalou analogii. Bud napfed ¢ (bodové) funkce, definovand
(na pf.) v intervalu <0, 00). Sestrojme funkei intervalu ¢* tfmto pfed-
pisem: Je-li J=<a,b), kde 0< a<<b, bud ¢*J)= @) — ¢(a);

 strudng
P*(<a, b)) = ¢(b) — @(a). (8)

Budte nyni {a, b),<¢, &) nepfekryvajici se intervaly, obsaZené v (0 o)
a takové, fe ddvaji dohromady opét jakysi interval. To zfejmé nenf
mo#né ;ina.k net e bud b = ¢ nebo @ = d. Necht tedy na pf. b=c;
pck »slofenim* obou intervall vznikne interval {a,d) a p]ati

'P’"((“» B) = p(d) — g(a) = (P(d) — p(c)) + (p(®) — q’({l)) =
= ¢*(e, d)) + 9*(Ca, b))
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Vidime, %e funkce ¢* je aditivni. Méme tedy piiklad, jak sestrojit adi-
tivni funkei intervalu. Snadno vak nahlédneme, %e je to pfiklad obeony
neboli e timto zpisobem dostaneme ka¥dou aditivni funkei intervalu.
Bud tedy @ takové funkee, definovanid na p¥. pro viechny uzaviené
intervaly, obsa¥ené v {0, c0). Zvolme nyni libovolné &islo ¢ a defmu]me
v intervalu <0, oc0) bodovou funkeci ¢ pfedpisem
: (O) - C,
pro > 0 je @(x) = ¢ + D0, z)).
Pro b > 0 je tedy

D(<0, b)) = @(b) — ¢ = @(b) — (0);
je-li 0 < @ < b, plyne z aditivity funkce @ vztah

D(<0, ap) + P({a, b)) = D({0, b)),
neboli

D(Ca, b)) = P(0, b)) — D0, a)) = (p(b) — ¢) — (p(a) — ¢) =
" = @(b) — @(a). ,
Vidime, %e funkce @ je totoind s funkei ¢*, uréenou vztahem (8). Kafdou
aditivni funkei intervalu (na pfimece) lze tedy dostat tim, %e utvofime
rozdfl funkénich hodnot jisté bodové funkce. Zkoumejme, jak se ndm
po tomto odhaleni projevi v jednorozmérném piipad$ vyraz
’ F(J)
7

A i
Pfedpoklddejme napied, %e x4 je ,,plocha®, t. j. délka intervalu. Pak je
funkce u vytvof'ena [ve smyslu (6)] funkei f(x) = z; p!‘edpoklé,de]me, %o
funkce F je vytvofena funkei ¢, t. j. fe F = ¢*.

Vyraz (7), klademe-li J = {u, v) pfejde v

Lim ?) —#()..
<up>—z V—U
v se bliZi bodu z zprava, u zleéva a je u < v.

Tento vyraz jit zfetelnd pFipominé derivaci. A% defmujeme symbol
Lim, ukéZeme, %e limita Lim existuje, kdy% a jen kdy% existujf obd
limity

g —pl) ) — gl

vz+ V—Z D g U— X
& jsou si rovny — neboli kdy% existuje derivaee ¢'(z).
-Jestlife tedy definujeme (i pro m rozmari) denvacx aditivnf funkce

mtemlqujmzem L1m ((J)) (* ma¥ bod m-rozmérného prostoru),
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pokud limita Lim bude existovat a pokud 4 bude znamenat (m-rozmérny)
objem, budeme mit zobecnéni klasické definice derivace; v jednoroz: -
mérném piipadé bude derivace funkce intervalu znamenat totiz toté¥
jako derivace bodové funkce, ji% je dand funkce intervalu vytvofena.

Co se nynf stane, vezmeme-li v jednorozmérném p¥padé za u né-
jakou obecndjii (nezdpornou aditivni) funkei intervalu? Je-li u = ¢* (ve
smyslu (6)), méme proa < b

0 < p{a, b)) = @(b) — pla)
neboli ¢(a) < @(b).

Vidime, %e funkce ¢ je neklesajici. Naopak zase vztah (6) pfifazuje
ka¥dé neklesajici funkei nezdpornou funkei intervalu.

Abychom se nemuseli omezovat na p¥ipad, %e u znadi objem, za-
vedeme derivaci libovolné funkce intervalu F podle libovolné nezéporné
aditivn{ funkce intervalu y vyrazem

. F(J)

Lim — 8)-

T E)’ ®

pokud L1m bude exmtovat [V jednorozmérném pripadé se (8) zméni v

L J®) — @
<u, o>z P(v) — @(¥)’
kde f* = F, ¢* = u. Jestlie budou existovat derivace f'(z) a ¢'(z) = 0,

{

bude tato limita oviem rovna —— f (2)
@)

Je tedy zcela pfirozené ¥iei, fo funkce intervalu F, definované pro
. kaZdy interval, obsaZeny v pevném intervalu K, je neuréitym Newton-
Stieltjesovym integrélem bodové funkce f vzhledem k funkei x
(nebo Stieltjesovou primitivni funkeci f vzhledem k p), jestliZe pro kaidy
bod = € K platf

im ZY) _
L—-».’t ( J) = f (x)

(f je tedy funkce m proménnych; mé-li bod z soufadmce Zg, Tgy ey Toms
‘zméi f(x) totéZ, co se dfive znadilo symbolem f(z,, g, ..., Zp). Pfed-
me, %e funkce f nenabyvéd nekonednych hodnot.) Funkei 7 bu-

deme pak znadit symbolem
N{fdu;

'symbol N ‘f f du zna¥f pak oviem dslo F(K). :

- Podle tivahy, kterd nés vedla ke vztahdim (4), (4) & (5), je prévé
ok plirozené definovat ndjakou fysikdlni velitinu integrélem Newto-
novym (ndkdy j ie to . dokonce phmzenéﬁi) jako integrélem Rieman.’

novym
R



Nynf by jiz bylo asi vhodné prozradit étenéi-ﬁm prod vlastnd tolik
mluvime o Newtonovd integrélu, kdy% ho nakonec nebudeme probirat.
Diivod je jednoduchy. Perroniiv integrdl budeme totiZ definovat tak,
%e bude na prvni pohled ziejmé, %e dostdvdme zobecndnf integrélu
Newtonova. Symbol Lim sice ve skutetnosti pfimo definovat nebudeme,
budeme viak definovat horni a dolnf derivaci funkce F podle nezé-
porné aditivni funkece u. Véty o hornf a dolni derivaci budou nasim po-
detnim aparédtem, pomoci né¢hoZ budeme dokazovat véty o Perronovu
integrdlu. Kdybychom pfedem nebyli objasnili vyznam derivace a
Newtonova integrélu, zdéla by se asi definice Perronova integrdlu po-
nékud zahadnou.

Existuje-li Riemanniiv integrsl R f fdu, existuje té% R f f d,u pro

ka¥dé J C K; uréuje ném tedy i Rlema.nnﬁv integrdl jistou funkei
intervalu. Oznadime ji oviem R [f du-a nazveme ji neurditym Riemann-
Stieltjesovym integrélém. Podobnd budeme mluvit o neurditém
Perron-Stieltjesovu integrédlu.

V jednorozmérném piipadd mdime ted vlastné definovdn neurdity-
integral jednak jako funkei bodovou, jedna.k jako funkei intervalu. Ale
neurdity integral jako funkce intervalu je zde ,,obvyklym zplsobem*
vytvofen neurditym integralem jakoZto funkci bodovou, tak¥e nedoro-
zuméni nemie vzniknout. \

Bude-li v jednorozm&rném plipad$ funkce u vytvofena bodovou
funkei @, budeme misto [fdu psét té% [fde, nekdy té% [f(z) de(z).
V ,,obecném pHpadd“ je sice symbol z zbytedny; je-li viak né&kters.
z funkef f, @ (nebo ob&) déna n&jakym jednoduchym podetnim vyrazem,
je pohodIngj& napsat tento"vjraz misto p¥{slu§ného symbolu f nebo ¢.
Je.li u délka intervalu, je @(x) = « & pifeme pak oviem [f(x) dx. V&im-
néme si jesdtd, e v ]ednorozmérném pFipadé naija]i ,,Rxemann-Stlelt- :
jesovy soudty’ (3) tvaru’

Z f (=) - (p(ts) — P(ti=1))s

kde K;= {t;—;, t); oéislové,ni Ize tak volit, aby bylo h< <.
Ll ey < By

- Vid8li jsme, Ze neurdity mtegré,l (at Riemanntiv nebo Newtom'zv)
dané bodové funkoce definuje jistou aditivni funkei intervalu a viimli
jsme si, %o n¥které fysikdlni velidiny se daji timto zplisobem vyjédit.
(na- pf. momenty lze vyjadfit jako integrdly funkef =z, z% 4 yt atd.).
Zastavme se nyni u problému, zda lze kaZdou ,,extensivni‘ fysikdlnf
velitinu vyjAdfit integrélem. Omezime-li se na velidiny nezdporné-a
pouhjeme-h Stieltjesova integralu, dostaneme odpovdd kladnou; kaZdou
konednou nezdpornou aditivni funkoi intervelu Ize totit pedt jako in<
tegrél z funkoe identicky rovné jedné podle dané funkoe samotné. To je
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oviiem trivialita. PoloZme si nyni otézku, zda lze kaZdou funkei intervalu
vyjédiit obydejnym integrdlem, t. j. integrdlem tvaru [fdu, kde u je
objem., Vime, %e funkce intervalu je Newtonovym integrélem své deri-
vace, pokud tato derivace véude existuje a je koneénd. Chceme-li tedy
danou funkoi intervalu vyjédfit obydejnym integrédlem bodevé funkece,
bydeme asi musit za tuto bodovou funkei vzit jeji obydejnou derivaci.
Predstavme si opét danou funkei intervalu F jako hmotu pfi néjakém
nepravidelném rozlofeni. Jaky mé nédzorny vyznam vyraz

FW)
vy

je-li  bod prostoru a znadi-li ¥ objem? Je snad dostatetnd jasné, Ze se
podobné definuje hustota hmoty v bodé z; je tedy hustota obydejnou
derivaci hmoty, neboli hmota je integrdlem hustoty, pokud v kazdém
bod$ existuje koneéns hustota. (Je patrné, Ze je v tomto pfipadé pn-
rozendjil ukit Newtonova ne¥ Riemannova mtegré.lu) Pfedstavme si
nyni, e je v prostoru jen jeden hmotny bod (na p¥. v poddtku) o hmots 1.
Piisluiné ,,rozlofeni hmoty*, t. j. funkei F, pak miZeme definovat
takto: F(J)=1, resp. }, resp. }, resp. }, resp. 0, lezi-li hmotny bod
uvnit¥ J, resp. uvnitf stény J, resp. uvnitf hrany J, resp. ve vrehole J,
resp. mimo J. Piislusnd hustota, t. j. derivace funkce F, je pak viude
mimo podétek rovna 0; v podétku pak existuje hustota jen v Zirdim
smyslu a je rovna -+ co. Newtondv integril této hustoty neexistuje.
Uvidime viak, %o funkce, kterd je viude s vyjimkou jednoho bodu
rovna nule,~mé integrdl (Perrontiv) pfes kaZdy interval viibeec rovny
nule, af je v tom ,,vyjimetném bodd* definovéna jakkoli, i tfeba hod-
notou + 00. Bude patrné, Ze takovéto funkei nemiiZeme pfisoudit
srozumnd ¥4dny jiny integrdl nefli nulovy, af vyjdeme z jakékoli
definice integralu. Neni tedy mo#né vyjadfit v tomto pfipadé ,,hmotu*
jako integrél z ,,hustoty* a d4 se ukézat, Ze definovanou funkei intervalu
‘F nelze vyjédfit integrdlem #4dné funkee.
Pokud nezavedeme Stieltjestiv integrdl, nemdme pfi takovémto
_ rozloZeni hmoty mo¥nost definovat na pf. momenty integrdlem; zavede-
" me-li viak pojem funkce intervalu a pojem Stieltjesova integrélu, m-
- #eme postupovat stejné jako pfi rovnomérném rozloZeni. (Pokud oviem
Ize hmotu vyjédfit jako obydejny integrdl hustoty p,.lze na pf. moment
setrvadnosti definovat jako obyée;ny integrél funkoe r20, kde r je
ndﬁlenost od osy.) .
- Ve fysice se viak patrnd ,,pro zpehledndni** vyjadtujf obySejnym

. mtegrﬂem i funkoe, o nich% je dokAzéno, fe je integrdlem vyjddfit ne-

he {jako na pf. funkce rozloZeni hmoty.pki jediném hmotném bodg).
‘ -8e totif, %o hustote v mistd, kde je hmotny bod, je ,,tak ohromnd
- nokonednd*, ¥e integrél & této funkoe sé plece j jen rovné jedné. Pisluiné
sshustotd” se Hkd Dirdcova d-funkos. Naznadili jeme ji¥, jak je mokné™



1
'

pomoci pojmu mno¥inové funkce a Stieltjesova integrdlu se této funkoi
vyhnout. Pro tdplnost poznamenejme, #e matematikové znaji i jiné
prostfedky, jak tuto ,,funkei vySetfovat. Velmi obeecnd methoda, za-
hrnujicf i tento pfipad, je vyloZena ve Schwartzové knize ,,Théorie des
distributions®‘. ,

Viimnéme si nynf zptsobu, kterym byvéa ve starfich udebnicich in-
tegrélntho podtu definovén vicerozmérny integral; mluvi se zpravidla jen
o obytejném integrélu. Vezméme pro piiklad zase jen dva rozméry.
Zpravidla se predpoklddéd, %e obor K, na ném# je funkce definovdna
a o ném¥ jsme my predpoklddali, Ze je to interval, je vnitfek jakési
jednoduché kiivky. Déleni oboru K se pak opét provadi pomocf kiivek,
takze ,,malé‘‘ obory K, na né% se K rozpadne, jsou opét vnitfky jakychsi
kt¥ivek. Tvofi se pak soudty tvaru Zf(z;, y;) u(K,), kde (%, y;) le#d vidy
v K, a 4(K,) znamend plochu p¥islusného oboru. ‘

Tento postup mé viak nékolik vad technického i zésadntho rézu.
Vady technického rdzu jsou jisté jasné kazdému &tend¥i, ktery jen néco
mdlo slySel o topologii. Ji% jen se samotnou definicf pojmu ,,kfivka‘ je
jakédsi obtif. Definujeme-li kfivku jako minofinu bodé tvaru [g(t),
(1)1, kde ,,parametrické funkee ¢,  jsou spojité v nékterém jedno-
rozmérném intervalu {a, b), pak se miZe stdt, Ze nase , kfivka“ vyplni
cely &tverec. Thkové kFivka mé viak jistd aspori trojndsobné body.

" Omezime-li se na jednoduché kfivky, které se ,,neprotinaji [to zna-
mend, Ze pro ¢, = ¢, je vidy bod [¢(t,), vi,)] rizny od bodu [@(ts), ¥(ta)];
pfipustime-li vyjimku, Ze bod [g(a), p(a)] je totoiny s bodem [p(d),
y(b)], dostaneme definici jednoduché uzaviené kiivky a neptipustime-li
ani tuto vyjimku, dostaneme tak zv. jednoduchy oblouk], pak se sice
jiZz nemiiZe stét, %e by ndm ktivka vyplnila cely &tverec, ale miZe zabrat
na pf. t¥i dtvrtiny (nebo devét desetin atd.) plochy celého &tverce.
Takovd kfivka v¥ak nenf ,,rektifikace schopnéd‘‘; omezime-li se na k¥ivky
o»rektifikace schopné®, pak jiz m4 nase kfivka najisto nulovou plochu.
(Misto ,kfivka je rektifikace schopné’ budeme fikat ,kfivka mé ko-
netnou délku*.) ,,Starii autofi“ se také skutednd omezujf na préci
s kiivkami kone¢né délky; ale situaci tim pFesto nezachréni.

Odmysleme si nyn{ pro jednoduchost obti¥e.topologického rézu,
které vznikaji na pf. uf s ,,tak jednoduchou’ otézkou, jako je othzka
»c0_je to vnitfek kFivky‘; pfedpoklédejme, %e znime matematiku us
tak dob¥e, Ze opravdu umime s kfivkami exaktng pracovat, a viimnéme
si potiZi zdsadniho rdzu. Prvnf a hlavnd z nich tkvi v tom, %e nedovedeme
predem ¥ioi, co je to ,,plocha vnitfku k¥ivky*. Theorie jednorozmérného
integrdlu ném pfi tom nepomiife. Dovedeme na pf. vypoditat plochu
elipsy nebo lemniskdty, ale nenf ka¥dé kfivka elipsou nebo lemniskétou.
Vypodet plochy dané kfivky jednorozmérnym integrdlem se zaklddé -
na tom, %¥e kfivku po d4stech vyjddiime jako graf funkce. Ukazuje se
viak, fe existuji k¥ivky konedné délky, jejichk ¥4dny d4stedny oblouk
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nen{ grafem funkee ani vzhledem k ose # ani vzhledem k ose y. Abychom

tedy mohli mluvit o plode vnitfku dané uzav¥ené k¥ivky, musime prostd

definovat, ¢o je to ,,plocha mnoZiny*“. A ukazuje se, ¥¢ némaha, spojend

% vyslovenim této definice a odvozenim zdkladnich vlastnostf ,,plochy*,

je skoro stejnd jako vyletfeni integrélu zpisobem, ktery jsme naznadili
" (pomoof intervalf).

Jiné velmi nepkijemnéd véc je tato. Ve skutednosti se totiZ misto
soudth tvaru Zf(z,, y,) u(K,) lépe vySetiuji soudty tvaru Zmu(K,),
resp. ZM,u(K,), kde m, resp. M, je infimum, resp. supremum funkdnich
hodnot funkce f na mnofing K, (t. zv. dolnf a horn{ soudty). Je patrné,
fe keidy soudet Xf(z;, y;) u(K;) leZi mezi pisluinym dolnim a hornim
souttem. Je nynf tfeba dokézat, e Z4dny dolni soudet neni vét¥{ ne
£4dny hornhi soudet. Tato véta se obydejnd dokazuje tak, %e se sestroji
ss8poletné zjemnéné rozddleni. Lze pak snadno ukézat, %e pfi ,klasic-
kém‘‘ postupu, kdy délime vnitfek kfivky na konedny podet obori,
omezenych kfivkami, nemus{ spoletné zjemnéné rozdéleni viibec exis-
tovat — a pii dikaze véty je nakonec tfeba piecejen pfejiti k inter-

- valim. (Zvolme na p¥. v roving obdélnfk o vrcholech [0; —1], [1; —1],
[1; 1], [0; 1]. Rozd&lme tento obdélnik jednak , k¥ivkou* y = 0, jednak
kfivkou y = a*sinl; lze ukdzat, %e obd tyto k¥ivky maji konednou

_délku. Obg tyto k¥ivky dohromady ndém viak dany obdélnik rozdélf ji%
na nekonetnd mnoho obord, omezenych jednoduchymi uzavfenymi
k¥ivkami — co% nenf déleni podle nai definice.)

Naznadili jsme, jaké obtiZe vznikajf, snatime-li se definovat v ro-
vind Riemanniiv integrél ,,pomoci k¥ivek*. Neni snad t¥eba podotykat,
%o by se tyto poti%e urditd nezmensily, kdybychom p¥esli k vétdimu
podtu rozmérd. Je viak vidét, e potife tohoto druhu jsou vlastnd ne-
podstatné, zpisobujeme si je sami svou neobratnost{. V podstaté véci,
jak bylo naznadeno u postupu ,,intervalového’, se Z4dné obtite tohoto
druhu nevyskytuji. Zbyvalo by jen rozfesit otdzku, pro¢ vlastns ,,starsi
autoFi volili tento komplikovany postup; plirozenym zobecndnim ,,d8-
lenf jednorozmérného intervalu na jednorozmérné intervaly je prece

,sd8leni m-rozmérného intervalu na m-rozmérné intervaly.
" Nenf oviem ;bezpodminetns nutné“ brit pfi zavdddni integrilu
v tivahu jen intervaly. Je mo#ny té% tento postup: Definuje se ,,plocha
mnofiny* v dvourozmérném pifpads®, ,,objem mnofiny* v trojrozmér-
ném pipads, obeend ,,mira mnoZiny*. Miru lze op&t definovat riznym
gplisobem & v 24dném p¥padsd ji nelze rozumnd roziffit na véechny mno-
giny vibee; vidy zbudou v prostoru ndkteré ,neméfitelné’* mnokiny.

Integril pak lze definovat tak, ¥e se vezme funkoe (na pf. omezensd) na

m&Htelné mnoking K, tato mno¥ina se rozddli na konedny podet méki-
telnych mnokin K,, K,, .., K,, 2 nicht #4dné dv® nemaj{ spolednyoh

bodd, & opdt se vydetFuji sousty tvaru na pf. Zf(z,) u(X,), kde bod 2,

le¥f v K, & u(K,) ena¥i miru mno#iny K,. Pti tomto postupu se #4dné

18



vEtA{ obtife nevyskytujf — je k nému oviem tfeba napted zndt zékladni
vlastnosti miry. - »

B timto postupem pak tzoe souvis{ t. zv. Lebesguefiv integral,
kterého se dnes nejvice pouZivd v matematické literatufe. Lze jej defi-
novat riznymi zplsoby; obydejné se v¥ak pfi jeho definici vyché4zi
z theorie miry.

Uvedeme tedy jedt§ nékolik slov o mife. Rekli jsme, %e na p¥.
v rovind je mira asi totéZ jako ploény obsah (t. j. ,,plokné velikost‘);
obsah trojihelniku, obdélniku, kruhu v ,,stfedoskolském** slova smyslu
neni tedy mnic jiného ne# dvourozm&rnd mira mnoziny viech bodd troj-
thelniku atd. V %m spodivéd tkol ,,zavést*, ,.definovat'* v rovind
miru? Na stfednf &kole jsme se sice uéili vzorcim pro vypolet obsahfi
ploch rlznych obrazel, ale nevddgli jsme, co znamens (,,obecn&‘‘)
plodny obsah obrazce. Misto obsah budeme v¥ak ¥fikat mira, misto
,;obrazec’ — (bodové) mno#ina. Zatim budeme mluvit jen o bodovych
mnoZindch v rovind. Chceme tedy definovat ,,miru bodové mnoZiny*.
To znamené zejména, %e chceme pokud mo#nd ka¥dé nebo alespoi
ka¥dé ,,rozumné‘ bodové mno#ind (pfi Sem# otdgku, které mnoZiny
pokldddéme za rozumné, nechdme zatim stranou) piifadit ndjakou
,»miru‘; chceme tedy udat pfedpis, jak ka#dé ,,rozumné‘ mno#iné pi-
fadit ,,rozumné‘ jakési nezdporné &slo. Co to je ,,rozumnd prifadit*?
To znamend zejména, %e mira ,,vieobecnd zndmych’‘ mno%in mé sou-
hlasit 8 jejich v¥eobecné zndmym obsahem; také bychom jisté chtéli,
aby mira sjednoceni dvou ,,rozumnych* mnotin, které nemajf spole¢-
nyoch bodfi, byla také definovdna a byla rovna soudtu mér obou pvod-
nich mno¥in. Ukazuje se, e lze miru definovat nékolika réznymi zpd-
soby tak, dby byly splndny takovéto zdkladnf{ po¥adavky. Pfi rliznych
definicfch mtZe, ale nemusf vyjit nakonec ‘toté%. Uvidime, e rfizné
definice mohou vést k réiznym systémim ,,rozumnych mnoZin‘ (t. j.
mnotin, pro néZ je definovédna mira), e viak plat{ znadnd obecnd vita
o jednoznadnosti; jestlife se ndm viibec podai{ definovat miru pro né-
jekou mnofinu, je to mo#né za jistych dosti slabych predpokladd jem
jednim zphsobem. '

A nynf konednd k véci. Jak tedy tu miru definovat? Uvedme pH-
klad. Dejme tomu, e bychom chtéli bez uit{ &sla x urdit obsah kruhu,
neboli mfru mnofiny bodé uvnit¥ & na obvodd dané kruZnice. Miifeme
postupovat tak, %o nargsujeme krufnici na milimetrovy papfr & spod-
téme vieoky ,,8tveredni milimetry*, le#fci uvnit¥ kru¥nice; tim doste-
heme pro obssh kruhu odhed zdola. Spoditdme-li vlechy tveredky,
které maji s kruhem spoledny aspoi jeden bod, dostatieme pro plochu
kruhu odhad shora. Je patrné, fe bychom mohli dostat odhady libovolnd
pfesné, kdybychom méli mo#nost svolit si dost jemnd d&leny papir.
Abych6m tedy mohli definovat podle tohoto vzoru miru, myslime &i
v rovind posloupnost stéle jethndjdich dtvercovyoh siti. Prvnf sit volime
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na pf. tak, ¥e utvofime viecky &tverce s celotiselnymi soufadnicemi
vrehold o strand délky 1; drubou sif utvofime tak, Ze ka¥dy z tdchto
dtvercl rozdélime na &tyfi mensi &tverce (stejné ve]ké) a tak postupu-
jeme ddle. n-t4 sit se tedy bude sklé.da.t z &tvercil, z nichZ kazdy bude

m.it vrcholy o soufadnicich tvaru — (a celé) a ka¥dy bude mit stranu

o déloe 2”1 —;- Libovolné omezené mnoZiné M pfisoudime nynf dvé po-

sloupnosti nezdpornych &isel; n-ty &len prvni posloupnosti bude soudet
obsahii viech &tverci n-té sité, které maji s mnoZinou M spoledny aspoii
jeden bod; n-ty &len druhé posloupnosti bude soudet obsahtt viech
dtverch n-té sitd, obsagenych v M. (Obsahem &tverce n-té sité minime

2
oviem &slo (2”1 1) ). Z nézoru je jasné (vzhledem k postupnému délent

&tvercl), Ze prvni posloupnost neroste, druhéd neklesé; obé tedy majf
limitu. Prvnf limita jist® nen{ mensi ne# druhé; prvni se nazyvd horni,
drubd dolnf Jordanovou mérou mnoZiny M. Lze ukdzat, %e pro
,,vieobecn® zndmé* obrazce je tato horni a dolni mira stejnd a rovnd se
skuteéns pfisluinému ,,vEeobecns zndmému* obsahu. Mno#ina, jejiZ horni
8 dolni Jordanova mira se shoduji, se nazyvé mnoZinou jordanovsky
méfitelnou. Poznamenejme jestd, %e Jordanovu miru omezené mnoZiny
M mbZeme velmi jednodufe definovat takto:

¢ Pokryjemé mno%inu M na viechny mo#né zpisoby konednym po-
Stem obdélniki (mohou se i pfekryvat); pfi kazdém pokryti sedteme
obsahy pokryvajicich obdélniki a ze viech takto ziskanych &isel vezmeme
infimum; to nazveme horni mérou. Dolni miru definujeme jako supre-
mum mno¥iny soudt@ obsahti obdélnikl, vepsanych do mnoZiny M (ty
se oviem jiZ nesmé&ji prekryvat).
- Lze ukézat, %e tato definice ddvd ty% vysledek jako definice pfed-
chézejici, nenf v¥ak tdelné ptimo z nf vychdzet. PouZijeme-li totiZ druhé
definice, d#l4 obti% dikaz trividlnf v&ty, %e mira obdéinfka je rovna jeho
obsahu (v obvyklém slova smyslu). I k dikazim jinych vét se 1épe hodi
prvni definice. — Limitnim pfechodem lze pak definovat horni a dolnf
mfru i pro mnofiny heomezené.

Jordanova mira mé sice nékteré zajimavé vlastnosti, ale mé né-
kolik zdsadnich vad. Hlavni vada je, fe viecky jordanovsky méFitelné
mnoZiny jsou ,,pfili§ rozumné*, lépe fedeno opadnd: mnoho mnoZin,
8.nimi% se v analyse setkévédme, ji¥ mezi tyto ,,p¥lié rozumné‘‘ mnoziny
nepati; to znamend, ¥e horni a:dolni mira takové mnofiny jsou réznd
disle. Abychom to nahlédli, zvolme v rovind néjaky &tverec (na pi.
o stzand 1 a celodiselnych soufadnicich vroholé). Pak mnofina vrohold
viieeh nakich Stveroovyoh sit! (pomoct nich¥ jsme definovali Jordanovu
miru), které le¥{ uvnité zvoleného &tveroce, mé zfejmd dolni miru 0

20,



hornf miru 1. Tim se pak témé&F ztrici moZnost takovou mnoZinu po
strénce miry vySetfovat. Vada, kterd to vie zpisobuje, tkvi v této vdei:
Jestlife dvé mnoZiny jsou jordanovsky méfitelné, je té% jejich sjednocent
mno#ina jordanovsky méfitelné; podobnd véta oviem plati pro libovolny
konedny podet mno¥in. Médme-li viak posloupnost jordanovsky msfitel-
nych mnoZin, nemusi ji¥, jak ukazuje tento pfiklad, jejich sjednocenf
byt mno¥inou jordanovsky méFitelnou. (Jednobodové mnoZina mé toti%
z¥ejmé Jordanovu miru rovnou nule a viech vrcholil nasich siti je jen
spodetnd mnoho.) Z tohoto diivodu je prédce s Jordanovou mérou ne-
pohodlnéd a v matematické literatufe se dnes pouZivé téméf vyhradnd

]mé miry, t. zv. Lebesgueovy, které je zobeenénim Jordanovy miry
a kterd m4 ji% tu vlastnost, ¥e s ka¥dou posloupnosti (lebesgueovsky)
méfitelnych mnofin je i jejich sjednoceni mnofina méfitelnd. Nemaji-li
nadto %4dné dvé rtizné mnoZiny daného spodetného systému spoledné
body, je mira sjednoceni systému rovna soudtu ¥fady mér jednotlivych
¢lenti. Odtud plyne zejména, Ze kaﬁdé. spodetné mnoZina m4 Lebes-
gueovu miru rovnou nule.

Lebesgueovu miru lze opét zavést nékolika zpiisoby. Snadno lze
definovat horni Lebesgueovu miru libovolné mnoZiny M takto:

Pokryjeme mnoZinu M na viechny moZné zplsoby posloupnosti
obdélnfkit (mohou se i pfekryvat); pfi kazdém pokryti seéteme obsahy
pokryvajicich obdélnikd a ze v¥ech takto ziskanych ¢&sel vezmeme
infimum; toto infimum nazvemg horni Lebesgueovou mérou mnofiny M.

Je viddt, e se zde ji% nemusime ,,omezovat* na mnoZiny omezensé;
/posloupnosti obdélnikd miZeme pokryt t¥eba i celou rovinu. VE&imnéme
si, Ze se nafe definice horni Lebesgueovy miry li&f od druhé definice
Jordanovy miry vlastnd jen jednim slovem; misto ,,konednym podtem*
je zde ,,posloupnosti“. A prece toto jedno slovo m4 v historii modernf
matematiky nemaly vyznam; byl to pr4vé Lebesgue, ktery mél dtastny
nédpad toto slovo sem umistit.

Oznadime-li nyni symbolem A + B mno%inové s]ednoceni mno%in
A, B a symbolem I'(4) horni Lebesgueovu miru mnofiny 4, mifeme .
méfitelné mnoiny charakterisovat takto: Mno¥inu M nazveme méfi-
telnou, jestlife plati

I'(4) + I''B) = I'(A + B),

kdykoli mnoZina 4 je &4st{ M a mno%ina B nemé s mno¥inou M spoles-
nych bodd. [Obecnd totit mib¥e platit I(4 + B) < I'(4) + I'(B),
i kdy% mnoZiny 4, B nemaji body spole&né.] Ukazuje se pak, %e systém
méfitelnych mno%in mé jiZ opravdu dobré vlastnosti. (Pro méfitelnou
mnotinu vezmeme za ,,miru’ jeji ,horn{ miru“.) Zejména pak plati,
jak jsme poznamenali, %e sjednoceni ka¥dé posloupnosti métitelngch
mnofin je rovnd% mnoZina méfitelnd. Prévé tato okolnost zpisobila, e
mé Lebesgueova mira pro theorii re4lnych funkef pfimo zé.sadni vyznam,
kde#to Jordanova mira je celkem bezvyznamna.
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Méme-li v roviné zavedenu mfru, miZeme definovat, jak bylo
uvedeno, dvourozmdrny integrél ,,pomoci ddleni”; vhodnou tpravou
postupu & poutitim Lebesgueovy miry dostdvéme t. zv. Lebesgueiv
integrdl, Zminfme se viak jestd o jiném mo¥ném, patrnd ndzorndjsim
postypu. Mdme-li toti¥ definovédnu miru v roving, miZeme velmi jedno-
duSe definovat integrdl jednorozmérny. M&jme napted v intervalu
{a, b’ omezenou nezépornou funkei f. Tato funkce urduje v roviné.
mnoZinu 4; téch bod#, které leki mezi pfimkami = a, 2= b, osou
% a grafem funkoe f. Miifeme tedy definovat na p¥. horni nebo dolni
sWwordantive integrél funkce f v intervalu {a, b) jako%to hornf nebo
dolnf Jordanovu miru mnoZiny 4;. Podobn$ mégeme definovat hornf
Lebesgueiiv integré4l funkoe f, i kdy% je f libovoln& nezdpornd
funkoe t¥eba | v neomezeném intervalu. Je-li mnotina A4; jordanovsky
(lebesgueavsky) méfitelns, fekneme, ¥e mé funkce f Jordantv (Lebes-
guetiv) integrdl, Méni-li funkce f své znameni, existuji zfejmé nezédporné
funkce f,, f, tak, Ze f = f; — f,. Jsou-li obs mnoZiny 4;, 4; méfitelné
a maji-li konefnou mfru, definujeme integrdl funkce f jako rozdil in-
tegrali funkei f,, f,.

Snadno zjistime, jaky vyznam mé otdzka, zda sjednoceni posloup-
nosti méfitelnyeh mno¥in je mno¥ina méfitelnd, pro theorii integralu.
Méjme na pf. v intervalu <0, 1> neklesajici posloupnost nezdpornych
funkef f,, fy, ... (fa(t) < fnt+1(t) pro ka¥dé pfirozené » a pro kaidé
1 € (0, 1)). Posloupnost £, (¢) m4 pro ka¥dé¢ limitu (aspoil v Sirsfm smyslu);
pledpoklddejme pro jednoduchost, ¥e je tato limita v ka¥dém bodd
konednd. Pak miifeme utvotit funkei f, pro ni¥ platf f(¢) = limf,(¢).

RN—r O

UtvoFme ke ka#dé funkei f, i k funkoi f mnotinu 4, (resp. 4) tak, jak
bylo nagnageno v predeilém odstavei; presndji Fedeno, bud 4, mnotine
viech [z, y], pro n&% platf 0 < 2 < 1, 0< y < f,(z). (Podobng definu-
jeme mno#inu A4.) Snadno se piesvédéime, Ze mnoZina 4 je sjednocenim
viech mno%in A4, Maji-li funkce f, Jordaniv integrdl, nemdme ani zde
sarufeno, fo ho bude mit funkoe f, [Lze toti ukdzat, Ze funkce, kterd
ge v konedném podtu bodil intervalu (0, 1) rovné 1 a jinde se rovng 0,
- m4 Jordantiv integril; ale funkce, rovnd 1 ve viech raciondlnfch bodech
intervalu (0, 1), tento integrél nem4 pes to, e je limitou neklesajic
posloupnosti funkef, z nichZ kaZdé je v ,,ndkoliks prvnich* racionélnich
hodech (myslime gi tyto body sefazeny v posloupnost) rovna 1 & jinde
rovna pule.] Z uvedeného je viak jasné, ¥e funkoe f bude mit Lebes-
guellv integrdl, jakmile ho budou mit funkce f, (tento integrél viek
méfe byt nekonedny, nepfiddme-li #4dny dal¥{ predpoklad). Odtud lze
pak ji snadno dokAzat, %e pro Lebesguedv integrél plati véta 1 tohoto
peragrafu. : o

Poznamensjme jeétd, ¥e Jordaniv integrél, o ndm# byla ¥ed, se
pfesnd shoduje s integrdlem Riemannovym. '

4
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Naznadili jsme, jak lze definovat mfru v rovind a tim té% integral
pro funkce jedné prom#nné. Uplnd stejnd lze postupovat v mirozmérném
prostoru; stadi nahradit obdélniky m-rozmérnymi intervaly. Pomoci
m-rozmérné miry lze pak snadno definovat (m — 1)-rozmérny integrél.
Z Lebesgueovy miry vyjde oviem Lebesguelv integrdl, z Jordanovy
miry Riemanniiv integrél. To je asi nejjednodussi zphsob, jak definovat
integrdl, zejména Lebesgueiv; tento zplisob mé viak bohuZel zase ng-
které vi¥né vady. Na pf. ditkaz véty, Ze integrdl ze soudtu sé rovnd
soudtu integrald, neni pfi tomto postupu nijak jednoduchy, a proto se
obydejné zavidi integral jinak; témito otdzkami se viak ji¥ zdrfovat
nebudeme. Poznamenejme jen, Ze pi-l zavidéni Lebeséueovy miry je
ne]vetéx obti% opét v diikaze véty, Ze mira intervalu je rovna jeho ob-
jemu.

Vidéli jsme, jak je mo¥no definovat integral pomoei miry; my viak
budéme postupovat obricend a budeme definovat miru pomoei inte-
grélu, & to timto zpiéisobem: Zvolime libovolnou (pro jednoduchost
omezenou) 84st M m-rozmérného prostoru a definujeme v tomto prostoru
tunkei cyr (b. zv. charakteristickou funkei mnoZiny M) tak, %e klademe
cu(®) = 1 pro ze€ M a oy(x) = 0 pro z non ¢ M; miru mnoiny M pak
definujeme jako integrdl funkce cp, pokud tento integrdl existuje.
Riemanniiv integrdl d4 zase Jordanovu miru, Perrontiv integrél d4 Lebes-
gueovu miru. (Pro intervaly zfejmé bude takto definovans mfra souhlasit
8 objemem; d4 se tedy odekdvat, %e dostaneme souhlas s jinak definova-
nou mérou i u ostatnich mno#in.)

- ,,Zkritisujeme’* nynf Lebesgueovu theorii integrélu. Je to theorie
pfehledné a ucelens; jeji vyhodou je, Ze se ji d4 pouZit i v abstraktnich
prostorech, v nichZ nenf ¥e& t¥eba ani o topologii. Lze viak uvétit, Ze se
ném takovym pFili§ obecnym postupem nepodafi vniknout dost hluboko
do toho, co potfebujeme v Euklidovyeh ‘prostorech. Hlavni vadou
theorie Lebesgueova integrilu je to, e zachycuje jen integrdly, které
konverguji absolutné; neni tedy Lebesgueliv integrdl zobecnénim ani
nevlastniho R1emannova. ani Newtonova integrélu. (Na. pf. derivace

funkce 2? sm— doplnéné v bodé nula pfislu¥nou limitou, nemé v in-

tervalu (—l, 1> Lebesgueliv integrdl, aé tam mé nevlastn{ Riemanniv
i Newtoniiv integrél. Z tohoto ptikladu je zdrovei vidét, fe nikterak pro
Lebesgueiiv integrél neplati véta 2.) Lze se domnfvat, Ze zv1dsté pro za-
datedniky je vhodnéjii theorie integralu Perronova nef integralu Lebes-
gueova. Theorii Perronova integralu lze tatiZ vybudovat tak, %e se pra-
ouje jen s pojmy limity posloupnosti a vicerozmérného intervalu; ani

o mife ani o topologii se pfitom nemusf mluvit. Dikazy vt o mtegrélu
vypadajf téf pfirozenéji ne¥ u integrdlu Lebesgueova a obyée;né jsou
znadng Jodnoduw
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Vztah mezi Perronovym a Lebesgupovym integrilem je jednoduchy:
Funkee f md v intervalu K Lebesguedv integrdl, kdyt a jen kdy? majé obé
funkce f i |f| Perroniy integrdl.

Vidime, %e Perroniiv integrél j ]e zobecn&nim Lebesgueova integrélu,
a to takovym ¥e Lebesgueova theorie zachycuje prévé ty Perronovy
integrély, které konverguji absolutnd. Pro nezdporné funkce jsou tedy
~ob& definice ekvivalentni.

" Srovndme-li Lebesgueiiv integrdl s vlastnim Riemannovym in- |
tegralem, vidime ohromny rozdil. JiZ tak jednoduchd funkce jako
charakteristické funkce mno%iny racionilnich &isel nemé Riemanntv
integrdl; naproti tomu omezenou funkei, kterd by nemé&la Lebesguetiv
integrdl (v omezeném intervalu), asi nikdo nikdy nesestroji. Lebes-
gueova theorie velmi podstatnd omezila ,,neexistenci integrala‘, kterd
spotivala v pfilisné nespojitosti dané funkce. Ale pfiklad derivace

1
funkce z? sin pe ukazuje, Ze se zato objevil jiny dévod neexistence

integrélu, a to ten, %e funkce ,,p¥ili§ st¥d4 znameni“. Perronovi se viak
podafilo genidlnim a dodnes nedocenénym népadem radikélné omezit
oba ,,divody neexistence‘* zdroveri.

Nakonec se jedtd na chvili vratime k integrélu Stieltjesovu. Mluvili
jsme pro jednoduchost jen o ,,0bydejné’ mife, t. j. mife, vytvofené
objemem intervalu. Zcela obdobn® lze vySetiovat libovolnou nezapor-
nou aditivnf funkei intervalu; vysledky jsou také zcela obdobné.
Jen v jednom bod® se projevuje podstatngjsi rozdil. Obydejnou miru
se ndm podafilo roziffit z intervalli na obecndj¥ mnoZiny. ,,Obecnsd‘
funkoe intervalu u ndm rovnd% definuje jakousi funkei g na velmi
irokém systému mnoin; funkce Z viak nemusf{ byt vidy roziifenim
funkce u. Pro ndktery interval K mbe totif platit i(K) = u(K). Na

. v jednorozmérném pkipadd, kdy je funkce u vytvoFena neklesajicf
unkc{ @ (definované tfeba na celé pfimce), je p((a, b>) = ¢(b) — p(a),

kdeZto
: fi(¢a, b)) = p(b+) — pla—), .
i((@, b)) = @(b—)— w(a+),

. f& pro jednobodovou mnoinu {b} je vovno pd+) — @b—). (gv(b—{-)
znadf lim w(a:) atd.) Je-li tedy.funkce ¢ spopté., »nepifjemnost* zmizi.,

z+b+

Vime viiak, e v mnohych pHpadech, na pf. v podtu pravdépodobnostx,
mé velky vyznam Btieltjestiv integral i podle funkce nespojité.
" Nenf nezbytné nutné predpoklédat o funkei u, podle které se in-
tegruje, ¥e je nezdpornd. Velks vitdina vdt, které odvodime, mé smysl
& zachové platnost, i kdy¥ je u funkee ;,8 koneénou variaci, t. j. kdy%
lze funkei 4 vyjddFit jako rozdil dvou nezdpornyoh aditivnich funkef.
Na tento p¥pad viak preneseme (jednoduchym zptsobem) teprve vy-
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sledky; kdybychom v dikazech pfipustili kladné i zdporné hodnoty
funkce u, vie by se velmi zkomplikovalo.

Nakonec jesté néco o oznadeni. Vidéli jsme, Ze Riemanniv in.
tegrdl [f(x) dp(z) je &islo, které lze v jistém smyslu libovolnd dobke
aproximova.t soubty tvaru Zf(x;) (p(t;) — @(t;—1)); integral je jakousi
,»,Jlimitou* takovychto soudtii. Lze tusit, fe znameni 2’ pfeslo ve znameni
[ a misto &sel g(t;) — @(t:—,), ,,diferenci* funkdnich hodnot funkce @,
nastoupilo znameni ,,dp(z)*, ,,diferencidl” funkce @. Ze ]sme o diferen-
cidlu nemluvili, nenf nedopatrenf, nybr% tmysl; tento pojem nebudeme
definovat, protoZze bychom ho nemohli k nidemu poufit. Kdybychom
probirali jen obydejny integrél, pa.k bychom vibec %4dny ,,diferencidl

nepotiebovali; stadilo by psét f f nebo f f. ProtoZe viak méme Stielt-

jestv mtegré.l musime umét nazn&élt podle které funkce integrujeme.
Okolnost, %e integrujeme podle funkee 4, event. v jednorozmérném pfi-
pads podle bodové funkce ¢, naznadime tedy tim, Ze za integrovanon
funkei napiSeme ,,du’ nebo ,,dp(z)“. Hlubi vyznam témto symboliim
ddvat nebudeme. '

II. Definice integrélu a jeho zdkladni vlastnosti.

V této &4sti jsou dokdzdny zékladni véty o vicerozmdérném Perron-
Stieltjesovu integrdlu, zejména véta o z&méné limity a integrilu,
Fubiniova véta o pfevodu m + n-rozmérného integrélu na m- rozmérny
integrél z n-rozmérného integrilu a véta o pfevodu Stieltjesova in-
tegrdlu na objemovy (ve specxelnim tvaru). Pro jednorozmérné
integrély je pak dokézéna zejména 2. véta o stfednf hodnots, véta
o integraci per partes a v&ta o substituci (ve specielnim twvaru).

1. Ctené¥ jistd vi, co je dikaz tplnou indukef. Je to jisté poutiti
tohoto axiomu: Nechf mnofina M obsahuje &slo-1 a necht md tu viasinost,
Ze do nt patri éslo n + 1, jakmile do né patfi &islo n. Pak mnofina M
obsahuje véechna pfirozend ¢isla.

Ctend¥ necht si rozmysli, jak se tohoto axiomu pki dﬁkaze tiplnou
indukef pouZivé.

N&co jiného je viak definice tplnou indukef. P¥i definici ﬁplnou
indukef je udén predpis, ktery prvkim a, ay, ..., a, pfifazuje prvek
Gpiq- (Ne]éaetép se v tomto pfedpise efektwné vyskytuje z prvki
, ++.y @y jen posledni prvek; budeme  viak probirat hned obecny
pﬁpad) Timto pi'edpisem se pak konstruuje (nekonetns) posloupnost
a,, Gy, @3, ... VE&imnéme si viak, ¥e z uvedeného axiomu, z ndho¥ beg:
prosttednd plyne mo#inost diikazu viplnou indukef, neplyns tak snadno,
¢ takovéto posloupnost a,, a,, ay, ... viibeo éxistuje; to nyni dokddems.
Nebudeme se omezovat na posloupnosti disel; budeine' totif sestrojovat
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také na p#. posloupnosti intervalfi, & proto dikaz provedeme hned pro
posloupnosti prvkd z libovolné mnotiny. Platf tedy vita:

®. Budif M neprdzdnd mnofina; rechf! a e M. M¥me ptedpis P,
kteryf ka¥dé komeiné posloupmosti by, b,, ..., b, prokd z M pfifazuje opét
fisty prvek z M; ten oznalme P(b,, b,, ..., b,). Pak existuje prdvé jedna
(nekoneénd) posloupnost a,, ag, ag, ... proki z M takovd, Ze platt

’ a, = a, :
¥) { Uiy = P(a;, 8q,...,a,) Pro n=1,2,3,...

Dikaz: I. Napfed dokdZeme, fe ke ka¥dému ptirozenému » existuje
prévd jedna kone&né posloupnost a,, ay, ..., a, takové, Ze plati
o { 2T cadé ofisosond

a4y = P(ay, ..., a;) pro ka¥dé pfirozené k < n.

To ztejmé¢ plati pro » = 1; necht to plati pro jisté n. To znamené,
e existuje prav® jedna (koneémi) posloupnost @y, ..., a,, kteréd spliuje
(Vy). Volime-li a,., = P(a,, ..., a,), pak ziejms posloupnost Ay oevs Gy

8,4, spliiuje (V,4,). Jestlife nyni b,, ..., b,, b+, také spliuje (V,,.,.,),
pak b,, ..., b, splituje (V,) a tedy podle mdukéniho predpokladu o jedno-
znaénostl je b1 =ay,...,b, = a,apodle (V,i,)jeb,r; = P(by, ..., b,) =

= Play, ..., @) = Gpt;. T1m je proveden indukéni krok a tvrzeni I.
je doké,zéno

II. Podle I. miifeme tedy ka¥dému phrozenemu n ptifadit prévé
jednu kone&nou posloupnost
aP,a, ..., a™

o vlastnosti (V,). Je-i m > n, pak pro pfisluinou posloupnost
ar, ..., o, ..., &M, ..., o™ plat( podle I.

a(lm) = aiﬂ), a('m) . a(‘n),, . a'(nm) = a:b)'
Vidime tedy, ¥e je horn{ index zbyteiny a %e miZeme psit
a(m) —_ a(ﬂ) = @y
Ctendt nyn{ snadno oveH, fe takto seatro;ené nekonedna posloupnost

ap ah aa; o Qg <%
spliluje (V) 8 e je to jedind takové posloupnost

Pozndmka. Casto se definice tiplnou indukef vyslovuje v pondkud
jmé formd; hyvé totit udén pfedpis P, ktery pfifazuje ne viem, nybri
jen nékterym konednym poaloupnostem @y, ..., 8, prvkd z M prvek
Guay = P(a,, ..., @,). Vity 2 86 viak i zde d4 snadno pouZit. P¥iddme
k muokind M ndjaky prvek @, ktery v M neledi; vzniklou mnoinu
- ownadtme M,. Pledpis P doplnime tak, Ze kaidé posloupnosti by, ..., by
prvkd @ Hl. které nebylo piivodnd nm ptifageno, pFifadime prvak .
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Pak je t¥eba tplnou indukef dokézat, Ze v sestrojené nekonedné posloup-
nosti prvkt z M, se prvek w nikde nevyskytne. (To oviem nemusi vidy
platit; zéle#{ to na pfedpise P.) Podobng lze postupovat pfi ditkaze, %a
neexistuje posloupnost prvki z M jisté vlastnosti; tu se naopak dokazuje,
%e se v sestrojené posloupnosti prvek w vyskytuje od jistého indexu
stéle.

Nékdy neni piimo udén pfedpis, ktery prvkim a,, ..., a, pfifazuje -
prvek a,y;, nybri se jen zjistf, e ke kaidé konedné posloupnosti
a,, a,, ..., a, existuje prvek a,., jisté vlastnosti. I zde miizeme pouiit
véty 2; myslime si prosté, Ze z mnoZiny viech takovych prvkd, pfislus-
nych k posloupnosti a,, a,, ..., a,, vidy jeden prvek vybereme a ozna&ime
P(a,, a,, ..., a,). ‘

V konkretnich pfipadech budeme definici indukei pro strudnost jen
naznadovat; dtendf necht si rozmysli, jak se na pi. pfi dikaze véty 11
pouzivé véty 2.

3. Budte A, B neprizdné mnoZiny. Zobrazenim mno%iny 4 do
mnoginy B rozumime pfedpis, ktery ka¥dému prvku z A4 pfifazuje
préavé jeden prvek z B. Ka#dé zobrazeni urduje tedy jistou mnofinu Z
dvojic [a, b], kde a € 4, b € B a kde b je prvek, pfifazeny danym pied-
pisem prvku a; pfitom se kazdy prvek a € A vyskytuje prdvé v jedné
dvojici [a, b] € Z. Nagpak snadno nahlédneme, %e¢ kaZd4 mnoZina Z
uvedenych vlastnost{ definuje zobrazenf 4 do B; stadi prvku a € A pki-
fadit ten prvek b € B, pro n&j% [a, b] € Z. '

Zobrazen{ znadime asto symboly f, g, ¢, F a pod. Prvek, pfifazeny
zobrazenim f prvku a, znadime pak f(a).

V&imnéme si, %e n-&lennd posloupnost a,, a,, ..., a, prvki z libovolné
mnofiny M je vlastnd zobrazeni mnokiny {1, 2, ..., #} do M; nekoneéns
posloupnost {a,}%>_, prvki z M je zobrazeni mnofiny viech pfirozenych
&eel do M. Obecnd nazveme souborem prvki z M zobrazeni nbjaké
neprdzdné mnofiny N do mnoZiny M; symbol {a,},.n znadi, e prvku
v € N je pfifazen prvek a, e M.

Symbolem {a, b, ¢, ...} se obydejné rozumf mnofina, kterd obsahuje
prvky a, b, ¢, ...; zejména tedy {a} znadf mnoZinu, kterd obsahuje jediny
prvek a. Podobné se n8kdy symbolem {a,},y znadi té% mnotina- véech
a,, kde v € N; nedorozumsén{ jisté nevznikne.

4. Je-li {4,},n soubor mnofin (t. j. zobrazenf mnofiny N do néya-
kého systému mnofin), pak sjednocenim tohoto souboru nazveme mno-
%inu X4, viech prvki, které patif aspofi do jedné z mnoZin 4,; priinikem

veN

tohoto souboru nazveme mno#inu IT 4, viech prvki, které pati zéroveid
veN

do vieoh 4,. Jerli ¥ = (1,2; .., w), plieme té 'z':lda,n,ebm1 For + 4,
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resp. H A‘ nebo. A 4, obdobn¥ pro pHpad N = {1, 2,3,...}. Ne-

bude n hromt nedorozuméni, budeme psét té% 4,, 114, a pod. -
Jsou-li 4, B mno#iny, pak 4 — B zna$i mnoZinu viech prvkii z 4,
které nepatif k B. MnoZinu pré.zdnou gnadime symbolem §.
'.Ctenéf snadno dokéfe formule
AXB,= ZAB,, A + IIB, = II(4 + B,),
AB— C)= AB — AC,
A —2%B,=1I(4 — B,),
A —1IIB, = 3(4 — B,).
Je-li ka¥dy prvek mnofiny A zdrovein prvkem mno#iny B, pi§eme
A C B a Hkéme, %e 4 je &4sti (podmno¥inou) mnoZiny B. Znameni C
tedy nevyluduje rovnost. Misto A C B piSeme té% B D A.
Je.li AB = 0, fikdme, %e mnoZiny 4, B jsou disjunktni.
Jestlie existuje posloupnost {a,}Z_,, kterd obsahuje viecky prvky
mnoimy A (to znamené, e plati 4 C {a,}5_;), Fekneme, ¥ mnoZina 4

je spodetné, nebo Ze obsahu]a spodetné mnoho prvkid a pod. Je-li 4; C
C {a¥}2 , pro i=1,2,3, ..., pak posloupnost

W @ g
o, a®, a®, a®, a®, a, a®, o, ...

obsahuje viecky prvky mnoZfiny X 4,. Vidime, %e sjednoceni spodetné
t=1

mnoha spodetnych mnoZin je opst mnoZina spodetns. (Neni oviem
ka¥d4 mnofina spodetnd; viz cvi&. 14.)

b. Jeou-li 4,, 4,, ..., 4,, mnoZiny, pak jejich kartézskym soudinem
nazveme mnofinu 4= A4, X 4, X ... X A, viech m-tic [a;, a,, ...,
a,J,l) kde aieAl, a»,eA,, s Q€ A e Mnoima, A je prézdnd, kdyi
& jen kdyZ je asponl jedna z mno%in 4,, 4,, ..., 4 pré;dné Obdobné

1ze definovat kartézsky soudin libovolného souboru mno#in.

6. Bud A=A; X A3 X ... X Apyy B= B, X By X ... X B,,. Pak
plati: -
' a) AB= A,B, X A;By X ... X ApBp;
b)yehﬁ:#:ACByeA‘cB,proz_l2
c)jeliA4+C+B, A+B=0C= (JxC,x xC,,,,pakems-
tuje j tak, e platé

L 4;j +C; + Bj, 4; + B;=(;
ayq,u*yje

A‘ == B‘.= C‘.

.1 1) ,,m-tice® znamené oviem ,,m-Elennd pdsloupnost“, nikoli snad ,,mno-
¢ina m prvka*,
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Dtikaz: a) i b) doké#e $tendf snadno s4m; dokéZeme jen c). V tomto
pipadsé je 4 #+ 0 (jinak by bylo B = C), tedy podle b) plati 4,C C,
a podobné B;C C; pro +=1,2,..., m. Protofe viak A == C, existuje
j tak, ¥e A; == C;. Kdyby nyni pro nkteré k = j platilo By =+ O, -
mohli bychom volit ¢; € C; — 4;, ¢; € O, — By, a pro & = §, ¢ = k libo-
volné ¢, € C;; prvek [c, ¢y, ..., ¢,,] by pak lefel v C, ale neleel by v 4
ani v B ve sporu se vztahem 4 + B = C. Je tedy B, = O, pro ka¥dé
t == j; protoZe viak B == O, je B; = C;. Stejnou tivahou nyni zjistime,
fe také A, = C, pro ka¥dé ¢ + j. ProtoZe vztah 4; + B; = C, je zfejmy,
je véta dokéizéna. '

\
7. E, bude znatit mno#inu redlnych &sel (jednorozmérny Eukliddv
prostor); E,, (m-rozmérny Euklidév prostor) znad mnoZinu

B X B X ...X By
m-krat.

8. E¥ bude znadit mnofinu E,, zvétienou o prvky oo a — oo.
Vyznam symboléi <, <, >, > pro mnoZinu E} je jisté zfejmy. Déle
klademe _

@+ 00=00+a8=00+00=00, 38— 0= — 00 + &= — 00— 00 ==
= — 0

pro ka¥dé ae E,. O symbolech 00 — 00, — o0 4 oo Fekneme, %e ne-
maji smysl. i

Podobnd definujeme soudet vice séitancii. Pokud mé takovy soudet
smysl, miZeme jej zfejmé libovolnym zplisobem ,,uzévorkovat‘ a zé-
vorky seéist v libovolném pofddku. '

Déle definujeme
|0 = [~ 0] = 00 = — (— ),
@ .00 = 00, resp. = 0, resp. = — 00

podle toho, je-li @ > 0, resp. @ = 0, resp. a < 0, a klademe
a.(— ©)=(—a). oo.

. a
znam symbolu —

Pro 0 < |b| < oo znadi ovéem—z-'- toté% jako @ . ! 5

'5;
viak roziifime pfedpisem

a a
5=°O pro a>0,6=—oo pro a < 0.

Symboléim g—, % nebudeme pfipisovat Z4dny vyznam.

9. Prvek ceE} nazveme hornfm (dolnim) odhadem mno%iny
A C E}, plati-li implikace ae 4 =>a < ¢ (ae 4 =>a > ¢). MnoZinu 4
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nazveme shorsa (2dola) omerenou, existuje-li #slo ¢ ¢ E,, které je jejim
hornim (dolnim) odhadem. Shora i zdola omezensd mnoZina se nazyvé
mno¥inou omezenou. Je:li 4 C E¥, md mno#ina viech hornich odhadd
mnotiny 4 vidy nejmend prvek; ten znadime supA (supremum mnoZiny
A). (Je-li AE, == 9, A shora omezend,?) shoduje se sup4 8 obvyklym
vyrnamem suprema mho#iny AE, v mnoZind E,; neni-li 4 shora ome-
zend, jo oviem supd = oo; protoze ka¥dy prvek je hornim odhadem
prazdné mnokiny, je sup® = — o0 a oviem také sup{— o0} = — 00.)
Supremum mno#iny 4 je tedy jejim ,,nejlep&m‘* hornim odhadem. Po:
dobné infA znadi nejvétidi (,nejlepdi‘) dolni odhad mno%iny A. Pro
A =+ 9 je vidy supA4 > infd; pro 4 = 9 je viak sup4d = — o0, inf4 =
= 0. -
Supremem (infimem) souboru {a,},cy rozumime oviem supremum

(infimum) mno%iny viech a,; misto sup{a,},.y pifeme obydejné supa,
veN
nebo ,,supa,, kde v ¢ N*‘ a pod.

10. Vyznam symbolu a, —> a neboli ¢ = lima, v mno#ing E} je

n—>oo
jistd z¥ejmy. Neklesajici posloupnost mé v EF vidy limitu; ta se
rovné jejimu supremu. Podobné je tomu pro posloupnost nerostouci.
Plati-lia, < a3 < 0, < ..., lima, = a, piSeme a,, » a; podobny vyznam

n—>oo
mé a, \ a. Je-lic € B, a,, — a, pak té% ca, —» ca. (Pro [¢| = 00 to nemusf
platit.) )
Pro libovolnou posloupnost {a,}5._, prvkiiz E} definujeme

lima,, = lim(supa;), lima,, = lim(infa,).

n—>w n—»uo_k?_n ] n—>o k2n
Z¥ejm$ existuje lima,, kdy% a jen kdy% lima, = lima,.
fn—wo ;:;5) f—>®

Mé-li mnofina A C Eff nejvétsi prvek a, je ziejmé @ = supd;
v tomto pipad$ pifeme té% a = maxA; podobné pro soubor a pro in-
fimum.
Déle zavédime oznadeni
max(a, 0) = a4, min(a, 0) = a_3)
pro libovolné a e E}. Plati pak
a=ay +a., |a|l=ay —a_.
Ctenét snadno dokédfe tato tvrzeni:
8) a,— a, b, - b =>max(a,, b,) - max(a, b), min(a,, b,) -
—» min(a, b).
1) Pro shora omezenou mno%inu 4 znamens podminka AF; ¥+ P, e neni

ant 4 = @ anil 4 = {— o).
%) Viastnb bychom méli pest max{a, 0} atd.
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b) 0 < ¢ < 0O = 8up{Ca, }yen = ¢ SUP{ Gy }yveN; SUD{— By}yeN <
—_ — inf{a'v}ch‘
¢) Necht ¢ < @, + b, pro ka¥dé » € N, u ¢ M. Pak platf
¢ < infa, + infb,,
N

14

jakmile mé posledni soudet smysl.

11. Bud {a,,},,_l posloupnost proki z E. Pak existuje posloupnost
{ax, ©_, vybrand z {a,}%_,, tak, Ze platt

n=1?
lim a;, = ﬁﬁa,,.
n— o n—> o0
Dikaz: Jeli lima, = — oo, volime a;, = a,. Jeli lima, —a >
> — o0, existuji ¢, < a tak, %e ¢, 7 a. (Je-li a = o0, volime ¢, = n;

jinak volime ¢,, = a — l.) Kdyby k nékterému = existoval jen konedny

potet indext ¢ takovych %e a; > c,, bylo by pro dostateins velkd m
an< c, 8 tedy a = lima,, < ¢, < a, cof nenf pravda. Ke kafdému = je

m—>» o

tedy pro nekoneéné mnoho ¢ a; > c,,. MiZeme tedy volit &, tak, aby a;;, >
> ¢, déle k, > k&, aby a;, > ¢, atd. Zfejmé

a = ]1mc,,< hma,,n< ]nna,,cn< lim e, = a,

7n—> © "o n—>w n—>

tedy ay, — a pro n — co.

Poznémka: Z posloupnosti {a,} oviem nelze vybrat posloupnost
s limitou vét¥ nef lima,; $slo lima, lze tedy podle predeilé véty
charakterisovat jako nejvétal moinou Limitu posloupnosti, vybrané
z {a,}. — Posloupnostem, které maji limitu v E,, budeme ¥kat posloup-
nosti konvergentni. Z prede¥lé véty pak plyne jako snadny dﬁsledek:
Z ka¥dé omezené posloupnosti {a,}, b< a,< ¢ pro n=1,2,..., lze
vybrat posloupnost konvergentni {a;,} (kde oviem b < lim ay, < c)

ﬂ—»d)
12. Intervalem m-rozmérnym budeme vidy rozumét kartéesky
soudin m omezenych uzavienych interval. MnoZina A je tedy m-roz-
mérnym intervalem, kdy¥ a jen kdy% plat

A=A;X 4, X ... X A,
kde
A;={a, b, —0<a;<b <o proi=12,.

Plipustime-li zde za A, také jednobodové ¥sti E; & pl'adpoklédas-

me-li, ¥e aspoti jedna z mnofin 4, je jednobodovd, dostévéme daﬁmm
degenerovaného mterva.lu
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Mno%indm A,, 4,,..., A, Fkime téZ hrany intervalu. — Je-li
A interval, pak jeho vnitfkem nazveme mno¥inu A°, kterd je kartézskym
soudinem pfisluinych otevienych intervald, t. j. vnittk& hran intervalu
St¥fedem intervalu {a, b> nazveme bod a,__—;_—__lz Stfedem inter-

valu K = 4, X A, X ... x 4,, nazveme bod [s,, 8,, ..., 8,,], kde 8; je
stied 4; pro+ =1,2,...,m

Délkou intervalu (a, b) rozumime &slo b — a. Intervalu (m-roz-
mérnémuy), jehoZ viechny hrany maji stejnou délku, f{kdme (m-rozmér-
n4) krychle,

13. Jsouli @ = [}, ¥y, ..o, Tpn), ¥ = (Y1, Yg> -+ +» Y] PIVKY E,,, PO-
loZme

Q(:L', y) = max(lzl - yll’ lza - 1’/2‘: AR lxm it yml)
Vztah o(x, y) = 0 ziejm$ plati, kdyZ a jen kdyz z = y

Je-li
¢ :":-MCEm: a’e-Enu
budiz
' o(a, M) = infp(a, ), kde x e M,
d(M) = supg(z, y), kde =,y e M.
Je-li I interval, je oviem d(I) nejvétdi z délek hran intervalu I.

Jestlize z,, x € E,, a jestliZe o(x,, ) — 0, fekneme, %e posloupnost
bodi 2, konverguje k bodu z a piSeme z,, — z nebo lim z,, = z; ¥ikdme téZ,
%e bod z je limitou posloupnosti {z,}5_;. n>o

Je-li g(a, 4 — {a}) =0 (4 — {a} znad¥i oviem mnoZinu 4, z ni%
. byl event. odstrandn bod a), fekneme, %e bod a je hromadnym bodem
mnoziny 4. To nastane, kdy%? a jen kdy% existuji a, € 4, a,, + a, a, — a.
KaZdy bod intervalu 4 je hromadnym bodem vnitfku A4° intervalu 4.

Jestlife =z, = [#{™, 2, ..., 2], = [7, %, ..., Z,], pak plati
2, —x, kdyt a jen kdyi z® — 2, pro i =1, 2, ..., m, jak se &tend¥
snadno presvéddi; kaidé, posloupnost bodi prostoru E mé tedy nejvys
1ednu limitu.

Je-li K m- rozmémy interval a je-li z,€ K pro n = 1 2, .. ,2,=

= [z}, z{¥, ..., 2], mifeme podle 11 vybrat takovou posloupnost
{%,}, aby posloupnost prvnich soufadnic {z{¥.’}%_, byla konvergentni.
Odtud mifeme déle vybrat takovou posloupnost, aby konvergovala
posloupnost druhych soufadnic; tim se konvergence prvnich soufadnic

neporudf. Tak postupujeme ddle. Po m krocich dostaneme posloupnost
( ) vybranou z {z,} & takovou, e konvergujf posloupnosti véeoh Jejioh
soutadnio, kterd je tedy sama také konvergentni Jestlife 2’ — =z, je
oviem 2 € K.

82



14. Bud nyni I; DI,D 13D ... posloupnost intervalii takovd, Ze
d(I,) = 0.Je-li

I,,;: Ain) X A‘z") . X A(n)
je pfi pevném ¢ pro A = (a, b™)
b(n) — ::m N 0'

Protoze také AP D AP D ..., je
a < o S_ v P > 0P > L,

e
tedy prinik IT A obsahuje privé jeden bod, a to &islo
n=1

lima{® = lim b{® = c,.

n— o n—© )
Bod [¢;, €5 - - -5 €] j€ pak spolednym bodem vSech I, a to jedinym, pro-
toze d(1,) — 0.

15. Funkeci na mno#iné M == () rozumime zobrazeni mnoZiny M
do mnoziny E}. Jsou-li f, g funkce na mnoZiné M a plati-li pro kazdé
z e M vztah f(x) < g(x), piSeme f < g. Podobny vyznam mé f, — f (to
znamens, Ze plati f,(x) — f(x) proka?déx ¢ M), f, » f, lim f,, supf, atd.

n

n—> o
Rovng% je jisté jasné, co zna¥l max(f, g), f+, |f| a pod. Je-li f(z) € E, pro
ka¥dé x € M, fekneme, Ze funkce f je kone¢n4. Je-lisoubor {f(%)}sem do-
konce omezeny, Fekneme, Ze funkce f je omezend. Soudet dvou funkei
nemusf oviem mit vidy smysl. Konstantni funkei znaéime zpravidla
piislu§nou funkéni hodnotou; na pf. 0 bude nékdy znagit také funkei f,
spliiujicf vztah f(z) = 0 pro kazdé x e M.

‘16. Necht A C BC E,, a necht @ je hromadnym bodem mnotiny
4; bud f funkee na mno%ing B. Utvoime pomocné funkce ¢, , defino-
vané pro kadé 6 > 0 predpisem
@(8) = supf(x), kde 0 < g(z,a) < 6; z ¢ A
p(0) = inff(z), kde 0 < g(z, a) < s, ze A.
@, y jsou zfejmé funkce monotonni;*) miZeme tedy definovat
lim f(z) = hm <P(¢5), lim f(z) = hm v(d).
-0+

T—a, zed z—a, ved )
ProtoZe podle ptedpokladu je p(a, 4 — {a}) = 0, existuje ke kaZ-
dému >0 bod ze€ A4, pro n&j% platf 0 < g(z, @) < 6; pak je (8) = >
> f(x) 2 (0), tedy té% Lim ... > 1_12 . Jeli lim ... = lim..., pfieme

oviem lim .. »=lim...=1lim..

4) Je-li g neklesajici v (0, 1), je ziejmé luu ¢p(:v) infe(x), lim @(x) = mpvp(x)
z->1—-

pro z € (0, 1); u funkce nerostouci je tomu rmopak
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Snadno se zjisti, Ze plati lim f(x) =ce El, kdy% a jen kdyZ ke kaZ-
z->a, Ted
dému £ > 0 existuje takové 6 > 0, %o pro ka’dé z ¢ 4, pro néi 0 <
< o(z, @) < 4, platf |[f(x) —c| < e. Podobnéd véta plati i pro ¢ = oo
ac=— . , ;
. Je-li mnozina 4 rovna otevienému intervalu (a, b), piSeme lim f(x)
z—>a+

m{sto lim /x), lim f(x) msto hm /(a:) Proy e (a, b) miiteme oviem psét

Z->a, Ted

prosté hm f(z) Podobneho oznaéeni uZivdme i pro symbol lim .

Ctenéi‘ rovné% bez obtiZi dokéZe vétu, obdobnou v&té 11, Ze totiz

lim f(%) je nejvéti z limit tvaru lim f(a,), kde a, € 4, a, = a, a, — a.
z—>a, TeA >0
Exustu]e tedy lim ... = ¢, kdyZ% a jen kdy% plati implikace
a #a,,eA a, - a= f(a,) - c.

17. Je-li f funkce na mno%ing BD 4 a je-li a ¢ A, fekneme, Ze f je
spojité. v bodd a vzhledem k mnoZind 4, jestlize ke kazdému ¢ > 0
existuje takové 8 > 0, %e pro kazdé z < A, pro n&z plati o(z, a) < 4,
plati té% |f(z) — f(a)] < &. Je-li a zdrovei hromadnym bodem 4, vidime

ze 16, Ze funkce f je spojitd v bodé a vzhledem k A, kdyZ a jen kdyz
plati implikace

a,ed, a,—>a=f(a,) ——>f a) e B,.
Snadno viak nahlédneme, %e tato implikace charakterisuje funkei, spo-
]1tou v bodé @ vzhledem k 4, i kdy# a neni hromadnym bodem 4 (p&k
je vie trividlnf).

Je-li funkce f spojitd v ‘ka¥dém bodd mnoZiny A vzhledem k A4,
Fekneme, %e je f spojitd funkce na mnoZing 4 (event. v intervalu A4
a pod.). Jestlife dokonce ke ka¥dému & > 0 existuje takové § > 0, Ze:
plati [fx) — f(y)] < &, kdykoli z,y¢ A4, p(x,y) < 8, Fekneme, %e f je
na A stejnom&rné spojité.

18. Bud funkce f .spoma v sndervalu K. Pak je | na K ateynomé’rné' 8po-.
jitd a nabyjvd tam svého maxima a minima.

Diukaz: Predpoklédejme, e f nenf na K stejnomérnd spojité. Pak
pro jisté & > 0 ji& neexistuje poZadované J; existuji tedy dvojice z,,

, 1
Ya ¢ K tak, ie sice 0(Zn, Yn) < -, ale |f(z, ) — f(ya)| = &. Vyberme

konvergentn{ posloupnost z; — z. P&k té% yx,, —> 2, tedy f(z; ) — f(2),
flur,) —> fiz), tedy |f(%x,) — f(Ys,)| -0 — spor.

Bud nynf s = supf(%) pro = € K. Zvolme ¢, < 8, ¢, # 8. Pak existuji
Zne K, 8 = f(,) > Cns tedy f(x,) — 8. Vyberme konvergentni posloup-
nost: Ty, > T; pnk f@x,) = f(x), f(zy,) ~> s, tedy 8 = f(x).

Podobn se zjistd, e existuje y ¢« K, kde f nab¥v4 minima.
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19. Budte I, J m-rozmd&mné intervaly. Rekneme, %e se I, J nepte-
kryvaji, jestliZe plat{ I°J° = @. Jsou-li I, J nepfekryvajici se intervaly
takové, %e I + J je opét interval, pak (a jen v tomto pi{padé) pifeme
I J misto I +J.

V jednorozmérném piipadé I | J = (a,b) znamens, %e existuje
&slo ¢ ¢ (a, b) tak, %e jeden z intervali I, J se rovnd <a, ¢ a druhy {c, b).
. Necht nynf I { J= K v piipadé m-rozmérném. Protote se I, J
neprekryvaji, je I &= K 3 J. Klademe-li ve v&t§ 6 I misto 4, I; misto
A;, J misto B atd., zjistime, %e pro jisté j plati

I,- + J j =
a prot =7 je
I,=J;,= K,.
Kdyby se I;, J; ptekryvaly, piekryvaly by se také I, J; pla.tl tedy do-

konce
I; + J,' = Kj.

Ctenét si nyni snadno pfedstavi, co znamens I i J= K v pH-
padé dvou a t¥ rozmérd.

20. Méjme intervaly K, I 1+ J = L. Pak nastane jeden z téchio t#%
pFipadi:

a) Plati IK | JK = LK. '

b) LK je interval, 7edna z mno¥in IK, JK se mu rovnd a druhd nent
interval. (To znomend, %e je degenerovanym intervalem mebo prdzdnou
mnoZinou.)

.¢) Zddnd z mno¥in IK, JK, LK neni interval.

Dikaz: Jsou-li obd mnotiny IK, JK intervaly, plati zfejmé a).
Neni-li LK interval, platf ¢). Necht nyni LK je interval, ale na pf. IK
nikoli; méme dokédzat, %e plati b) neboli e JK = LK. Pfedpoklédejme
tedy, e JK == LK a odvodime spor. ProtoZe zfejmé IK = LK, mbZeme
pouzit véty 6, kde klademe IK = A, JK = B, LK = C. Proto¥e 4
neni interval a pro i &= j plati 4; = C,, obsahuje mno#ina 4; nejvys
jeden bod a ze vztahu 4; + B; = C; plyne B; = Cj}, tedy B = C proti
pfedpokladu.

21. Funkce F se nazyvé superaditivnf v intervalu K, je-li defino-
véna na mnoZing viech intervall 7 C K a plati-li

Fi) + FO) S FU 4 0),

pokud mé soudet nalevo smysl a pokud I 4 JCK. Na.hmdime-h
znamenf < znamenfm > (resp, =), dostévéme definici funkce subadi-
tivnf (resp. wdltlvnf)
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22. Bud F superaditivni v K, C K, kde K, K, jsou intervaly. Polo¥me
prolC K
F(I) = F(IK,) resp. F(I)=0
podle toho, je-li IK, interval & ne.
- Pak je F superaditivni v K.

Dikaz: Plyne snadno z 20.

93. Necht funkce F,, F, jsou superaditioni v K a nenabjvaji nikde
hodnoty — co. Pak je F, + F, superaditivnt v K.

(Zfejmé.)

Poznédmka: Snadno se dokéZe véta pondkud obecngjsi, Ze totiZ
funkce F; + F, je superaditivni v K, jsou-li F,, F, superaditivni v K
a m4-li oviem smysl soudet F,(I) + Fy(I) pro kazdy interval I C K.

24. Bud F superaditivnt v K, 0 < ¢ < 00. Pak je cF superaditivni,
— F subaditivni v K.

(Ztejmé.)

25. Rekneme, %e posloupnost intervalt I, konverguje k bodu x
a pifeme I, — z, jestlife plati x ¢ I,, pron = 1, 2, ... a jestlize d(I,) — 0.

Poznédmka: Slovy ,,F je funkce intervalu v K“ budeme vidy
rozumét, Ze K je interval a Ze funkce F je definovdna na mno%ing viech
intervali, obs&ienych v K.

Misto - budeme z technickych diivodi psit téZ a : b; misto lima,,

b S
budeme psét obydejné jen lima,. "

26. Budte F, G funkce intervalu v K, @ bud kone&n4; necht x ¢ K.
Horn{ (dolnf) derivaci funkce F podle funkce G v bod8  vzhledem k in-
tervalu K (znadka F(G, z, K), F(@, z, K)) nazveme supremum (infimum)
mno%iny viech te B} tvaru

g t=lim(F(I,): G(I,)), kde I, >z, I,C K.

Jestl'¥e je v¥dy od jistého indexu F(I,) = G(I,) = 0, kdykoli
I, =z, I,C K, je mnofina, takovychto ¢ prézdns a podle naii definice
je ,
! F(@, z, K) = supp = — o0, F(G, z, K) =
" Jakmile viak existujf I, C K, I, — x tak, ¥e pro nekone&né mnoho n
plati na pt. F(I,) = O, plyne snadno z véty 11, fe takové ¢ aspon jedno
sxwtuje (podle 8 mé totit smysl a : 0 pro a 3= 0); potom je -

F(@, =z, K)< F(G, z, K)
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Jestlize mnoZina takovych ¢ neni prizdnd, je jeji supremum, jak
&tendaf snadno zjisti, dokonce jejim maximem. Je-li zejména F(G, z, K) <

< 00, pak existuji I, C K, I,, — z tak, %e
F(I,) : &(I,) - F(@, z, K).
Je-li ce B}, pak symbolem
¢~ F'(GQ, z, K)

budeme rozumét, Ze plati bud

F(G,, K)=F(G,,K)=ceE,
nebo .

F(...)=— o0, F( .)=o00

27. Budte F, G funkce intervalu v K, G bud koneénd nezdpornd.
Necht I,C K, I,—~ =z, c < F(G, , K). Pak platt od jistého indexu

c(I,) < F(,,).

Dikaz: Necht pro jisté n pla,ti

Je- 11 G(I,,) =0, je F(I,) <O, tedy FI,): G(I ) = — o0, tedy plati

¢ 2 F(I,): G(I,); _ 8)
tento vztah plati také, je-li F(I,) = — oo. Je-li véak G(I,) > 0, F(I,) >
> — o0, jsou viecka &isla ¢, G(I,), 1 : G(I,), F(1,) konedns a (8) plyne
z ().

Kdyby nyni pla/mlo (p) pro nekoneénd m.noho n,, mohli bychom
vybrat posloupnost I;, = = I, tak, aby lim(F(I}): G(I’)) =c' < ¢, cok
by odporovalo vztahu ¢ < F(G, z, K). Tim je véta dokdzéna.

Pozndmka: Je-li naopak ¢ > F (G, , K), G konednd nezdporni,
existuji I, -z tak, %e plat{ I, C K, im(F(I,) : G(I,)) < ¢; pak je pro
velkd n F(I,):G(1,) <c, tedy F(I,) < cG(I,) (i kdyZ ¢ = oo nebo
G(I,) = 0). Jestlize tedy zjistime, ¥e ke ka¥dé posloupnosti I, — z,
kde I, C K, existuje takové N, %e pro » > N plati F(I,) > ¢ X(I,),
je téz F(G z, K) = c.

28. Budte F, Q funkce intervalu v K, G bud koneénd funkce; interval
K, bud &stt K. Pak platt
F(@,z,K) < F(6,7, K,), F(6, 2, Ky) < F(G, z, K).
(Ztejmé.)
29. Necht I + J = K. Budte F, @ funkce intervalu v K; F bud

superaditivni, G koneénd nezdporna aditivnd. Zvolme xz e I1J. Bud A =
= F(@,x,1), B=F(G,z,J), C= F(G,x, K). Pak plati

C = min(4, B).
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Dﬁkaz Podle 28 je C < A, C< B, tedy C < min(4, B). Pred-
poklidejme, %o je C < min(4, B) a odvodime spor. Zvolme I, — z,
I,C K, F(1,):Q(1,) > C; déle zvolme (', C < C' < min(4, B). Je-lina pr.
II « degenerovany interval nebo prézdnd mnoZina, je podle 20 JI,, = I,
neboli I, C J; protoZe viak lim(F(I,) : G(I,)) < B, miZe to nastat jen
pro koneény podet indextii. Podobné zjistime, %e jen pro konedny podet
indext mie byt JI, degenerovany interval. Pro dostatednd velkd n
tedy plati podle 27

oqlirn,) < F(II,,),
C'}(J1,) < F(JL,),
tedy té%

C'HI,) = C'QII, + JI) = C"(G(IL,) + GJI,) < F(II,) + ()
+ F(JI,) < F(I,).

Protoke F(I,,) &(I,) - C, maji podily F(I,): G(I,) smysl; z (x) tedy
plyne C' < F(L,): G(I,) (i kdy% &(I,)=0). Odtud viak plyne ¢’ <
< Lm(F(I,) : K(I,)) = C < C", cot je spor.

30. Bud K = {a, b). Zvolme pfirozené &slo n a body

a=1t<t < e<t,=b

.(pFipoustime té% pfipad n = 1, tedy a = #, < ¢, = b). Pak systém in-
tervalt K, ..., K,, kde K, = {#;_,,t,), nazveme délenim intervalu K.
Body ¢, ..., t,—,, pokud existuji, nazveme délicimi body tohoto dsleni;
podet délicich bodi je tedy é&islo n — 1.

Bud nyni K m-rozm&mny interval, K= A4, X 43X ... X 4.
Utvofme délenf 9, ka¥dého z intervall 4,. (¥ je tedy n&kolik intervald,

které ddvajf dohromady vidy interval 4,.) Potom systém & vech
intervall tvaru

‘B, X ByX ... X Bp,
kde B, ¢ 9, pro ¢ = 1, 2, ..., m, nazveme délenim intervalu K.

Délicimi body & rozumime oviem délic{ body viech ¥ md.-li d8lenf
9, q; délicich bodd, Fekneme, e mé & q, + g4 + ... + ¢, d8licich bodd.

31. Bud ¢ délent intervalu K. Je-li F' superadztwni v K, plati
EF(I) < F(K).‘)

jakmile md soudet nalevo smysl

Dilkaz: Je-li podet délicich bodd déleni & roven 1, obsahu]e U4
pré,vé dva intervaly I, J, pro n&% platf I { J= K; v tomto phpadé
+véta z¥ejms plati.

A\

” .
8) Je-li # = {I,, I,, ..., I,}, zna¥f T F(I) oviem I F(I}).
: T Ied k=1
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Predpoklidejme nyni, Ze véta plati pro libovolny interval K a libo-
volnou superaditivni funkei F' v K, kdykoli je podet dslicich bodd
nejvys roven n, a méjme déleni ¥ intervalu K, které mé n + 1 délicich
bodd. Bud ¢ délicf bod #. Timto bodem se rozd8li pfisluind hrana
a tedy i interval K na dva nepfekryvajici se intervaly; ozna¥me je K’,
K". Systém ¥ pak zfejmé mbZeme rozdélit na disjunktni systémy ',
¥, kde ¢’ je déleni K’, 9" je déleni K" a polet d&licich bodi ka#dého
z déleni &', 9" je nejvys roven n. Ma-li souéetI%F(I ) smysl, maji smysl

i soudty XF(I), ZF() a pocile indukéniho predpokladu plati
C VI T Leor '

S F(I) < F(K),
Ied' ~

s F(h < F(K")

Ied”

a tedy
SFN)=3 .. +3..=FK)+FK) < F(K' ;. K") = F(E).

Ied Ied'
Tim je proveden indukéni krok a véta je dokézéna.

Pozndmka: Pro funkce subaditivni (resp. aditivni) plati oviem
véta 31 se znamenim > (resp. =).

32. Budte F, Q funkce intervalu v K, Q bud koneénd nezdpornd,
F superaditivnt. Bud F(G, z, K) > — oo (resp. F(G,z, K) > 0) pro
ka#dé x € K. Pak je T
F(I) > — oo (resp. F(I)=>0) -

pro ka¥dy interval I C K. |

Dikaz: Predpoklddejme, %e pro né&ktery interval I C K je F(I) =
‘= — 00. Oznadme I = I,. Utvofme nyni délen{ ¥ intervalu I, tak, %e
kazdou jeho hranu rozpilime. Pro né&které I’ e ¢ musi pak podle 31
platit F(I') = — o0; oznaéme I' = I, a tak postupujme-déle. Takto
sestrojend posloupnost intervald pak podle 14 konverguje k jistému
bodu z € I a plati im(F(I,) : G(I,)) = — oo proti pfedpokladu. — D-
kaz pro F(I) > 0 je obdobny.

Poznémka: Ze vztahu F(Q, z, K) > 0 pro kazdé z ¢ K neplyne
F(I) > 0 pro ka%dé I C K; volime-li na pf. F(I) = G(I) = 0 pro kaZdé
IC K, je dokonce F(G, z, K) = oo pro ka#dé x ¢ K. B -

33. Budte F,, Fy, @ funkce intervalu v K; @ bud koneénd nezdpornd.

* Necht md smysl Fy(I) + Fy(I) pro kady interval I C K. Bud ¢ >0,
¢ < 0; pifme Fy(x) misto Fy(@, 2, K) a pod. Pak plati )

a) (cFy) () = oF(®),
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b) (— Fy) () = — Fy(2)
pro kazdé x e K a ddle

c) Fl(-'”) + Fn(z) S (Fy+ Fa) (@),
kdekoli md soulet nalevo smysl

. Dtkaz: a) a b) je zi'e]mé dokiZeme jen c). MiiZzeme predpoklddat
2e je Fyx) > — oo pro ¢ =1, 2. Zvolme I,, — 2, I, C K; zvolme déle
¢; < Fyz) (i =1, 2). Podle 27 plati pro dostateéné velké, n

ciG(In) _S-__ Fl(In) (t=1,2),
tedy téz
(e + €) ML) < (Fy + Fy) (1)
Podle pozndmky k 27 plati téz
' e+ S (Fy + Fy (2).
Protote ¢; miZeme volit libovolnd blizko k F(), plati také c).

34. Bud G koneénd funkce intervalu v K. Je-li ze K, plati bud
(G, z, K) =1 nebo g(G, z, K) =

(Z¥ejmé.)

3b. Budie funkce F, G superaditivni v mtervalu K, G koneénd ne-
quormz Necht F(Q, z, K) 2> 0 pro katdé x € K. Pak pro kady interval
IC K platt

F(Iy=> 0.

Dikaz: Zvplme libovolng £ > 0 a utvofme funkei F, = F + eG
Pro libovolné z ¢ K pak platf, zna&-li F(x) opét F(G,z, K) a pod.,
Fy(x) = F(z) + (eG) (x) 2 F(z) + ¢ > 0. Podle 32 je pro libovolny in-
terval IC K

FyI)y= F(I) + eG(I) > 0.
Protoze viak & miZe byt libovolnd malé, plati té% F(I) > 0.

36. Bud F superaditivnt v intervalu K; necht F(K) << co a necht
F(I) > — oo pro kaZdy interval I C K. Pak je

F(l)< o
pro kakdy interval I C K.
" Dikaz: Zvolme I C K. Snadno nahlédneme, %e existuje d&lenf &
intervalu K, jeho# prvkem je I. Véta 36 nyni plyne z véty 31.

- - 87. Bud F superaditivni nezdpornd v intervalu K. Pak pro kaZdy
interval I C K platt

. : F(I) < F(K).
(Dﬁkaz jako u vty 36.)
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38. Dosud jsme nezkoumali souvislost mezi funkeemi intervalu a
,,oby&ejnymi‘‘ funkcemi, t. j. funkcemi, definovanymi na ngjaké mno-
ziné bodd prostoru E,,; takovymto funkcim budeme fikat funkce bo-
dové. Ukazuje se, Ze zejména v jednorozmérném piipadé je souvislost
velmi tésné a Ze nase definice derivace je zobecnénim klasického pojmu
derivace.

39. Bud g koneénd bodovd funkce v (a,b)>. Definujeme-li v {a,b>
funkci intervalu g* pfedpisem

g*(I) = g(y) — 9(x), kde I = (x,y)> C <a,b),
je g* aditivni v {a, by. Funkce intervalu g* je nezdpornd, kdy% a jen kdy%
je g funkce neklesajict. Vatah g¥ = gF platl, kdyZ a jen kdyZ se funkce
91, 92 lidt jen o aditivni konstantu.

Je-li naopak G koneénd aditivnt funkce (intervalu) v (a, b>, existuje
v (@, b koneénd bodova funkce g tak, %e g* = G, funkce g je uréena af na
aditivni konstantu .jednoznaéné.

(Dtikaz vSech tvrzeni je zcela snadny.)
40. Bud f konednd bodovd funkce v K = (a, b), g(x) = = pro x e K,
= f*, G = g*. Pak
F(G,a, K)= [+(a), F(Q, 2, K) = f(x) pro z e (a,b);

podobné pro hornt derivace a derivace zleva v bodé b.
- Dikaz: Cislo F(G, a, K) je definovéno jako nejmensi z limit tvaru
lim{F(I,): G(I,)},%) kde I, C K, I, —~a. Zde plati I, = {a,a + h,),
kde &, > 0, h, - 0; F(G, a, K) je tedy nejmensi z limit tvaru
'}EI‘;{(,(“ + k,) — f(@) : ((@ + ky) — a)} = hm {(f(a' + hy) — f(@) : k),

kdeh, >0, k, > 0.

Stejng viak lze podle 16 definovat lim {(f(a + k) — f(a)) : h} = Ha)
A0+
Pro derivaci zleva je postup obdobny; véta pro oboustra,nnou de-

rivaci plyne nynf snadno z véty 29.
41. Bud @ koneéné nezdpornd superadltlvni v intervalu K; f bud

bodové funkce v K. Funkci M nazveme majorantou funkce { vzhle-
dem k funkci @ v intervglu K, jestlize

a) M je v K superaditivnf,

b) — o + M(G, z, K) 2 f(x) pro kazdé z ¢ K.

Funkei m nazveme minorantou funkee f vzhledem k funkei @
v intervalu K, jestliie je (— m) majorantou k (—— f), jestlife tedy

¢) Zde (a v podobnych vyrazech) oviem nemaji zévorky {...} ,,mnoginovy**
vyznam. AT
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. &') mje v K subaditivni,
b’) o % m(Q, z, K) < f(x) pro kaidé z ¢ K.
Hornim (Perron-Stieltjesovym) integrélem funkce f vzhledem
k funkm @ v intervalu K nazveme

f fdG = infM(K),
kde M je majoranta k f (vzhledem ke G v K).
Dolnim integrédlem funkce f (vzhledem k ...) nazveme
— Ji—Hae
K
neboli o
[ 46 = supm(K),
: E
kde m je minoranta k f (vzhledem k ...).

42. Symbolim @, K ddme nyni pevny vyznam; @ bude stéle ko-
ne&né nezéporns superadltwm (pozd$ji pak aditivni) funkce v intervalu
K. Slova ,,vzhledem k funkei G a Intervalu K* a pod. budeme zpravidla
vynechdvat; také budeme psét F(x) misto F(@, z, K), podobng ¢ ~ F'(z),

f_f atd.
X
43. Pro libovolnou bodovou funkei f v K plati
JI< 1
K K

' Dikasz: Staéi dokézat, %e plati
m(K) < M(K), ()
kdykoh je m minorantou, M majorantou funkce f. Podle 32 je M(K) >
> — o0 & podobné je m(K) << co. Je-li tedy nékteré z &isel m(K), M(K)
nekonedné, («x) jistd plati. Necht tedy m(K), M(K) € E,; utvofme super-
aditivnf funkei M — m. Rozdil M(z) — () m4 smysl a je = 0 pro kazdé
z¢ K; podle 33 platf \
0< M(z) — m(z) = M(=) + ( (=m) (@) < (M — m) (2).
Podle 35 je (M — m) (K) = > 0 a tedy opravdu m(K) < 0y < M( M(K).
44. Budte f, g, h bodové funkce v K. Necht, plati
(%) = g(z) + h()
kaé’dé zekK, n& md amysl soulet vpravo (nemd-li tento' soudet
amyol mpledpokk%me o f(x) nic). Pak platt

It <xfa +xfh (resp. Jg + Jh< I,
7ufomt7¢ 'md soudet napravo (resp. nalevo) amyal ‘
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(Dtkaz provede tendf snadno sém; stadf{ v podstatd zjistit, Ze
M + N je majoranta k f, jsou-li M, N majoranty ke g, A.)

4b. Jsou-li f, g bodové funkce v K, f < g, pak plati
J1< fg, JI< J9. |
K E K K

(Jasné.)

46. Bud f bodovd funkce v K, 0 < ¢ << 00. Pak plati

— £f=1{(—- f),Kfcf= 01{/‘, l_{cf= f;_{ff-

Dtkaz: Prvni vztah je zfejmy; druhy plyne pro ¢ >0 z 33a).
ProtoZe v¥ak je nulovd funkce intervalu majorantou i minorantou bodové
nulové funkce, plati tento vatah i pro ¢ = 0. T¥eti vztah plyne z prvniho
a druhého.

47. Rekneme; %e funkce f mé integrdl (nebo Ze existuje integral
funkce f) vzhledem k funkei @ v intervalu K, plati-li

[fd@ = [fdG < E
4 K

Pak pieme 3
Jfd@ = [fd@ = [fdG;
Z K K

mnoZinu viech takovychto funkef oznadime P = P(G, K).

48. Necht a,be E,, g, heP. Bud f bodovd funkce v K takovd, Ze
plats

f(z) = ag(x) + bh(z),
lkdekoli md poslednt soudet smysl. Pak je f P,

Jf=afg+b [ h.

K K ):4

(Plyne ihned z 44, 46.)

49. Je-li M majorantou funkee f v intervalu K, je M té maoorantou
funkce f v katdém intervalu I C K; zejména tedy platt

Ji<m
pro kaZdy interval I C K. ‘
(Plyne z 28.) -

B0. Necht Jf < co. Pak je ; | .
. : [/<'oo
pro kaZdy interval I C K.
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Dﬂkaz:_ Existuje majoranta M, pro niZ platf M(K) < co; podle
36 a 49 je [f< M(I) < 0.
I

b1. Nechf existuje [ f. Pak existuje f f pro kady interval I C K.

- Dukaz: Zvolme ¢ > 0. Necht pro majorantu M a minorantu m
plati (M — m) (K) < e. Zvolime-li interval I C K, plati nyni

m(I) < [1< [I < M),
T I

kde podle 37 plati M(I) — m(I) = (M — m) (I) < (M — m) (K) <&;
je tedy [f — [f < &. Odtud véta snadno plyne.
1 T

Pozndmka: Viude dile budeme o funkci @, vzhledem k ni% se
potdité derivace a integral, pfedpoklddat, Ze je adltlvni (a stéle oviem
‘koneéné a nezépornd).

b2. Bud f libovolnd bodovd funkce v K. Defmujme v K funkci intervalu
P predpisem _
PI)= [{dG.
i

Pak je P aditivni v K.

Dikaz: Necht I, { I,= I;C K. Médme dokdzat, %e P(I;) + .
+ P(l;) = P(I,), mé-li soudet nalevo smysl. Je-li na pf. P(I;) = oo
je podle 50 (kde klademe I, misto I, Iymisto K) také P(I3) = c0; miiZeme
se tedy omezit na pfipad P(I )<< o (1= 1, 2). Je- h M majoranta k f na
I, je té% majorantou k f na I,, I, tak¥e

P(Il) + P( a) =<—_ M(Il) + M(It)é M(Ia);
odtud plyne
P(I,) + P(Iy) < P(1). : ()

- Bud nyn{ M, majoranta k f na I, (i = 1, 2). Roz&ifme podie 22 (kde
klademe I, misto K,, I, misto K) funkci M, na superaditivn{ funkej

;}7, v intervalu I;. Snadno zjistime s pouZitim véty 29, %e funkce M =
= M, + M, je majoranton k f na I, takZe ‘

P(L) < M(I,) = My(I,) + My(I;) = My(Iy) + My(I,).

‘Odtud dostédvéme
P(I,) < P(I,) + P(Iy). . (B)

Z (), (P) véta ihned plyne.
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b3. Necht 9 je délent intervalu K ; bud f bodovd funkce v K. Pak pla&i
T ffd@ = [fde,
Ied® I K
md-li soucet nalevo smysl.

Dikaz: Plyne z véty 52 a z pozndmky k v&t 31,
Pozndmka: Jestlie existuje [f pro kazdé I« &, existuje téZ [f;
: i K

je-li P(I) =Iff, Q= [f= —If(— 1), plati totiz podle 53
‘ I

QE) =2 Q) = 3 P(1) = P(K) < B,

Ied

b4. Je-li f bsdova funkce v intervalu K, pak funkei intervalu P,
uréené pro I C K vztahem

P(I) = [fdg,
i
fikdme neurdity horni integrdl funkce /va, piSeme

P= [fdG = [f.
Podobné definujeme neurdity dolni integrdl a meurdity integrél.

Podle 52 jsou to vidy aditivni funkce. Dalif jejich dileZitou vlastnost
udé.vé. tato véta: .

bb. Bud f bodovd funkce v mtermlu K. Necht Lf fl < . Pak je
pro kaz’dy interval I C K.
Dikaz: Podle 50 je ff < o pro kazdé I. Protote — [f je super-

aditivni (dokonce ad.mvni) funkee, protoze je — f f << oo a protoZe pro
kazdé I plati — ff > — o0, plyne z vty 36 ie je — ff < © neboh
ff > oo pro kaZdé L

56. Rekneme, %e funkce f mé Newtonlv (Newton-Stieltjesiiv)
integral vzhledem k funkeci G v intervalu K, jestliZe existuje funkce F,
kters je v K zdroveii majorantou i minorantou funkce f. Funkoee F je
pak zfejmé neurditym (Perron- Stxelt%esovym) integrdlem funkce f; Fi-
kdme té%, %e funkce F je prnmtwnf unkef k funkei f. Snadno nahléd-
neme, Ze aditivni funkce F je pnmmvni funkef k funkei f (vzhledem .
k funkci G a intervalu K), kdy¥ a jen kdy% pro kaidé z e K plati

f(z) ~ F'(a).
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,  B7. Pro ceE, plath [¢dG = cG. Ddle je [o0 4G = Joo dG = 0 G;
podobné pro — co.

Dikaz: Snadno nahlédneme, %e funkce G je Newtonovym integra-

lem funkce f= 1. Pro ¢ == 1, ¢ ¢ B}, nyni plyne véta 57 z véty 46. —

Jeli GI)=0, je GG, z,I)= 0, tedy 0< f0dG< food@d<Z
hd ] ]
< GI)=0. Jinak je [o0dG>.fo0dG> [ndG = n&(I) pro n=
I T I
=1,2,..,tedy [...= [...= o0. )
] J

b8. Bud f bodovd funkce v K, kierd je v bodé b e K spojitd (vzhledem
ke K); bud P = [f. Pak plati
1(8) ~ P'(b).
Dékaz: Necht I, b, I,C K, {P(I,): &(I,)} — c. Bud

h, = supf(z) pro ze I,

k, = inff(x) pro zeI,.
Pak plati

Bl = fhn = ff = PUN S [hw=haG(L,)
. Kdyby bylo GI,) = 0 bylo by téz P(I,,) =0 a P(I,): G, by
nemélo smysl; je tedy G(I,) == 0 a plati ‘
ken S AP(Ly) : K(I5)} < b
Ze spojitosti funkce f snadno plyne, Ze
C o limk, = limh, = f(),

Lm(P(I,) : G(I,)) = f(b). =
Neni-li tedy P(b) = o0, P(b) = — co, platf jists P(b) = P(b) = f(b).

= 89. Bodovd funkce, spojitd v intervalu K, md v K Newtondiv integrdl.
(Plyne ihned z 58.) .

60. Bud f koneéné bodové funkce v K. Pro I C K poloZme
h(I) = supf(z). pro ¢ I
k(I) = intf(z) pro x«l,
Je-h déle 19 dglenf K, budﬁ

8¢, 9) = 2 S I) 6D,
o, 0)= g KI) 61y

tedy téz

N\

1) Sousty meji amysl, protote h(I) > — co, k(I) < co.
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Hornim (resp. dolnim) Riemannovym integrélem funkce f
(vzhledem k funkci @ v intervalu K) pak nazveme

RjfdG = infS(f, #) pro viechna dileni &
K .

(resp. Bff d@ = sups(f, #) pro viechna §).
K

Je-li Rff= R[feE,, fekneme, %e funkce f mé v K Riemanniv
K

&

integral.
61.- Pro libovolnou koneénou bodovou funkci f v infervalu K platt
RII< [t [T BfT.
E & Kk k

Dikaz: Zvolme déleni ¢ intervalu K. Definujme na K bodové,
funkece f, fx pfedpisem

fa(%) = mink(I) pro zel, Ied,
fe(x) = maxk(I) pro ze I, Ie.
(Slovy: Je-li ddno z, vezmeme v tivahu viechna I e 9, kterd obsahuji
z. ,,Obydejnd* bude takové I jen jedno, v m-rozmérném p¥ipads jich

viak miZe byt a% 2. Z piisluinych hodnot (I), kde k() je definovino
v 60, vezmeme tu nejmensi. Podobns pro f,(z).)

Shadno zjistime, %e je f, < f < fa; zvolime-li I ¢ 9, platf pro kazdé

xrxel
. k(I) é fk(x): fh(x) g h(l)s -
tedy na p#. _ _
Iffhéi[h(l) = h(I) Q(I).

Odtud plyne
‘ 1< [h=2 [h< ZKI) GI) = 8(f, 9),2)
K K Ieb I Ied »

tedy [f < R[f a podobnd Rff < [f.
K K E K

62. Normou délen{ & nazveme nejvétd z &sel d(I) (d(I) znad
nejvétii z délek hran I) pro I € #. Ctend¥ nyni snadno doké¥e vétu:

Je-li f spojité v K, pak existuje R[f; dokonce ke ka¥dému & > 0
K

.existuje takové 8 > 0, %e pro ka¥dé délen{ & 8 normou men¥ nef &,
= {1, I, ..., 1,}, plati :

8) fp je zdola omezend, takZe mé soudet Eﬂ ﬁh mﬁysl.
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1£ 1) 6ty — Rffadl <,

at volime jakkoli body &; € I;. (Je tfeba. pouzit stejnomérné spojitosti.)
V jedrorozmérném ptipadé, kdy G = g* a délen{ ¢ je uréeno body

n
a=1t, <t <..<t,=>b, nabyvaji soutty X f(§;) G(I,) tvaru
. i=1

élf(ﬁi) (G) — gt;i—y), i JE < 8,

V nafem. pf.padé je oviem g funkee neklesajici. Misto R[fdG pak pi-
<a, b

Seme oby&ejné Rff dg nebo té% Rff z) dg(x) a pod. Symbol ff (x) dg(x)

obdobné znadi horm (Perron- Stlelt]esuv) integral funkce / vzhledem
.k funkei g* v intervalu (a, b> (Fikdme té% ,,0d a do b*) atd.

Je-li g(z) = =, je g* zfejmé délka intervalu. V tomto pfipadé mlu-
vime o obytejném integrdlu (Perronovu, Newtonovu, Riemannovu).
Je-li F primitivn{ tunkef (v klasickém slova smyslu) funkee f v intervalu
{a, b>, je funkce intervalu F* primitivni funkeci a tedy téZ obydéejnym
(neurditym) Perronovym integrilem funkce f. Protcie Perroniiv in-
tegrél je zobecnénim jak Riemannova, tak i Newtonova integrélu, do-
stdvame mimochodem zndmou vétu: Necht funkce F md v kazdém bodé
intervalu <{a, b) vlastni derivaci F'(x) = f(z); necht f md v (a, b) Rie-

b

manniiv integrdl. Pak plati R[f(x) dx = F(b) — F(a).
a
63. Zavedeme jeitd tato oznadeni:
Py = Po(@, K) bud mnoZina viech omezenych funkef z P;

P4 bud mncina téch funkef f € P, pro n&% také |f| € P;
- Pr bud mnoZina téch funkei, pro n&% plati

- [fdG = [fdG,
x kK

kde viak ‘pfipoustime také hodnoty 4 co.
64. Jestlize f €D, pak f+,f-,|f| € Pa.
- Ditkaz: Jelli [fy = oo, je jistd fi ePr. Bud nyni [f, < co.

4 K
Zvolme & > 0; bud M majoranta funkce f takové, Ze plati M(K) <
< lf + &. Utvoi‘me superaditivn{ funkei H = ff+ + M — [f. ProtoZe

M= [f, je HZ[/+20 protote [f+ = [f, je H= M. Je tedy
H(z) 2 0, B(z) > M(z) 2 f(z), tedy

Hiz) 2 (f2))+

.



pro kadé z; vidime, e H je majorantou k f,. Odtud plyne
ff+ < H(E)= ff+ + M(K) — ff< ff+ + &,

tedy
ff+ < ff+, f+e%P.

Podobnsé zjistime, Ze je vidy f_ € Pr a tedy také |f| = f — f ePr.
65. Je-li f omezens, nemie byt [|f| = co; z véty 64 plyne tedy, e
K

Py C V4. Vidime, %e plati celkem

PoC P4 CPCPr.
66. Necht g, b e Va; bud f funkce v K takovd, %e platt
fx) = g(x) + h(),
kdekoli md poslednt soudet smysl. Pak je f € Py.
Dikaz: Podle 64 stadi dokézat, %e je [|f| < o0o. To viak plynez toho,
K

%e pro kadé = platf [f(z)] < |g(2)| + |h(x)] & tedy [if| < Tlg| + JIA|-
67. Necht f,gePa. Pak t6% max(f, g) € P4, min(f, g) € P4.

Diikaz: Je-li f(x) = g(z), poloime (f — g) () = 0, i kdy% f(z) =
= g(x) = + co. Pak plati

max(f(z), g(x)) = f(x) + (9 — /) (*))+,
kdekoli mé. soudet smysl (stadi rozeznat piipady f(z) = g(z) a f(x) <
< g(x)); odtud véta snadno plyne.

68. Necht feP, gePa, f = g. Pak je fePa.
Dikaz: Doplnime-li ngjak funkei f — g ,,v bodech neurditosti,
plati f(x) = g(x) + (f — g) (%), kdekoli mé soudet smysl.

69. Necht f,g,he®, g=>f, h > {. Pak max(qg, h)e?P.
(Dtikaz 1ze provést snadno, pouijeme-li vét 67, 68 a jejich dikazi.)

70. Budte f,, f bodové funkce v intervalu K; nechf f, A f. Pak platé
bud [f, — — oo mebo

x — —-—
Kf fn—> Kf f-
Diikaz: Budeme vySetfovat jen piipad, Ze
[1n
K
ostatni p¥{pady jsou trividln{ nebo se na tento p¥ipad snadno prevedou.
Protoe ziejmé lim [f, < [f, stadi dokdzat, fe plati K[ f < limff,.

k 4 ’ K

<o pron=1,2,..;
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Funkee P, = f—f" jsou podle 55 konedné (aditivnf) funkce. Zvolme
&£ > 0 a &isla g, > 0, aby Z en < e. Pak existuji majoranty M, funkei j,,
=1
tak, Ze plati " v
’ Mn(K) - Pﬂ(K) < &p. (0‘)

Funkce R,= M, — P, jsou pak kone¥né nezdporné superaditivni.
Polozme -

n—1
F,= M”+¢E R, )
=1

F, jsou opét majoranty k f,. Plati F,, =M, , +M,— P, +
n—1

+ZR;=Mu,— P, + F,. My, je majorantou k f,i,, tim spiSe

k ;n;lje t‘edy Mn+1 - Png 0’ Fn-i-lg Fn-

Exxstu]e tedy F = limF,; F je ovSem superaditivni. Pro kazdé z
a ka¥dé n je F(z) = = Fz) 2 2 fa(x), tedy je té% F(x) > hm)‘n(x) = f(z);
vidime, e jo F majorantou k f a plati tedy

I{fé F(K). )
Z («), (f) plyne, Ze l
n—1 n—1 n
Fn(K)é Mn(K) + X &< Pn(K) + &n +‘2 & = Pn(K) + Zl‘si;
i=1 \ =1 i=

tedy
F(K) = limF,(K) < limP,(K) + &,
tedy podle (y)

f/é hmffﬂ + e.
k J¢
Protoze ¢ bylo libovolné, plati té% f_f§ lim ff,,; tim je véta dokézdna.
K e .
71. Budte f,, bodové funkce v K (n = 1,2, ...); necht [inff, > — co.
, K .
Pak _ _
Jiimf, < imp,
— —kK
Dikaz: Necht g, = inff,. Pak g, < f,, g, 7 limf,, tedy plati
2 —
podle 70 o _
' f]imfn=£jmgn=hmfga§hmffn

72. Necht g,h/,‘e‘p g<f,,£h(n=l 2,...), fo—f Pak je
. 1«9 a plati ,
g ;



Diikaz: Podle 71 platf
[ < lim [f,;
KT —k
podobnsg se zjisti, Ze je lim[f, < ff, a tedy
K K

Jo<limff, < [f< [f < limff, < [h.
K )¢ % K —K K

Odtyd véta ihned plyne.
73. Necht f, eV, fo 7 f. Pak fePr,
K K K

Dukaz: Ziejmé | fz Lim ff,; rodle 70 tedy plati
i K

im[f, < [f < [f=lim[f,.
b4 4 K K ( Pokraéovdndt.)
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