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CGasopis pro péstovini matematiky, rot. 77 (1952)

O PODMINKACH KONSTRUKCE TROJUHELNIKU
G. PETROV, Praha.
(Doslo dne 21. &ervence 1950.) gig

Predmétem tohoto &ldnku jest nalezenf nutnych a postadujicich
podminek k tomu, aby existoval trojuhelnik urdeny tfemi podmin-
kami.

Omezime se na pfipady, kdy trojihelnik jest uréen tfemi s nim spo-
jenymi tsefkami. Na& methody rozboru miZe se uZiti i tehdy, kdy¥
k urdeni trojuhelniku je déna néjaké kombinace 8 nim spojenych tisedek,
nebo n&jaky uhel, kdyZz v poslednim p¥ipadé vezmeme misto tihlu né-
jakou goniometrickou funkei.

1. Jest ndm zndmo, %e mezi kterymikoli étyfmi elementy trojihel-
niku existuje vztah, ktery je vyjddfen urditou algebraickou rovnief
mezi nimi. Podminky pro existenci trojthelniku daného t¥emi elementy
vyjadfuji se algebraickymi nerovnostmi i rovnicemi. PovaZujeme zvo-
lené &tyfi elementy trojuhelniku za homogenni pravodhlé soutradnice
trojrozmérného euklidovského prostoru; doplnéného o nevlastni ele-
menty. Tieba poznamenati, Ze uvaZujeme o bodech, leficich v prvni
oktant8, jelikoZ méme na mysli absolutni velikosti elementii trojthel-
nikd. Rovnice mezi $ty¥mi elementy trojihelniku vyjiddfens v pravo-
thlych homogennich soufadnicich uréuje ndm rovnici algebraické plo-
plochy 2. Nerovnosti, event. rovnice, mezi tfemi z téchto étyt elementt
vyjadiujicf podminky existence trojtihelnfkil, uréuji ndm oblast ¢’ a
urditou &4st jeji hranice v té soufadnicové roving, ve které je rovna nule
ona soufadnice, kters se nevyskytuje v téchto nerovnostech. Homogenn{
soufadnice bodu oblasti ¢’ a jenom ony, mohou byti elementy trojihel-
niku. Vélec {’, jeho% podstavou je oblast o’ a jeho# tvotici pfimky jsou
rovnob&#né se soufadnicovou osou neleficf v soufadnicové roving, je%
obsahuje ¢’, uréuje na plofe £2 oblast o. Hranice oblasti o jest k¥ivka,
ve které plocha £2 se protind s hraniéni vélcovou plochou 7’ vélce {'.
Pfi tom oblast o jest urdena jednoznadnd uvedenym zpisobem, kdy#
ka¥dd tvofici pfimka vélce {' a hranidni vdlcovd plocha 7’ protind £
v jednom bod$ nachézejicim se v prvnim oktantu. V opadném pfipadé
ufijeme oblasti 0” nachézejici se v n¥které z druhych soufadnicdvych
rovin, ve kterych hom. soufadnice odpovidajf elementiim trojihelniku,
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u kterych znéme podminky Feditelnosti trojahelniku, t. j. u kterych
zndme ¢”. Tedy o ]est oblasti na 2 obsaZenou ve valeich {'i ? utvorenych
respektive nad ¢’ i ¢” s tvofieimi piimkami rovnobéinymi se soufadni-
covou osou nele#fci v soufadnicové roving obsahujici ¢’ nebo ¢”. Hranicf
oblasti o v tom pfipad® jest kfivka, ve které se protinaji na 2 vilcové
plochy 7’ i " omezujici vélce £’ i L.

Homogenni soufadnice bodi oblasti o, po piipadé téZ &dst jejf
hranice a jenom ony, mohou byti elementy trojihelniku; jelikoZ v opad-
ném pi{padd nésleduje, %e oblast o’ (resp. oblast ¢”) neuréuje podminky
fegitelnosti trojuihelniku.

Promitejme oblast ¢ resp. jeji hranici do soufadnicové roviny, ve
které méme homogenni soufadnice (elementy), mezi kterymi hleddme
podminky fesitelnosti trojihelnikti, rovnobézné k soufadnicové ose ne-
leZicf ¥ této soufadnicové roving. Na soufadnicové roviné obdrzime oblast
¢”; pouze homogenni soufadnice bodi této oblasti po piipads i nékterych
bodi jeji hranice jsou elementy trojthelniku, ponévadZ kazdé rovno-
bé%ka se soutadnicovou osou nelezici v této soufadnicové roviné majici
spoledny bod s ¢” mé i spoledny bod s o a obrécené.

Oblast ¢” i odpovidajici &dst jeji hranice jsou urdeny analyticky
resp. néjakou nerovnosti a rovnici mezi soufadnicemi v odpovidajici
soufadnicové roviné. .

Vyjddifme-li tyto nerovnosti i rovnice odpovidajicimi elementy
trojuhelniku, dostaneme nutné a postadujici podminky pro existenci
trojtihelnfku s témi t¥emi elementy.

Pfi promiténi oblasti 0 do druhé soufadnicové roviny rozlisujeme
dva pfipady podle toho, zdali kiivka dotyku D plosky {2 s dotykovou
vélcovou plochou 8” opsanou £, jeji% tvofici pfimky jsou rovnobéiné se
smérem promiténi, leZ{ & neleif v o.

Pfi tom t¥eba poznamenati, %e ke kiivee D né.leii i singulé.mi body
na 0. Jestlife primét D' do soufadnicové roviny na ¢’ pfi sméru promi-
t4ni rovnob&iném s tvoficimi pfimkami vélce (C’) nelez{ v o', pak jist®
D nendle#i do ¢ a obrécens, kdyZ D' nileii do o’ a D jest v prvnim
oktantu, pak ndle¥i do a.

V prvnim pfipadé primét hranice o uréuje ndm hranici na o”,
kdy% vilcovd plocha primétu jeji hranice na ¢ do druhé soutadnicové
roviny neprotind o. ‘

V druhém piipadé postadujici podminky, Ze projekce D” do druhé

soufadnicové roviny &ésti D obsaZené v ¢ je hranicf 0” jsou:
: 1. #4dny z bodd na D nen{ singulérnim bodem, 2. p¥imky, které
promitaji p¥sluinou &st D nejsou inflexni tedny na £, t. j. nemajf
dotyk vy#iiho ne¥ druhého ¥idu, 3. neprotinaji ¢ v bodech odli&nych
od dotykovych. Skutetns v tom ptpadé véechny body na o nalézaji se
v jedné z prostorovych oblasti ohranidenych vilcovou plochou 8" pro-
mitajici D, tak¥e jejich priméty do druhé soutadnicové roviny jsou
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v jedné z oblast{ uréenych kfivkou D", kterd je priseénici 8" s druhou
soufadnicovou rovinou. Jest nutno poznamenati, Ze homogenni soufad-
nice bodu kiivky D” také mohou byti elementy trojihelnfku. Druhou
S4st hranice oblasti ¢” obdréime, kdyZ promitneme obdobnou d&dst.
hranice 0. Poéet viech moZnych Fefeni trOJ thelniku rovné se poétu bodi,

ve kterych pii mky rovnobéiné se smérem promitdni do soufadnicové
roviny obsahujici ¢” protinaji . Kdy# do D pat# ngjaky smgula,rni bod,

pak provedeme zvldstni diskusi.

2. Jako obvykle oznadujeme vrcholy trojuhelnika 4, B, C, dhly
«, B, v, strany a, b, c, takie
a= <A, =B, y=<x0C,a=BC, b= A0, ¢c= AB.
Déle oznatime ¢, %, t, téinice, v,, vy, v, VY8KY, %,, s, %, Gsetky na.
osdch 6hld od vrcholu az k protéjsf strané, r polomér kruzmce opsansé,
o polomér kruZnice vepsané. Mezi tfemi stranami a, b, ¢ trojihelniku.
a tsetkou na ose thlu u, existuje rovnice: _
uz(b + c)? = be[(b + ¢)* — a?]. 2,1)
Jest zndmo, %e nutné a postaéujlcl podmmky pro existenci troj-.
uhelmku daného tfemi stranami jsou:
a+b—c>0,a—b+¢>0, —a-+b+c>0. (2,2)
Povaiujeme a, u,, ¢, b za pravoidhlé homogenni soutfadnice z, ¥, 2, ¢ roz-
§ifeného trojrozmérného euklidovského prostoru. Z relace (2,1) obdrzime
rovnici plochy £ '
12,9, 2,0) = e + O — 2ll(z + ) — 2] = 0. (2.1)"
Nerovnosti: '
r4+2—1t>0,2—2+1t>0, —2x+2+t>0 (2,2)"
obdr#ené z (2,2) uréuji oblast ¢’ v soufadnicové roving y = 0. Hranice
oblasti o na ploée £2 jsou ktivky, v kterych protind Q2 &4sti rovin, lezici.
v prvmm oktantu:
x_+z-—-t=0,x—z+t=0,—x+z+t$0, (2,3)

ve kderé degeneruje valcovéd plocha 7' vélce &' sestrojeného nad o’
8 tvolicimi pfimkami rovnobéZnymi s osou y. Zde oblast o je Gplné
urdena, ponévad? kazdd piimka rovnobéznd s osou y protind 2 v jednom.
bodé leficim v prvnim oktantu.

Kiivka dotyku D plochy £2 s vélcem 8” o tvoficich p¥imkéch rovno-
béznych s osou z je urfena rovnicemi:

=1 + 8 — 2ll(z + tff — 2% = 0, @1y

%’ﬁ = 22z + t) — U(z + 1) — %] — 22t(z + ) = O. (2,4)
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Eliminujeme y z téchto dvou rovnic a obdrZime rovnici
. tz + t) [t — 2) — (z + )] = O, (2,5)
kter4 predstavuje primét D’ kiivky D do soufadnicové roviny y = 0.
Ktivka D’ se rozpadéd na pfimky -

t=0,2z4+t=0
a na kisoidu
_ (2t
T t—2z’

z nich¥ #4dné nem4 body v nasi oblasti, neboli k¥ivka D’ neni obsaZena
v ¢. V tomto pi{padé hranici oblasti ¢”, kterd je pramétem oblasti o,
uréime, kdy# promitneme hranici oblasti o, pongvad% vélec promitajici
hranici o ji neprotin4.

Primét hranice oblasti ¢ do soufadnicové roviny z =0 je dén
rovnicemi

22

. P=0,
43 + 12— (2t + 22 Y2 =0,
4%(x — 12— (x — 26242 =0,
které se mohou takto rozloZit:
y=0,
(e + t) — (2 + 2)y =0, .
2x +t) + (2t + )y =0, (2,6)

2t —2) — (2t — )y =0,
20t — ) + (2t — )y =0.

Tieti a patd rovnice jsou rovnice hyperbol, které se nachdzeji
v &éstech roviny x — 2 + t = 0 a z + z — ¢ = 0, kterd nejsou obsaZeny
vV prvém oktantu, coZ znamend, %e nejsou priméty hranice o, kterd je
obsa¥ena pouze v prvnim oktantu. Takto obdriime, %e hranice ¢” jsou
kiivky
y=0, 2z +1t)— (2t +2)y=0, 24t — 2) — (2t — 2) y = 0. (2,7)
Abychom ur&ili pfesnd oblast ¢” omezenou témito kfivkani, pro- -
mitneme do druhé soufadnicové roviny bod oboru o se soufadnicerni
=z=1=1, y=41}/3. Oblast, urens hofejsimi k¥ivkami, ve které
se nachdz{ primét tohoto bodu, je ¢”. Z toho obdriime, %e o” je oblast
. urdend nerovnostmi;
y>0, 2z +t)— (28 +2)y>0, 28t —2) — (2t —2)y < 0. (2,8)
Vynechéme rovnosti, nebof ony ddvaji priméty hranic oblasti o,
pro které neexistuje trojihelnfk.
Rovnobéiky s osou z protinaji oblast o jen v jednom bods.
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Vskutku v rovnici
f=t2 + 2 —y?) 22— 2?2+ 202 — )2 — y%2 =0

koeficienty pfi z a prosty &len jsou vidy zédporné a koeficient pii 2* vidy
kladny, tak¥e nezivisle od znamen{ 22 — y? vidy budeme mit jednu
zménu znameni, to znamend jenom jeden kladny kofen.
Kdy?% vyjddiime podminky (2,8) pomoci @, b, u,, obdriime:
Nutné a postadujici podminky, aby existoval trojihelnik s danymi
a, b, u, jsou:
b+a

b—
—a>
262b+ >u >2b _,pnb a=>0.

P§i t&chto podminkdch obdriime jen jedno jediné FeSeni.
Stejnou cestou obdrZime «i tyto vysledky zndmé z elementdrni
geometrie.

3. Nutné a postadujici podminky pro Fefitelnost tro]uhelmku s da-
nymi b, ¢, u,, jsou:
2bc

b+c
4, Nutné a postaéu]wi podminky pro feSitelnost trojihelniku
s danymi a, b, ¢, jsou:
a+2b—2t,>0,a—2b+2t, >0, -—a—i—2b+2t > 0. (4,1)
b. Nutné a postadujici podminky, aby existoval trojihelnik s da-
nymi a, b, ¢, jsou: .
a+b—2,>0 a—b+2>0 —a+b+2>0 (51
V téchto t¥ech pifpadech existuje jen jedno feSeni.
6. Méme urdit postadujici a nutné podminky pro existenci troj-
thelnfku s danymi a, b, p.
Mezi tfemi stranami trojihelniku a, b, ¢ a polomérem @ vepsané
kruZnice platf rovnice
40%(a +b +c)=1[c*— (a —b)*][a + b —c]. (6,1)
PoloZime z = a, y=c,z=¢,t= b a z rovnice (6,1) obdrZime rov-
nici plochy £
422(z+y+t)*[y—(x—i)"](x+t-y) (6,1)’
a z nerovnosti (2,2) obdrZime nerovnosti urdujici oblast ¢’ v soufadni-
cové roviné z =-0: ‘
z2+y—t>0,2—y+t>0, —x+y+t>0. (6,2)'

Z rovniee (6,1)" je zFejmé, %e {2 mé body v prvnim oktantu, jen kdy% ‘
jsou splnény nerovnosti (6,2)’, nebot pravé strana (6,1)" musi byt kladna,

0< U < (3,1)
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jetto levd je vidy kladné. To je moZné pro kladné z, z, ¢ jen, kdyZ jsou
splnény viechny t¥i nerovnosti (6,2)'.

Pri tom plocha 2 protind soufadnicovou rovinu z = Q presné ve
branici oblasti o’ \

X2+yYy—t=0,2—y+t=0, —x+y +t=0.

Zde o je tiplné urdena, nebot kazd4 pfimka rovnobéini s osou z ji
protiné jen v jednom bods.

Z toho vyplyvé, %e tast {2 nachézejici se v prvmm oktantu pred-
stavuje o.

Kfivka D, ve které se dotyké, plochy Q vilec d", ktery mé za tvo-
Hcf pfimky rovnobézky s osou y, je urdena rovnicemi

f=9¥—@+)y" +[4— (=—1)]y +
+ (z + ) [422 + (x— t)2] =0, (6,1)"

68; 3yt — 2(x +t)y + 42— (x— t)2= 0. (6,3)

Jeji prumét D’ do soufadnicové roviny z = 0 je
@+ )[4 — (¢ — ] =yl(= + 1 — ¢*]. (6,4)
Rovnice (6,4) mé redlné feSeni v prvém kvadrantu soufadnicové roviny
z=0 jen v piipadé, Ze jsou splnény zndmé podminky (6,2)’. Z toho
vyplyvé, Ze ¢4st D’ nachédzejici se v prvnim kvadrantu roviny z = 0 se
nachézi celd v o’. Kdy% si viimneme, %e {2 je symetrickd k soufadnicové

roving z = 0, ndsleduje, Ze &4st k¥ivky D se nachdzi v prvnim oktantu,
. to jest v o. ’

Z rovnice (6,1)", kdy% povalujeme z, 2, ¢ za konstanty, obdrZime
body, ve kterych pﬁmka rovnob&¥nd s osou ¥ protind 2 Kdyz z,zat
jsou kladné, rovnice (6,1)” mé jeden a pouze jeden zaporny kotfen a dva
kladné, které mohou byti redlné riizné, redlné splyvajici, nebo imagi-
nérni. Toto lze lehce urdit, kdy%z stanovime zmény znameni koeficienti
rovnice. Z toho vyplyvéd, Ze kfivka D neméd bodé v &tvrtém oktantu
a Ze se dotyks £2 v oblasti o pfesné ve dvou bodech a neprotind o v jiném
bodé. Ale potom jedna z hranic oblasti ¢” je primét D” k¥ivky D. Musime
jeltd poznamenat, %e eliminace y z (6,1)” a (6,3) urdf presné digkrimi-
nantni rovnici (6,1)", to znamend body, pro které méme jeden dvoj-
nésobny kofen y, ale pfi podmince, e diskriminant je zdporny, obdrime
body, pro které budeme mit dvé rizné redlnd feseni.

Kdy% eliminujeme y z (6,1)" a (6,3), obdriime rovnici k¥ivky D”":

2% + 4(22% + 200 + Tat) A + A(aA — B — PR — 2B + ) 2 — (6,5)
— 2 — 1) =

& hranice oblasti o se promitd do pHmky z = (



Abychom uréili pfesné, kterd je oblast ohranidend témito dvéma
branicemi, promftneme bod patfici do o se soufadnicemi z =y =t = 1,

1.
z= 2_]/?_3 do soufadnicové roviny y = 0. Tento se nachdzi v oblasti
e

urdené nerovnostmi:
2> 0, 428 + 4(22% + 2 + Tat) 2t + 4(at — 2% — 22 — 2fd + th) 22 —
— 2 x — )2 < 0.

Musime jesté podotknout, Ze horni éast hranice ddvé také feSend,
protoZe je primétem kfivky D, kterd ndlezi do ¢. Dolni ale neddvd,
protoZe je primétem hranice ¢. Takto jsme obdrZeli konedng, ze k oblasti
¢” je nutno jesté pripojiti jeji horni &4st hranice.

Tedy viem bodiim ze ¢” odpovidaji dvé hodnoty y vyjimaje body
néleZejici do D" a spliiujici rovnici.

Tak dostdvidme vysledek: Nutné a postadujici podminky pro exis-
tenci trojihelniku s danymi a, b, g jsou: '

o >0, 40% + 4(2a% + 2b% + Tab) o* + 4(a*— a®b — a?b® — ab® 4 bt) o> —
— a?ba — b2 < 0.

Viem hodnotém a, b, p, pro které plati znameni nerovnosti, odpovi-
daji dvé Fefeni a jedno Fefeni, plati-li znameni rovnosti.

Lehko nahlédneme, Ze kiivka D” se nachédzi v oblasti uréené ne-

rovnostmi
2 —2<0,22—1t<0,2>0.

Toto ndm dévéd zndmé nuiné, ale ne postadujici podminky pro
existenci trojihelniku s danymi a, b, o:
20—a<0, 20—0<0. .
Sledujice tuto methodu obdrZime nésledujici vysledky, zndmé
z elementdrni geometrie:

7. Nutnéd a postadujicf podminka, aby existoval trojihelnik s da-
nymi @, b, v,, je :
b> v, > 0. (7,1)
Pfi tom, kdy?# plati znameni nerovnosti, obdrzfme dvé fefeni a pfi
rovnosti jedno.
8. Nutné a postadujici podminky, aby existoval trojihelnik s da-
nymi a, b, v, jsou
a v, b>0, (8,1)

Musime vylouditi ptipad, Ze jsou spln&ny obd rovnice. Kdy% jsou
splnéné obd nerovnosti, madme dvd feseni a kdyZ je splnéna jedna rovnice
a jedna nerovnost, obdr¢ime jedno fefeni.
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9. Nutné a postadujici podminky, aby existoval trojthelnik s da-
nymi a, b, r jsou:
a< 2r, b< 2r, 9,1)
kdy% vyloudime ptipad, e jsou splnény ob® rovnice. KdyZ jsou splnény
obé nerovnosti, obdriime dvé FeSeni a kdy% je splnéna jedna rovnice
- & jedna nerovnost, mdme jedno FeSeni.

10. Kdy% trojihelnik je dén jednou stranou a dvéma jinymi
tGse8kami, pak z rovnic, které existuji mezi tfemi stranami a kaZdou
z t&chto usedek, eliminujeme jednu ze dvou stran neb n&kterou jejich
kombinaci; takto uréime rovnici, kterd obsahuje danédvé tsedky a jestd
jednu stranu, neb n&kterou kombinaci dvou stran.

Na ptiklad probereme tento piipad:

Uréiti nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi a, t;, ug. :

Z rovnic

482 = 2b% + 2¢* — a?
u3(@ + ) = acf(@ + ¢ — b7
eliminujeme b a obdrZime rovnici mezi a, ¢, £,, u,
4ffac — 2(a + c)? (ac-— u}) — ac(2¢? — a?) = 0. (10,1)
Utijeme také zndmych nerovnosti ze (4,1):
a+2—2,>0a—2 +2,>0, —a+ 2 + 2, >0. (10,2)

KdyZ povaZujeme a, ¢, ug, ¢, za homogenni pravouhlé soufadnice v eu-
klidovském trojrozmérném prostoru, kladouce a =, c=y, ug=z2
a t, =t, obdr#ime z rovnice rovnici plochy £

f=40y — 2@ + 9y (oy — 2) — 2 — 22y =0, (10,1
a z (10, 2) nerovnosti uréujici ¢’ v soufadnicové roving z = 0:
x+2y—-2t>0,x——2y+2t>0,—-m+2y+2t>0. (10,2)"
Hranice oblasti ¢’ jsou &asti pfimek
242 —20=0,2—2y +20=0, —z + 2y +2t=0, (10,3)

nachézejic{ se v prvém kvadrantu roviny z = 0; mimo to do hranice
oblasti o na plofe 2 patii k¥ivky, ve které je profata £2 rovinami

z+2—20=0,2—2y +2%=0, —x +2y + 2= 0.

‘P¥i tom musfme podotknouti, %e kdy¥ promitéme ¢ do roviny
t = 0, obdri{me podminky dané v p¥ipads 3.

Pfimka rovnob&Znd s osou y protind o v jednom bods. Vskutku
rovnice (10, 1) napsané. takto:

4xy’+(4:t’ z’)y*——a:(ét’+2z’ )y — 22%2 =0
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m4 jen jednu zménu znamend, hebot z pfipadu 3 vyplyvé, Ze 422 — 22 > 0,
co% plati i pro piimky protinajict hra.mcl oblasti o.

To ukazuje, Ze kfivka dotyku D plochy 2 s vilcem 8" o tvoficich
piimkéch rovnobéznych s osou y nemiiZe néleZet do o.

Toto miZeme dokézati pfimo. K¥ivka D je urdena rovnici (10, 1)
a rovnici

af = 4% — 4(x + y) (xy — 2%) — 4% — Bxy? — 23 = 0. (10,4)

Prumet D' ktivky D do soufadnicové roviny z = 0 obdr¥ime, kdy%
z (10,1)"'a (10,4) eliminujeme z, coz d4va

4y — x) 2 + 2 + To2y + 1222 + 42 =0,

[42 — (= + éy)“’] (y — =) + 42y 4 12xy% 4 8y* = 0.
Z prvni rovnice vyplyvé, Ze y — x << 0, ale potom z druhé mime
— (z + 2y)2 > 0 nebo 2t — (z + 2y) > 0, co% ukazuje, %e kiivka D’
se nenach4dzi v oblasti o’ a to znamend, %e D nendle%i do o.
Hranici ¢” tedy obdrzime, kdy% promitneme orthogondlng hranici
oblasti ¢ do soufadnicové roviny y = 0; takto obdrZime

neboli

2= 0 pii 2y = 2t — «,
z— 2t

‘ z=2xm pii 2y =2 — 2t,
= zx+2t ¥i2y=a + 2¢
Tt YT ‘
Uzijeme bodu z=y=t=1 z=1% zoauréime, %e o" je
q

oblast urdend nerovnostmi:
’ z— 2t -z + 2
z>0, z>2x3 — 28’ 3z +2t°
Pri tom hranice oblasti ¢” nenéleZeji do ni nebof jsou primétem

hranice oblasti 0. Kdy% se vritime zase k zadétednimu oznadeni, ob-
dr#ime:

Nutné a postadujici podminky pro existenci troluhe]niku 8 danymi
a, t,, ug jsou

2 <2 (10,6)

a + 2t,

23+2t

> ug, u,>2a3 ;‘ pii a — 2¢, >0,
a
up >0 pfi a — 2¢, < 0.

Pfi téchto podminkdch existuje vidy jen jediné Felenf.
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Stejnym zplisobem dostaneme tyto vysledky: _

11. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelnikus da-
nymi a, t,, t, jsou
3a + 2, — 48, > 0, 3a — 2t, + 4t, >0, — 3a + 2, + 4¢, > 0; (11,1)
pti téchto podminkdch méme jen jediné fedend.
12. Nutné a postadujici podminky pro existenci jediného trojihel-
nfku 8 danymi a, &, ¢, jsou :
3a + 2, — 2t,>0, 32 — 2, + 26, >0, — 3a + 2, + 2, > 0. (12,1)

13. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi a, v,, v, jsou

. a> v, (13,1)

kde pfi nerovnosti méme dvé fefen{ a p¥i rovnosti jedno.

14. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojahelniku s da-

nymi a, vy, v, jsou _
: a0, a>v, (14,1)

pfi dem% je tfeba vylouditi pfipad, ve kterém jsou splnény soudasné
obé rovnice. JestliZze jsou splnény obé& nerovnosti, obdriime dvé FeSeni
a kdy? je splnéna pouze jedna z rovnic, jedno Fefend.

16. Kdy% eliminujeme ¢ z rovnic
a??c? = r*[(a + b)® — c?] [c® — (@ — b)?]
a _
o= 212 + ja? — B,
obdrZime rovnici

aMA(22 + ot — B%) = 4r7[(4a + B — ][22 — (3o —BRL. (15,])
Volime {a, b, r, ¢, resp. za homogenni pravothlé soufadnice z, ¥, 2, ¢.
Obdrzfme z (15,1) rovnici plochy £
M+ — Pl — (= — 0] — 22 + 22 — ¢ = 0. (15,1)
Oblast ¢’ v roving z = 0 je urdena nerovnostmi
T+y—1t>0,2—y+:>0, —z+y+t>0, (152
které obdriime z pkipadu 4.

‘PHmky rovnobdiné s osou z majici spoledné body se ¢’ protinaji
na¥i plochu 2 v jednom bod8. Lehko se nahlédne, Ze pfimky rovnobéiné
8 osou y protinajf plochu 2 ve dvou bodech prvého oktantu, s vyjimkou
pHimky z = z = ¢, které se naléz4 na plode Q2. Cést plochy 2 nachézejici
se v prismatické ploSe, majicf za stény roviny rovnob&iné k ose z obsa--
hujfcf hranice oblasti ¢’, je oblast 0. K¥ivka dotyku D plochy 2 s vélcem
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4" o tvoticich pHmkach rovnobéZnyeh s osou y je uréena rovnicf (15,1)’
arovnicf.

of

oy

=42 —2) (P — 22— ) =0;

kdy% vyloudime pfimku z = z = ¢, kfivka dotyku .D néleZ{ do g, protoZe
jeji primét D' = y2 — 22 — ¢ = 0 ndle#i do o', pfi tom body dotyku
8 0" na Q jsou z druhé fady, takfe projekce D" kfivky D do roviny
¥ = 0 bude hranice oblasti ¢”, coZ znamend, Ze obdrZime

22t = 22 4 2.

jako branici ¢”, kdyZ vyloudime ze o pfimku = = ¢, v kterémZto p¥padd
méme pouze bod z = ¢ = z. P¥i tom, protoZe D néleii do g, obdriime
YeSen{ i pro hranici oblasti ¢”. Kdy% uZijeme bodu z = 2,y = 2, t =1,
z = 4]/, dostaneme pro oblast o” nerovnosti .

26> 22 +12a x 1.
Méme vysledek:
Nutné a postadujici podminky pro existenci trojthelnfku s danymi
a, t,, r jsou
2 2
rg“ ;;4t“pﬁ 2t, = a, nebo a = 2r = 2t, .

a

pfi demZ, kdyZ je splnéna nerovnost, mdme dvé Fefeni a pfi rovnosti
méme jedno feleni. V piipadé a = 2r = 2¢, mdme nekoneéné mnozstvi
Teseni.

Podobné obdrzime i ndsledujici vysledky:

16. Nutné a postadujicf podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi a, t,, v, jsou:
bty = Vg

" zde pfi nerovnosti midme dvé Fefeni a pfi rovnosti jedno.
17. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da.-
nymi a, t;, v, jsou:
a > vy, 2t, > v,
kde je t¥eba vylouditi pfipad, %e plati obé znameni rovnosti. KdyZ jsou

splnény ob& nerovnosti, mdme dvé fefeni a v opatném piipads, to jest,
je-li splndna jedna z rovnic, jedno fedenf.

18. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi a, t,, v, jsou:
2ty > v,

kde p¥i nerovnosti mdme dv® Feenf a p¥i rovnici jedno.
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19. Nutné a postadujié¢i podminky pro existenci trojihelniku sda-
nymi a, t, v, jsou:
a> v, 26, >0,

pFi nerovnosti méme dvd Fedeni a pfi jedné z rovnic Jedno Vyloudit
musime piipad, %e plati obé znameni rovnosti.

"20. Nutné a postadujici podminky pro existenci tro;ﬁhelmku s da-
nymi a, t,, v, jsou:
a= v, v, é 7%

Je tieba vylouditi p¥ipad, Ze jsou splnény obé rovnosti. P¥i nerov-
nosti méme dvé Fefeni, pfi jedné rovnici jedno.

21. Nutné a postadujici podminky pro exxstenm trojihelniku s da-
nymi a, , r jsou:

a< 2r, z

24 < 2r.

)
P¥i nerovnostech médme 2 ¥efeni a p¥i ka#dé z rovnic jedno.

22. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojuhelniku s da-
nymi a, v,, ug jsou
@ vy, Ug 2> Oy,
kde je tieba vyloudit pfipad, Ze plati ob& znameni rovnosti. V piipadé
dvou nerovnosti mdme dv® fefeni a pfi jedné z rovnic jedno.
23. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi @, v,, %, jsour
a > v, ul < 20® + (Va,2 — v}) 20;
pfi nerovnosti méme dvé fefen{ & p¥i rovnici jedno.
24. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelnfku sda-
nymi a, vy, r jsou:
r>a, < 0

i zde je tfeba vyloutit p¥pad, %e soudasné plati znameni rovnosti. Pfi

dvou nerovnostech méme dvs i-eéenf ]mak pii r= %— jedno Feleni.
b
2b. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi a, v, ¢ jsou
az=> v, > 2,
kde pfi nerovnosti méme dv® Fefeni a p¥i prvni rovnosti jedno.
- 26. Nutné a postadujfcf podminky pro existenci tro]ﬁhelniku s da-
nymi a, &, Uz jsou

0<u,<a2"t—

pfit,—a >0,
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pfi dem¥ méme jedno Fe¥eni, hebo
up < t, pti t, —a< 0,
kde pfi nerovnosti mdme dvé Fefeni a pii rovnosti jedno. .
Z rovnice :

doga? = [(b + off — a?] [(b + o) — 412],
z 16 a z nutnych podminek pro existenci trojihelniku s danymi a, b + ¢,
by b.j. @ << b + ¢, b + ¢ > 2¢, obdriime nésledujici vysledky:

~ 27. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojuhelniku s da-
nymia, b + c, ¢, jsou:

a® < (b+cp 42<<(b+c? b+l at 422,

kde pfi rovnosti mdme jedno Fefeni a pii nerovnosti dvé.

28. Nutné a postaéu]ml podminky pro existenci trOJuhe]mku s da-
nymi a, b + ¢, v, jsou .

b +er=a+ 402,
kde p¥i rovnosti méme jedno FeSeni, pfi nerovnosti dvé feseni.
Stejnou cestou obdriime i tyto vysledky:

29. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi a,b + ¢, u, jsou:
& +c)P—at
2 2
b+cr=a +4u, Uy > TN
kde pfi nerovnosti méme dvé feSeni a pfi rovnosti jedno.
30.  Nutné a postadujici podminky pro existenci trojuhelniku s da-
nymi a, b + ¢, r jsou:
2
4r 2 _—L—_i_..“f)——
=V@® + o= a?
kde p¥i nerovnosti mé.me dvé Fefeni a pii rovnosti jedno.

31. Nutné a postaéu]ml podminky k existenci trojihelnfku s da-
nymi a, b + ¢, g jsou: ..

pii 2r > a,

9+

a<b+c<a pﬂa>2g,

v tomto p¥padd pfi nerovnosti méme dv¥ fefeni a pfi rovnosti jedno.

32. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi a, %,, t, jsou:
43 — a,"
} &, ' .
kdy% je splnéna nerovnost, méme dv§ fe¥eni, a p¥i rovnosti jedno.

t,,_z_aa>
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33. Nutné a postadujici podminky existence trojuhelniku s danyma
a, t,, o jsou:

- o< o @+ —a)

) pti nerovnosti méme dvé fefeni a pti rovnici jedno.

34. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da-

nymi a, v,, %, jsou:
vd é ua’

pfi nerovnosti mdéme dvé feseni a pfi rovnosti jedno.

36. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi a, v,, r jsou
at + 4v3

v, ’

kde pii nerovnosti mgme dvé Feseni a pfi rovnosti jedno.

36. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi a, v,, ¢ jsou:

2r>a, 2r>

2a?g .
v,g 11—2:_4—65 Pi‘l a > 29,
v tomto pi{padé pfi rovnosti méme jedno fefeni a p¥i nerovnosti dvé,

37. Nutné a postadujici podminky pro existenci tromhelniku sda-
nymi a, ug, r jsou: P

a < 2u,, Su,r > a® + 4ul
méme jen jedno Fefenf a pfia > 2u,, 2r > a, 8u,r < a® + 4u? mime dvd
fefeni a jedno pfi 8u,r > a? + 4u2, a > 2u,, 2r > a.
38. Nutné a postadujicf podminky pro existenci trojihelniku s da-
nymi a, u,, o jsou:

20
u,,___>__a’aa_ i a > 2p;

p¥i nerovnosti mame dvé ¥elieni a p¥i rovnosti jedno.
39. Kdy% eliminujeme bc z rovnic
abc '
a+b+e
a2bc3 -

[(® + ¢)* — a*] [a? — (b — ©)*]’

20r =

r? —

dostaneme rovnici
a(b + c)* — 2(a* + 4pr) (b + ¢) + 8Bapr + a® + 4ap®= 0,
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neboli
[a(d + ¢) — a? — dor — 29]/41'2—— a?] [a(b + ¢) — a? — dpr +
+ 20)/4r — @ = .

Z této rovnice, kdy% vezmeme b +.c, r, 0 & respektive za homo-
genni soufadnice z, y, 2, ¢ obdriime rovnici plochy £

[t — £ — dyz — 22)/4 — ] [t — £ — dyz + 247 — #] =0, (39,1)

co ukazuje, e plocha £ se rozpads na dvs plochy vyjidfené rovnicemi:
tr — £ — dyz — 2]/ — 12 = 0, o (39.2)

'tz—t2-4yz+2z1/‘?yz—_t2=0 (39,3)

Z podminek ve 29. a 30. obdriime oblasti o’ & ¢ urdené v soui'ad-
nicovych rovindch 2= 0, y = 0:
22

4y > — 2y > t, (39,4)
2% — 2
o 2+ 422
t<z< ttﬂ—— o t > 22, (39,5)

Vélcové plochy %' a 1" proloZené hranicemi oblasti o’ a ¢” se protinaji
na ploe s rovnici (39,2). Lehko se poznd, Ze plocha (39,3) vitbec se ne-
protind s 7”; to znamené, %e na nf nelezf 4dn4 &st . Z toho plyne, %Ze
o le#i na prvni plofe. Promitneme-li ¢ do soufadnicové roviny x = 0,
to jest ze (39,2) a z jedné z rovnic (39,4) neb (39,5) eliminujeme z, ob-
drzime:
422 4 2 —

P >+ 4zy + 22 ]/43/” — 1,

Pfitom musfme podotknouti, Ze kaZdé pfimka rovnobézns 8 osou z
protiné o jen v jednom bodé. Tak dcstdvéme:

Nutné a postadujicf podminky pro existenci tropihelniku 8 danymi
a, g, r jsou

2y >, t2

4a _4a%
492
Pfitom mdme jedno Fefeni.

40. Nutné a postadujici podminky pro existenci tronihelniku s da-
nymi a, ¢, us jsou:

> 2r + |47 —a? pti a > 2, 2r > a.

ug > 4a — . piia—1t,2>0

3a 2
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us>0pfia—1t<0
a+t,
3a + 2¢t,°
Pfi téchto podminkéch existuje jen jedno feSeni.

- 41. Nutné a postadujici podminky pro existenci trojihelnikus da-

nymi a, t, u, jsou: _
a— 2
U, > 4(a — tp) mt—;:

e >0 i a— 26,<0, a— £,>> 0,

uﬁ< 4a

pi @ — 2, > 0,

2, —a .
h pr1 a—tb<0,

a + 2t,
Uy < 4(0’ + tb) Q, .
, 3a + 4%,
Za téchto podminek existuje jen jedno Feseni.

u, > 4(t, — a)
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