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tednost znaéné zjednodusuji, s hlediska fysikdlniho a upozornéno na to,

Ze s hlediska matematického by bylo tfeba k véZné préci v theorii pruz-

nosti shrnout viechny definice, imluvy a piedpoklady, z nichz nékteré
nebyvé zvykem vibecuvddét, v axiomaticky vybudované zédklady theorie

pruZnosti.

Zékladnfrovnice matematické theorie nelinedrni pruZnosti je mozno
vyjadiit bud v soufadnicich télesa pied deformaci nebo po deformaci.
SloZeni rovnic je analogické jako v piipadé klasické theorie pruZnosti:
6 rovnic, vyjadiujioich slozky tensoru deformace pomoci derivaci sloZek
posunuti (podminky integrability tohoto systému tvoif 6 rovnic kompa-
tibility), 3 rovnice rovnovdhy, 6 rovnic vztahu mezi slozkami tensoru
deformace a napéti. Proti klasické theorii pruznosti vak jde o systém
parcidlnich diferencidlnich rovnic nelinedrnich, ktery je zna_éné sloiity.
Matematické FeSeni problémb z nelinedrni pruinosti vede na FeSeni to-
hoto systemu pii danych krajovych a poddteénich podminkéch. Pro tento
systém ne]sou dosud odvozeny zdkladni véty o existenci a poétu feseni
a jejich fefeni bylo podédno jen pro nékolik specidlnich p¥ipadd pii znag-
nych zjednoduienich. Tento systém rovnic je také zdkladem obecné
theorie stability v pruZnosti (problémy vzpéru a pod.); pro technicky
vyznamny piipad materidlé s velkym modulem elasticity, na p¥. pro ocel,
je mozno v rovnicich doséhnout zanedbdnim nékterych &lent znadného
zjednoduseni (uvedeno na pf. v knize NovozZiLov: Osnovy nelinejnoj téorit
uprugosts, L. M. 1948).

Rovnice nelinedrni pruZznosti dé.vap také moznost odhadu chyb kla-
sické theorie pruznosti, zpiisobenych nesplnénim pfedpokladu malych
deformaci.

Pro gumu a podobné materidly byla vybudovédna hlavné v pracich
RivrizovycH (Philosophical Transactions of the Royal Society, London,
ser. A, 1948) specidlni matematickd theorie nelinedrni pruZnosti, kters
prlpousti jen takové deformace, pm nichz se objem neméni (obecné,
isovolumenérni transformace) a uvazuje jen velmi jednoduchy vyraz pro
deformaéni energii. Vedle zdkladnich rovnic Rivlinovy theorie, které
tvot{ opét systém nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic s krajo-
vymi a podéteénimi podminkami, bylo podéno jejich fefeni pro specidlni
piipad torsniho tlumide tvaru dutého vélce.

ROTUJICI KOTOUC V PLASTICKEM STAVU
(Referét o pfednésce doc. Dr Mil. Hampla, proslovené dne 16. ledna 1952.)

1. V.zahajovaci pfednéice ukézal Dr Jenifek na celou problematiku, na kterou
naré?i vyzkum materidlu jednak p#i zpracovéni materidlu a jednak pfi zjistovéni
materidlovych vlastnost{ hlavné elastickych a pevnostnich. Vyznam a el tohoto
studia materidlu je pfedeviim v tom, ¥e konstruktér, ktery mé navrhovati turbinu,
Dieseluv motor, jefab, lokomotivu, 8ici stroj nebo jehlu do &iciho stroJe, musi znéti
vlastnosti materidlu, kterého chce pro svou konstrukei pousiti.
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Jeho prvni povinnosti je zjistit viechny okolnosti a poméry, za jakych m4 jeho
konstrukce pracovati, na pf. jaké napéti musi snésti, a podle toho se rozhodnouti,
jakého materidlu musi uziti.

Pti tom musi miti na zfeteli hospoddrné vyusit{ materiélu, t. j. pro konstrukei,
u které zjisti na pf. naméhéani 500 kg/em? v tahu neuiue materidlu, ktery mé pev-
nost na p¥. 7000 kg/ecm? a podobnsd. .

Jestlize si uvédomite rozmanitost piidin, které majf vliv na vlastnosti mate-
riélu pfi a po jeho zpracové.ni v hutich, muZete snad dojiti k zdvéru, Ze materidlova
data, kterd udévaji huté, jsou znaénd problema,txcké. Ve skuteénosti to neni tak zlé,
protoZe tato nejistota se respektuje tim, Ze z celé fady zkousek na zkuSebnich tyé-
kéch se stanovi nejmensi a nejvétsi hodnoty pislusnych udaji a konstruktér se
dozvi, v jakych mezich se piisludné hodnota pohybuje.

Konstruktér viak naré#{ na jiné potize pokud jde o materidl. Nedévno jsem
byl v zdvods, kde objednali vagon drétu. Kontrola zjisti, %e vzorky, vzaté ze za-
&4tku a z konce jednotlivych kol drétu, vyhovuji viem poZadavkiim, ale Ze smérem
ke stifedu kola dr4t mé vlastnosti zna¢né horaf.

To je jeden piiklad z celé Fady jinych, které bych mohl uvésti. Domnivam se,
%e v tomto ehledu by prospélo zavedeni kontrolnich method matematické statistiky
do vech hutnich z&dvodi. Pokusy se v tomto sméru u% konaji.

Druhé potiZ konstruktérova je tato:

Pevnostni zkoudky materiélu se prové,dé_]i na zkuSebni tydce. Tyto zkousdky
tedy ukazuji, jak se materiél chové v piipad$ jednorozmérné napjatosti. Kdyby kon-
strukce turbiny nebo lokomotivy se dala provésti jenom z tyéi nebo dratii naméha-
nych na tah, mohl by konstruktér na zédklad® pevnostnich udaji zji¥ténych na zku-
Sebni tyédce se znadnou piesnosti a bezpednosti zaruéditi chod p¥fisludného stroje.

Bohuzel konstrukéni éésti vétsiny stroji nejsou tyéky, ale desky, kotoude, né-
doby rozmanitych tvari a pod.

V t&chto piipadech uz nejde o napjatost jednodimensionalni, ale o dvoj- aZ
trojdimensionélni.

Ukolem konstruktéra je pak nalézti zpisob, jak materidlovych dat zjisténych
pro piipad jednorozmérné napjatosti vyuZiti na piipady napjatosti dvoj- a troj-
rozmé&rné.

Vztah mezi napétim ¢ a pomérnym pro-
. dlouzenim ¢ pro zkuSebni tyéku je dén jednim

o z diagramm, které zde uvédél Dr Jenidek.
Az do jisté hodnoty g, se d& tento diagram
nahraditi pfimkou o rovnici ¢ = Ee. Hodnotu o,
nazveme mez{ timérnosti. V tomto oboru ¢ £ o,
plati Hookuv zdkon, na kterém je zaloZena kla-
sické theorie pruznosti. Tato theorie ndm dava
moznost, jak charakterisovati napjatost dvoj- a
trojrozmérnou jedinym napdtim, které nazveme
redukované napdtf{ nebo naméhénf konstrukce &
které srovnédme s napétim jednorozmérnym ve
€  zkusebnf tyéce. ,,Klasicky konstruktér se pohy-
buje nebo snaZi pohybovat pouze v oboru plat-

Obr. 1. nosti Hookova zdkona.
Uvedu struéns jen dvé methody, jakych se
nejéastdji pouziva.

Je to methoda Mohrova, podle které rozhoduje o namahéni konstrukce nej-
vétsf z rozdilt |0, — 04, |0y — 03], |0a— 03|, kde 0y, 0y, 05 jsou hlavni napdti. Pied-
stavme si, %o jde o dvojrozmérnou napjatost (g5 = 0), & Ze obd napéti zavisi na po-
loze charakterisované jedinym parametrem r. Upozoriiuji, Ze to neznamend, Ze jde

o napjatost jednorozmérnou. Pribsh ¢, a 03 buddén na p¥. g, = 8, gy = S (1 —2 g)

Q
)
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vintervalu 0 < 7 < a. PFi tom ¢ je im&rno zati¥eni konstrukee a je funkof rozmaru.
Pak naméhéni orea podle Mohra je déno spojitou arou, kterd mé viak nespojitou
derivaci v mistd, kde g, = 0.

a
a:-ndﬂ

Ohnn

S/3

N

Obr. 2.

U% z tohoto piikladu je vidét jakousi nevyhodu Mohrova zpuisobu. V praxi
toti% se snaZime vypotitati vyrazy pro napdti o,, g; jako funkce polohy a ve vétsind
piipadi by ndm pak stadilo zjistiti maximélni naméhéni konstrukce bez poéiténi
resp. kresleni celého priibéhu obou napéti. To je zfidka moZno pti uzivini Mohrova
zpusobu.

Druhy dosti ¢asto uZivany zptsob vypodétu naméhéni konstrukce nazyvéme
podle tii autora Huber- Mwes-Hencky (struén® HMH). Je odvozen theoretxcky
z uvah o pfetvarné préci a naméhéni je podle ndho:

Ored = EV(%—" G2) + (0a— 03)® + (03— o4~ HMH

V piipad$ rovinné napjatosti, kdy g, = 0, vyjde
ored = |02 — 6,0, + a3 HMH

" Z t8chto vyrazh je vidst, e v;’rpoéet naméhéni podle zptisobu HMH je matematicky
elegantndjii nez podle Mohra a Ze pii ndm neni t¥eba rozliSovati pfipady, zda nap&ti
maji stejné nebo opaéné znaménka. Naproti tomu jeho nevyhoda souvisi s tim, %e jde
o vypodet kvadratického vyrazu.

Pro piedchézejici ptiklad bude ored podle HMH déno:

2
Ored = SVI— (1-—25) + (1_25) .
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'

Nejvstsi hodnota bude pro £ = a, t. j. ored
Oredpax = 28.
Bezpetnost u konstrukce vzhledem k danému dovolenému naméhéni ¢, bude

max (@) = S3, kdeto podle Mohra bylo

pak:
_ 1o, _ Oy
Huome = 5 = 0'50S’
1 o Oy
MBEME = r‘gE = 0,58 S'—.

Zmituji se o tdchto vécech hlavnd proto, abych ukézal na obtiZnou a zodpovéd-
nou préci konstruktéra, ktery je informovén o vlastnostech materidlu vétsinou na
zéklad® zkousek se zkulebnf tyékou a ktery ¢asto po velmi obtiZném vypoétu napja-
tosti konstrukce se musf rozhodnouti mezi rtznymi zpasoby, jak zjistiti maximélni
redukované napé&ti resp. bezpednost konstrukce.

Nejistotu spojenou s uvedenymi obtiZemi obchézi proto konstruktér tim, Ze
voli pfedem dosti velkou bezpeénost vzhledem k mezi imérnosti materidlu.

Zkusenost ukazuje, e dodateénym vypoétem uZ provedené konstrukce podle
klasické theorie pruznosti éasto zjistime v urditych mistech naméhéni presahujici
nejen mez imérnosti, ale i mez pevnosti— a pfes to konstrukce se v provozu dobie
osvédéuji.

Takové pfipady muZeme si vysvétliti tim, Ze lok4lni napdti v materidlu namé.-
haném nad mezi umérnosti jsou ve skutednosti daleko mensi ne# napéti vypodtend
podle klasické theorie pruZnosti. Struénd ¥ikédme, %e v takovych mistech materiél
prechézi do plastického stavu, ,,tete‘‘ a nakonec se trvale deformuje tak, e napéti
klesne.

Abychom mohli potetn® zjistit, jak se chové konstrukce v mistech, kde podle
klasické theorie pruZnosti pfestoupi naméhéni mez prunosti, musime opustit tuto
theorii a uZiti zcela nové a jiné.

Podatky téchto novych theorii se — podle mého nézoru — daji klast do let
kolem roku 1925, kdy vysla prace Henckyho v ZAMM a Nadatova kniha ,,Der bild-
same Zustand der Materie‘‘. Ta byla pozdéji pfelozena do anglittiny ,,Plasticity ‘.
Ze sovétskych autorti uvadim Iljufina a Sokolovského: Téorija plastiénostt (1951)
o ndkteré partie v Masinostrojeniju 1. a II. dil (1948).

V tomto oboru se intensivn® pracuje stéle, jak svédéi fada praci v zahraniénich
Sasopisech a pfednéfek na kongresech (naposledy v Londyn® 1948). Je 8koda, Ze se
nikdo z nadich odbornikdi nemuze ztitastnit letodniho kongresu aplikované matema-
tiky v Catihrads. )

U nés v tomto sméru se pracuje dosud velmi mélo, jak miZeme pozorovati
v nadich &asopisech, jichZ poéet byl znatné zredukovén. Struény popis theorie plasti-
city (tvérlivosti) je uveden v Technickém priwodct II1., Nauka o prunosti a pevnosti
od Bafanta-Nedomy a Spdly.

Pokud vim, soukrom$ pracuje Dr Kohn na problému ohybu v plastickém
stavu. J4 osobnd citim uZ kolik let, jak v tomto oboru zustdvdme pozadu za zahra-
niénf védou a sna%im se, aby v nafem studijnim odboru ve Vyzkumném tstavu t&2-
kého strojirenstvi jsme se pfi problémech z pruZnosti zamé¥ili timto ,,plastickym*
smérem. Nadel jsem pfi tom znadnou podporu a porozuméni u svych spolupracov-
nflcti, z nich% na p¥. Dr Jpadek fesil nddobu v plastickém stavu, Ing. Dvofdk hék
a Ing. Sindlar se zabyvé vypobtem patek velkych néddob pti respektovéni plasticity.

Kroms toho v minulém roce jsem fesil za spolupréce s prof. Gruberovou a aspi-
rantem Ing. Valentou rotujici kotoud konstantni tloustky v elasticko-plastickém
stavu. Vysledky jsou uvedeny ve zpravé Z-85. Pii Feeni tohoto problému vyché-
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zime ze zjednodulené zavislosti napsti s ve zkufebnf tydce na pomérném prodlou-
Zeni ¢ podle Nadate. (Obr. 3.)

Hodnota &, znaéi mez teeni materidlu (yield-point).

Nase tloha zni: .

'V kotoudi s otvorem, ktery rotuje ihlovou rychlosti o, pusobenim odst¥edivych
sil vznikaji napéti radidlni s, a obvodové 8;, kter4 zavisi na poloméru r a rychlosti w
a specifické véze y. M4 se urditi velikost obou napdéti. Pokud je w < w, je cely kotoud
ve stavu elastickém. Reseni nap&ti je uvedeno na pf. v Technickém privodes I11.
Prestoupi-li w kritickou rychlost w, dostdvéa se kotoud ¢4stednd, a to v mezikrui
b < r < ¢ do stavu plastického, ve
vndjiim mezikruzi ¢ < r < a zi-
stavé ve stavu elastickém, pokud

o Low<b.
1S 4
"
So
€
Obr. 3. . Obr. 4.

Pii tom stéle pFedpoklddéme, Ze 8,(b) = 8,(a) = 0. P¥i feleni problému napja-
tosti v plastickém stavu vychézime ze zékladnich matematickych predpokladd,
které dostatetnd piesnd souhlasi s experimentélni zkuSenostf:

1. redukované napéti je v plastickém stavu stéle = 8, (mez tedeni),

2. pomérné prodlouZeni ve smérech hlavnich napéti jsou déna rovnicemi
& = c[8;— ¥(s3 + 85)] atd., z dehoZ plyne soudasnd &, | & -+ & = 0 (kubickéd
dilatace = 0). s

Kroms t8chto podminek platf{ v ka?dém elementu plastického t8lesa rovnice
rovnovéhy.

V piipads rotujiciho kotoude s otvorem jde na konec o ¥efeni rovnic:
ds

r—"+ 8, — 8, + 8w? 72 = 0 (rovnovéha)
dr LR o ’

sred = 8, (stav plasticky).
U vy#setfovaného kotoude se dé4 predpoklédati, Ze sred podle Mohra je 8;, nebot
8 >8,=>0.
I&adai ve 8vé knize uvedl struén® ndkteré specielni vysledky F¥e¥eni kotoute za
predpokladu, Ze sred = 8; = 8,, tedy za pfedpokladu hypothesy Mohrovy.
My jsme potfebovali podrobnd Fe¥it tento problém a pokusili jsme se jej Fekiti
za ptedpokladu hypothesy HMH, tedy za pfedpokladu, Ze

8ped = Vag — 8,8; + 83 = 8.
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Tim jsme oviem museli Fedit nelinedrni diferencidlni rovnici, kterd po tipravd msla
tvar
oy + 2+ y— JE— 32 = 0.

Pomocf jejiho Feeni jsme dostali napdti s, a s; v plastické &ésti kotoude a to
jsme kombinovali s fefenim elastického kotoude.

Vysledky jsme znézornili graficky, takZe z p¥isluinych diagrami muzeme snad-
no najiti pro dany vnitini a vn&jsi polomér kotoude a dané w:

1. polomsr ¢, ktery odd&luje vnitini plastickou &4st kotoude od vngjsi elas-
tické,

2. rychlost o, pfi ni% kotoud zadiné prechézeti do plastického stavu,

3. rychlost @, p¥i které je cely kotout plasticky,

4. napéti s,, 8; v kazdém mistd kotoude, t. j. jak v 84sti plastické, tak elas-
tické. )

Tyto vysledky jsme v literatufe nenali. '

Na konec jsme srovnali vlechny tyto vysledky provedené za predpokladu
hypothesy HMH s analogickymi vysledky provedenymi podle hypothesy Mohrovy
a struénd naznadenymi v Nadaiov® knize.

Podle otekavani se oba druhy vysledka pfili§ neligily. Na vysvétlenou, prod
jsme Febili ten problém sloZitd, kdyZ podle Mohra jsme jej mohli Fesit (pFibliznd
se stejnou plesnosti) jednoduse, bych fekl:

U rotujiciho kotoude s krajovymi podminkami s, = 0 na vnitinim i vn&jsim
poloméru je podle Mohra sred = 8;, tedy Fefeni jednoduché. V jinych p¥ipadech viak
tomu neni tak — na pf. uZ v piipadd kotoude nalisovaného na h¥idel. V takovych
sloZitéjsich pfipadech uZiti Mohrovy hypothesy muZe naraziti na rizné nep¥ijem-
nosti, protoze by se muselo zjistovati, ktery z vyrazi |s,— s,|, |[8,— 8,]|, |8, — ;|
a v kterych oborech, rozhoduje o naméhéni. Proto jsme na pfipadu, ktery se dal
pomérnd snadno kontrolovat s feSenim podle Mohra, si chtéli zjistit, zda FeSeni ne-
line4rn{ diferenciélni rovnice je prakticky proveditelné v dostateéné obecnosti. To se
ném podaiilo a proto zkusenosti, kterych jsme ziskali, maZeme uZiti i v pfipadech
obtiZn&jsich.
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