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Casopis pro pdstovani matematiky, rot. 77 (1952)

SPOJITOST V METRICKYCH PROSTORECH
VACLAV VILHELM a CESTMIR VITNER, Praha.
’ (Doslo dne 20. &ervna 1951.) 519

Préce se zabyvé rozborem pojmu spojitosti v metrickych prostorech.
V odst. 1 se vySetfuji spojité, stejnom&rnd spojité a cauchyovsky spo-
jité zobrazeni. (Rikéme, %e zobrazeni f prostoru P, do P, je na P,
cauchyovsky spojité, jestlize kazd4 cauchyovské posloupnost {z,}
z P, se zobrazi na cauchyovskou posloupnost {f(z,)} z P,.) Jsou zde
piednd udany nutné a postatujici podminky pro to, aby zobrazeni f
bylo spojité, resp. cauchyovsky spojité, resp. stejnomdrnd spojité.
Déle jsou zde urdeny prostory, na nichZ kazdé zobrazeni f do libo-
volného prostoru je spojité, resp. cauchyovsky spojité, resp. stejno-
m&rnd spojité. Nakonec jsou studovana spojité zobrazeni na spe-
ciélnich prostorech (Gplnych a kompaktnich). Odst. 2 se zabyvé
spojitosti funkei, t. j. spojitosti zobrazeni do jednorozmérného eukli-
dovského prostoru E;. Jadro tohoto paragrafu tvofi rozsifeni oboru
8pojité, resp. cauchyovsky, resp. stejnomsérnd spojité funkee a urdeni
prostori, v nichz kadé spojitéd funkece je cauchyovsky, resp. stejno-
m&rnd spojitd. Nakonec jsou uvedeny hlavni véty o spojitych funk-
cich, je% se dokazuji v elementarni analyse pro funkce jedné realné
proménné. Tato price shrnuje znamé vysledky o spojitych zobraze-
nich, nikoliv oviem tiplnd vyderpévajicim zpusobem. Podn&t k préci
ném dala pfednéska doc. M. Katétova o abstraktnich prostorech. Po-
kud &tenéf bude postrddat definice n8kterych uZivanych pojmi, odka-
zujeme ho na knihu prof. E. Cecha: Bodové mno¥iny. Jde hlavns o né-
které zékladni pojmy z theorie mnozin a theorie metrickych prostori.
Pro struénost jsme vypustili dikazy téch vét, které jsou obsaZeny ve
zmin¥né knize prof. Cecha.

l. Spojité, cauchyovsky spojité, stejnom&rn& spojité zobrazeni
v metrickych prostorech.

Definice 1,1. Necht f je zobrazeni metrického prostoru P,(p,) do
metrického prostoru Py(g,). Rikdme, %o (1) f je v bodé x € P, spojité, kdy%
ke ka¥dému & > 0 existuje § = d(g) > 0 tak, Ze ye Py, gy(x, y) < 8=
= g,[f(z), f(¥)] < & (2) f je na P, spojité, je-li spojité v kazdém bodd
prostoru P;; (pravime také, Ze f je spojité zbbrazeni P; do P,); (3) fje
na P, cauchyovsky spojité, je-li {f(x,)} cauchyovskd posloupnost v P,,
kdykoli {z,} jo cauchyovské posloupnost*) v P,. (4) f je na P, stejno-

*) Definice: Necht P je metricmpmétor. Necht {z,} je posloupnost bodti z P,
Pravime, e {Zn} jo cauchyovskd posloupnost, kdy% ke kaidému e > 0 existuje index
ptak, gem > P n >p => 0@y, Ty) < &
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mérné spojité, kdy¥ ke katdému e > 0 existuje § = d(e) > 0 takové, Ze
ze Py, ye Py, oy(7,y) < 6=>gilf(2), fy)] < &.

P#iklady: 1. Necht P, = P, = E, s obvyklou metrikou. Zobrazeni f prostoru
P, do P, definujme takto: & ¢ P,,  irraciondlni => f(z) = 0, = ¢ P,, z racionflnf=>
=>f(z) = =. Pak f je spojité v bod® 0 a nikde jinde.

.. 2. Necht P, = P, = E, s obvyklou metrikou. Necht z ¢ P, =>f(z) = 2*. Pak,
jak se snadno piesv&déime, je f spojité a cauchyovsky spojité zobrazeni P, do P,.

f neni viak na P, stejnomd&rnd spojité: polozime-li totiz z, = n, y, = n + o Pro

P 1,23, pak Qi v = 1 alo eilflan) fun) = |2 — (n+ 1) -

1
+ o} >2.
3. Necht P, je interval (0, o) v E;, Py = E;, g,, 0; oby&ejné metrika v E,.
1
Budi f zobrazeni P, do P, takové, ie zePy =>flx) = = Pa.k f je spojité, ale neni

cauchyovsky spojité: polozime-li &, = — 5 pron= 1,2, 3 . pak {z,} je cauchyov-
ské posloupnost, ale posloupnost {/(:c,,)}, t. j. {n}, neni cauchyovské.

‘Budi% f zobrazen{ P, do P,. Necht 4 C P,. Pak f-1(4) bude
‘znadit mnoZinu E [f(z) € A]
zeP,
Véta 1,1. Zobrazent f prostoru P, do P, je spojité, kdyt a jen kdy%
plati jedna z téchto podminek:
) 1) n=1,23,..., 2z, Py, xe Py, x, > 2 = f(,) > f(z),
(2) ze Py, ACPy, @iz, 4) = 0= gylf(2), {(4)] =0,
() AC P, =f(4) Cf(4),*)
(4) B C P,, B uzaviend v Py => {~1(B) uzavfend v Py,
(6) C C Py, C otevfend v Py => f~1(C) oteviend v P,.
Dtkaz: (1) Viz Cech: BM, str. 44.
(4) a (B) Viz Cech BM, str. 45.
(2) Necht f je na P, spoglté méjme z € P, A C Py, gy(, 4) = 0.
K & > 0 existuje 8 > 0 tak, %o y € Py, o,(%, y) < 6 = o,[f(x, ¥)] < .
Protofe g,(z, 4) = 0, existuje z ¢ 4 tak, Ze g,(z,2) < d, tedy gz[(f(x),
f(2)] < &, f(z) e f(4). To plat{ pro kaZdé € > 0. Proto g,[f(z), f(4)] = 0.
— Obrécend sporem. Nechf f spliiuje (2), ale nenf spojité. Pak neplatf (1).
To znamens, %e existuje posloupnost {z,} v P;, 2, — z € P;, ale neplat{

f(@s) — f(2). Tedy lze z {f(x,)} vybrat {f(zi,)} tak, Ze gqo[f(2s,), f(x)] =
= & > 0 pro viechna n. Bud 4 mno#ina viech =,,. Pak g,(z, 4) =0,

aviak Q:[f(z) H(4)] = info,[f(z), f(%sn)] = & > 0, cot je spor.
- Tedy f je spojité.

%) 4 sl uzdvér A v P,
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(3) Necht f je spojité na P;; méme A .C P,. Nechf xze 4, t. j.
01(x, 4) = 0. Odtud podle (2) plyne g,[f(z), f(A)] = 0, t. j. /(z) ¢ {A).
Tedy f(4) C f(A). — Necht naopak plati (3). Méjme ze Py, 4 C Py,
01(®, 4) =0.T.zn.x e 4, tedy f(x) € {(4) C f(A), tudiZ g,[f(a), f(4)] =0,
a proto je f podle (2) spojité.

Véta 1,2. Nech? f je zobrazent prostoru P, do P,. Je-li f stejnomérné
spojité, pak je cauchyovsky spojité; je-li f cauchyovsky spojité, pak je spo-
jité.

Dukaz: 1. Necht f je stejnosmérné spojité, {x,} cauchyovskéd po-
sloupnost v P;. K ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze z € Py, y € Py, 0,(2, )<
< 8= g,[f(x), f(y)] < e. K tomuto 6 > 0 existuje index p tak, Ze
m>p, n>p=>0(Ty T,) <06, & proto pyff(x,), f(x,)] < &. Tedy
{f(x,)} je cauchyovskd posloupnost v P,.

2. Necht f je cauchyovsky spojité zobrazeni. Necht pron =1, 2, ...
jest z, € Py, x, — x € P,. Utvofme posloupnost {2,, z, ,, z, 25, , ..}; ta
je cauchyovska. Proto i {f(z,), f(z), f(x,), f(%), ...} je cauchyovskd. TudfZ
k &£ > 0 existuje index p takovy, Ze n > p => gy[f(x,), f(x)] < &, &ili
f(x,) — f(x) a f je podle véty 1,1 (1) spojité.

V dal3im uvedeme urdité nutnéa postadujici podminky, aby dané
zobrazend f P, do P, bylo na P, stejnomérné spojité. Za tim tigelem si nej-
prve dokéZeme tuto pomocnou vétu:

Véta 1,3. Necht {x,} je posloupnost v prostoru P. Necht z ni nelze
~ vybrat cauchyovskou posloupnost. Potom existuje f > 0 a vybrand posloup-
nost {xy, } takovd, Ze m + n = g(xx , z,) > p.

Dukaz: Predpoklddejme, Ze z {z,} nelze vybrat takovou posloup-
nost {z;, } pro 24dné f > 0 a dokdZeme, Ze pak lze z posloupnosti {z,}
vybrat posloupnost cauchyovskou.

Nejditive dokdZeme, Ze k libovolnému f > 0 existuje index ¢ tak, Ze
pro nekonednd mnoho 7 plati o(z;, z,) < f. Kdyby totiz ke kazdému ¢
existovalo jen konetn& mnoho takovych #, mohli bychom volit z,, = =,
a k nému n, > 1 tak, Ze g(z,,, z,,) > f.. ‘

Déle bychom mohli najit 7y > n, tak, aby platilo

0@, Tay) > Pro j =1,2 |
obecng bychom k bodtm z,, z,,, ..., Zn,, mohli najit n,4, > n; tak, aby /

platilo )

0(®ny Zp, ) > B pro i=L2 ..,k
Pro takto utvofenou posloupnost {z, }%., by pak platila implikace
k # h = o(,,, ,,) > B, cox by odporovalo nafemu ptedpokladu o po-
sloupnosti {z,}. ' :
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Zqajména tedy (pro § = ) existuje index ¢ tak, Ze pro nekonedné
mnoho n plati o(z,, z,) < §. Ex1stu]e tedy. téz posloupnost {z,}> vy~

brané z {z,} tak, Ze plati
ko> iy, 0@, 2 ) S 4 pron=1,2,.... 1)

" Oznadme z;,, =z’ (n = 1, 2, ...). Z posloupnosti {x:}’} oviem zase
. melze pro Z4dné B > 0 vybrat posloupnost {})} tak, aby pro m + n
bylo o(zf), ) > f; opét tedy k libovolnému g > 0 existuje index ¢
tak, Ze plati pro nekoneéné mnoho z g(z, ') < B.

Volime-li nynf 8 = }, existuje index j, tak, Ze pro nekoneéné mnoho
n plati o=, ) < 1. Polozfme-li kj, = i, neboli z{) =z, vidime,
Ze plati pro nekonednd mnoho n g(x,, z,) < $. Podle (1) je ¢ > 4y,
o(x,, z,) < 4. Tak postupujeme ddle: k bodim z,,z,, . ,xm vidy

najdeme bod 2, tak, Ze platf i, <4 . ,o(z; 1< < a Ze pro

'm+1 om

nekonednd mnoho # je o(z; . ,%,) < s—— . Vidime, Ze pro n > m je

m+1 2m+1

({7 ”i,.) < o(@s,, xtmﬂ_) + ...+ Q(x‘n—l’ zq ) <
1 1 1 1
:;'E;'+'§;:E'h...+-§;<<'§;:3.

To viak znadf, Ze posloupnost {=:,} je cauchyovska.

V&ta 1,4. Zobrazent f prostoru P, do P, je stejnomérné spojité, kdyf
a jen kdyZ platt jedna z téchto podmimk

1) Zp, Yn € Pl 01(Zn; Yn) =0 = 92[/ %,), {(¥a)] =0,
2) ACP,, BC Py, 0,(4, B) = 0 =>g,[f(4), f(B)] =0,
3) CC Py, DC Py 04(C, D) > 0= g![f'l(O), f~¥D)] > 0.

Dikaz: 1) Viz Cech: BM, str. 49.
2) Dok4%eme ekvxva.lencl podminek 1) a 2).

a) 1) = 2)
Necht 4 C P,, BC P,, 0,(4, B) = 0. Tedy inf[g,(z, )] = 0.
Ted

yeB
Pro n=1,2,3,... existujfi tudf body z,eAd, y,eB tak, %e

01(Tns Yn) <% b j. 01(%ny Yu) = 0; odtud g,[f(z,), f(y.,)] -0,
f(xa) € f(4), Hya) € {(B). Tedy vekutku g,[f(4), {(B)] =
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b) 2)=1):
Stadf dovést ke sporu predpoklad, %e 1) neplati a 2) plati. Necht
tedy existuji posloupnosti {x,}, {y,} bodi z P, takové, Ze 0,(Zs, y,) — 0,

ale neplati g;[f(a), f(¥)] — 0. Lze proto Vybrat z {0a[f(*n); f(¥a)1} po-
sloupnost tak, Ze vSechny &leny jsou v&tSi neZ urdité kladné é&fslo. Lze
tudiZ rovnou pfedpoklddat, Ze g,[f(z,), f(¥n)] > & > 0 pro véechna n.
Nyni mdme dva piipady.

(A) Necht asponi z jedné zposloupnosti {f(x,)}, {{(¥.)} lze vybrat
cauchyovskou posloupnost. Pfedpoklddejme, Ze je to {f(z,)}; tu vybra-
nou posloupnost ozna¥me {f(x;,)}. Lze ji vybrat tak, aby pro viechna

pfirozend m, n platilo

oulf(i,)s f@e,)] < =.

2
Potom jest pro vSechna m,n
oulf(@e,): fye)) > 3,
nebof z
0alf(er,)s o1 < 5,
0alf(®x,,), f(2r,)] < %
plyne

Oalf(zr), f(Yr,)] < o,
coZ neplati.

Budi% 4 mno¥ina viech z; , B mnoZina viech Y,
Plati (s, ¥x,) = 0, &ili ¢,(4, B) = 0, aviak v désledku

ealf(xx, ), Hur,)] > g-
jest

eilf(4), f(B)] 2 <,
co je spor. -

(B) Necht aniz {{(%,)} ani z {f(¥a)}, nelze vybrat cauchyovskou po-
sloupnost. Potom podle vity 1,3 lze z {f(x,)} vybrat {f(z, )} tak, fe
m % n=> oq[f(zs, ), f(*x,)] > fy > 0. Nynf z {f(ys,)} také ovier nelze
vybrat cauchyovskou posloupnost. Tedy existuje ﬂ, > 0 a posloupnost
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{f(yn)} vybrané z {{(y: )} tak, %o m % n=> 0,[f(y,,), f(y)] > f; > 0. Pak
tedy je - - ' '
m & n=>gy[f(z,,), f(@n)] > f >0,
' m % n=> oy[f(y,), f(y,)] > B > 0,
kde f = min(f,, f,)-
" Odtud snadno plyne: _ :
(1) ke kaZdému indexu k existuje nejvys jedno = tak, Ze g,[f(z;),
Hy)1 < 38,
(2) ke ka¥dému indexu k existuje nejvy¥ jedno n tak, e g,[f(v),
fa)1 < 6. ' :
Definujme rekurentnd posloupnost {y; }:
Polotme y; = yik. Budi¥ k =1, 2, 3, ... Mdjme uz y;k. Pak v di-
sledku (1) existuje y;, , € (Y}, i < fx+y, tak, Ze

ealf(@}), f(¥,.,,)] > 4B pro véechna j =1,2, ..., i 3)
Méme tak posloupnost {y;,} vybranou z {y,}.
Potom plati podle (3)

i < k= ilf(=y), fy:,)1 > 3B , 4)
Polozme x; = 3, Y, = Y. Podle (4) plat{
7 < k= glf(z}), {(y)] > 3B 4)
a ke kaZdému % existuje podle (2) nejvys jedno n tak, %e '
0lf(ys), ()] < 48 (6)

Polofme nyn{ z; - z;. Budiz k = 1, 2, 3, ...; mdjme u definovéno z7 .
Pak podle (6) existuje bod =7y, . € {zp}, 1 < ¥+y, tak, e
Qi[f(y;)’ f(w:k.n)] > ‘Lﬂ pro 7 =12, ..., ik- (7)
Méme tak posloupnost {«%,} vybranou z {z;}. Utvofme {y7 } vybranou
z {y5}. Potom je podle (7)
j < k = QB[I(y:j)’ f(x';k)] > *ﬂ’

podle (5) _ L (8)
§ < k=g5lf(y%), [(x3)] > 4B.

Konedns je, jak vime, pro vSechna & -
ealf(2%,), f(¥%)] > & 9)
- Nyni mno¥inu véech z§, pro k =1, 2, ... oznadme 4, mnotinu viech y,
prok =1,2,... oznadme B. :
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Jost 4 C P, BC Py e(4, B) =0, nebot g(%, y') 0. Aviak
0af(4), f(B)] = min(x, $8) >0 podle (8) & (9) a to je spor. Tedy
1) < 2).

3) Prednd plati 2) = 3):

Méjme

M C P,, NCP;, 0(M,N) >0, f~YM) =4, f~(N) =
Kdyby ¢4(4, B) = 0, pak z 2) plyne o,(M, N) = 0 to je spor. Nyni do-
kireme, e 3)=>2). Necht 4 CP,, BCP, ¢4, B)=0. Kdyby
@:[f(4), {(B)] > 0, potom by podle 3) bylo
eulf~2(f(4)), F~Hf(B)] > 0, f- l(f(A))DA 173(f(®)) D B,

tedy také ,(4, B) > 0, coZ jespor. Tedy g,[f(4), f(B)] =0a v&ta je doké-
zdna. .

Polozme si nyni otdzku, jaky musi byt prostor Pl, aby kazdé zobra-
zen{ prostoru P, do libovolného prostoru P, bylo spojité (resp. cauchyov-
sky spojité, resp. ste]nomérné spojité). Odpovéd ddvaji ndsledujfcf t¥i
véty.

Véta 1,5. Katdé zobrazeni f prostoru P, do libovolného metrického pro-
storu Py je spojité, kdy% a jen kdy% md P, jednu z téchto ekvivalentnich
vlastnosti:

(1) ze Py, ACP,, 01(z, 4) =0=>z€ 4,

(2) P, je isolovany*) prostor.

Dukaz: Necht plati (1).

Budiz f zobrazeni P; do P,. Nechf z € Py, A C Py, g,(, 4) = 0. Pak
z € A, tedy f(x) € f(A) a proto g,[f(z), f(4)] = 0. Tedy f je spojité podle
véty 1,1 (2).

Obrécend necht existuje ze P;, A C Py, 0,(z, A) =0, znon ¢ 4.
Pak za P, vezméme mnoZinu {1} 4 {2}, 0,(1, 2) = 1 a definujme f pfed-
pisem f(z) = 1, ye Py, y + v=>f(y) = 2. Pak f(4) = {2}, f(z) =1 &
tedy o,[f(z), f(4)] = 1, coZ podle 1,1 (2) znadi, Ze f neni spojité.

Snadno se nahlédne, Ze podminky (1) a (2) jsou ekvivalentni.

Véta 1,6. Katdé zobrazent f prostoru P, do libovolného metrického
prostoru P, je cauchyovsky spojité, kdy% a jen kdyZ ke kaZdé cauchyovské
poslcmpnostz {z,} v P, existuje index p takovy, e n > p =z, = =,,.

Ditkaz: Necht podminka plati. BudiZ f zobrazeni P, do P,. Nechf
{z,} je cauchyovsk4 posloupnost' v P;. Pak existuje p ta.k Ze n > p=

- =2, =z, 0dtud pro {f(x,)} plati: » > p = f(z,) => f(z,), tedy {f(x,)}
je ca.uchyovské. — Nechf obrécend v P, existuje cauchyovské posloup-

*) Definice: Necht P je metricky prostér Pravime, %e bod = ¢ P jo tsolovany
v P, existuje-li § > 0tak,fey e P,y % z =>p(z,y) > 4. Je- lxkaidybodprostorul’
isolovany, ¥ikéme, ¥e P je tsolovany prostor. ]
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nost {#a}, pro ni# podminka neplati. Pak z nf lze vybrat prostou
cauchyovskou posloupnost {2;,}. Nyniza P, vezméme mnoZinu {1} + {2},
04(1, 2) = 1, a definujme na P, f takto: '

n liché => f(z,) =1,

n sudé = f(z,) = 2.
Pak {f(x,)} zfejm& nenf cauchyovské a tudiZ f neni na P; cauchyovsky
spojité. :

Véta 1,7. Ka%dé zobrazent f prostoru P, do libovolného metrického
prostoru P, je stejnomérné spojité, kdyt a jen kdyZ md P, jednu z téchto
ekvivalentnich viastnostt:

(1) ACP,, BCP,, 0,(4,B)=0=>4.B + ¢,

(2) existuje x > Otak,2ex e Py, ye P,z % y=> (2, y) = &.

Dikaz: Necht plati (1). BudiZ f zobrazeni P, do P,. Necht 4 C P,,
BC P;, 0,(4, B) =0. Pak existuje ze 4. B. Odtud f(z) € f(4) . f(B),
tedy galf(4), f(B)] = 0af je podle véty 1,4; 2) stejnom&rné spojité. Necht
naopak existujf 4 C P;, BCP,, g,(4,B) =0, A.B =0, Polozme
P, = {1} + {2}, 04(1, 2) =1 a definujme { takto:

ze Py, xnone 4 = f(z) =1,

zePy, xe A = f(z) = 2.
Pak f(4) = {2}, /(B) = {1}, 0,[f(4), /(B)] =1, a proto podle 14; 2)
neni f stejnomérné spojité. Tim je dokdzdno, je podminka (1) je pro
platnost tvrzeni nutné a postatujici. Nyni dokdZeme, 7e podminky (1)
a (2) jsou ekvivalentni. ’

Ziejmé (2) = (1). Necht neplati (2). Pak ke kaZdému » existuji
1 ’
v P, body z, * y, tak, Ze g,(2,, ¥n) < n’ Ty % Ym pro n + m. MnoZinu
téchto z, (resp. y,) oznadme A (resp. B). Jest g,(4, B) =0, aviak
A . B = §, co% odporuje (1).
Tedy (1) <= (2).
P#iklady. 1. Necht prostor P; je mno#ina &isel ’—lz, kde n=1,2,38,..., vno-

fend do E, s oby&ejnou metrikou. Pak fa2dé zobrazeni f prostoru P; do libovolného
P, jo na P, spojité, ale existuje na P, zobrazeni, které neni cauchyovsky spojité. To
plyne z toho, fe P; m4 vlastnost (2) z véty 1,5, nemé viak vlastnost (1) z véty 1,6,

nebot v ném existuje cauchyovské posloupnost {z,}, z, = i, které je prosté.
2. Necht P, je mnotina bodi (n; 0), (n; %), kden =1, 2, 3/..., vnofens do E,
8 obvyklou metrikou. Pak kafdé zobrazeni f na P, je cauchyovsky spojité, avéak na

P, existuje zobrazeni, jez nenf stejnomérné spojité. To plyne z toho, te P, spliuje
podminku (1) véty 1,6 (nebot Z4dné prosté posloupnost v P, nenf cauchyovska4),.
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nespliiuje viak podminku (1) véty 1,7, protofe pro A= E [z= (n,0)] a B =

Tyel’y

=u1§)‘[ = (n %)] jest g,(4, B) = 9, A.B=0.

Véta 1,8. M&me metrické prostory Pi(o,), Py(0,), Ps(0s). Necht f
je spojité (cauchyovsky spojité, stejnomérné spojité) zobrazent P; na P, a g
spojité (cauchyovsky spojité, stejnomérné spojité) zobrazent Ps na P,. Pak
zobrazent @ prostoru Py na Py, kde x € Py => p(x) = g[f(x)], je na P 8po-
jité (cauchyovsky spojité, stejnomérné spojité).

Dikaz: Necht f a g jsou spojitd. Zvolme = € Py, ¢ > 0. K ¢ existuje
6; > 0 tak, Ze
Yy € Py, g3y, f(%)] < 6, = 059 (y), 9lf(2)]] < e. 1)
K 6, > 0 existuje 6, > 0 tak, Ze
ze Py, 01(2, 2) < 8, = 0,lf(2), H(2)] < 6. /
Odtud z (1) plyne z € Py, 04(%, 2) < 8, = p5[p(z), p(2)] < &. Tedy g je spo-
jité. Podobné pro cauchyovskou a stejnomérnou spojitost.

. Definice 1,2. Necht {f,} je posloupnost zobrazeni prostoru P, do
prostoru P,, f zobrazeni Py do P,. Pravime, %e posloupnost {f,} konver-
guje na P stejnomérné k f, kdyZ ke kaZdému ¢ > 0 existuje index n, tak,
fe n > ngy, € Py => g,[fu(2), f(x)] < e. f je limita posloupnosti {f,}.

= V&ta1,9. Necht P,, P, jsou metrické prostory. Limita na P, stejno-

mérné konvergenini posloupnosti {f,} na P, spojitych (cauchyovsky spo-
jitych, stejnomérné spojitych) zobrazent f, prostoru P, do P, je na P, spo-
jité (cauchyovsky spojité, stejnomérné spojité) zobrazent f prostoru P,
do P,.

Dikaz: a) Necht f, jsou spojitd. Zvolme y € P, a ¢ > 0. Plati
z € Py = y[f(2), f(%)] < 0alf(%), fal@)] + 03lfn(®), faly)] +

+ ealfa(®), f(®)]. (1)
K }e > 0 existuje index n, tak, Ze :
zePy, n>n = 0alfn(®), f(@)] < }e. ) (2)

Zvolme index ny > n,. ProtoZe f,, je na P, spojité, existuje é > 0
tak, ze
z e Py, py(2, y) < 6= 0alfus(®), fa(¥)] < 3. (3)
Nyniz (1), (2) a (3) plyne: k ¢ > 0 existuje § > 0 tak,Zez € P, g,(z, y) <
< 8= g,[f(x), {()] < &. Tedy f je na P, spojité.
b) Necht f, jsou cauchyovsky spojitd. Necht {z,} je cauchyovské.
posloupnost v P,;. Plat{

ealf(@x), f(23)] S 0glf(h)s Fn(@K)] + 0glfu(@e), fal®)] +
+ 0alfn(a); flz)]. 4)
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Budi¥ & > 0. Pak existuje index », tak, %e
z € Py, n > ny => 04[fu(), f(2)] < de. \ (6)

Zvolme index n, > n,. ProtoZe f,, je na P, cauchyovsky spojité, {z,} v P1
cauchyovska, je {fn,(xx)}2.; cauchyovskd v P,, co¥ zna¥f, %e k 3¢ >0
exigtuje index k, tak, Ze

k> ko, b > ko= galfn(®e)s fus(@a)] < 3e. (6)

Podle (4), (5), (6) existuje ke kazdému & > 0 index p tak, %e ¥ > P,
h > p = g,[f(z1), f(zx)] < &. Tedy f je na P, cauchyovsky spojité.

¢) Stejnom¥rné spojitost se dokdze obdobnd,

Definice 1,3. Metricky prostor P se nazyvéd kompakini, jestlize
z ka?dé posloupnosti {#,} bodii z P lze vybrat posloupnost konver-
gentni.

Definice 1,4. Metricky prostor P se nazyvéd omezeny, existuje-li
bod z € P a &islo K > 0 tak, Ze y e P => g(z, y) < K.

Véta 1,10. Kompakint prostor je omezeny.

Dikaz: Viz Cech: BM, str. 103.

Véta 1,11. Mé&me euklidovsky k-rozmérny prostor E, s obvyklou
metrikou (k pFirozené &slo). Prostor § & M C E, vnofeny do E, je kom-
pakini, kdyZ a jen kdyz je M omezend uzavfend mnofina v Ej.

Dikaz: Viz Cech: BM, str. 105.

Véta 1,12. Necht P,, P, jsou metrické prostory, P, kompaktnt. Necht
f je zobrazent P, do P,, spojité na P,. Pak f je na P, stejnomérné spojité.

Dikaz: Viz Cech: BM, str. 107.

Poznédmka: Podminka o kompaktnosti P, z véty 1,12 neni nutn4:
budi% prostor P, mno#ina &sel n = 1, 2, 3, ..., vnofend do E; s obvyklou
metrikou. P, neni zfejmé kompaktni, ale kazdé spojité zobrazeni je na P,
stejnomérnd spojité (viz vétu 1,7).

Véta 1,13. Necht P,, P, jsou metrické prostory, P, kompakint. Necht f
je zobrazent P; na P,, spojité na P,. Potom P, je kompakini.

Dikaz: Viz Cech: BM, str. 107.

Véta 1,14. Necht Py, P, jsou metrické prostory, P, kompaktnt. Necht f
je prosté zobrazeni P, na P,, spojité na P,. Pak zobrazent f~1 prostoru P,
na P, je na Py spojité, t. j. zobrazent f je homeomorfnt.*)

Diikaz: Viz Cech: BM, str. 108,

*) Definice: Kdy% / je prosté spojité zobrazeni P na Q & kdy% také inversni
gobrazeni /-1 je spojité, pak pravime, ¥e f je homeomorfnt zobrazeni prostoru P na ,
prostor Q. ’ . .
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V&ta 1,15. Necht Py, P, jsou metrické prostory, P, 1iplny.*) Necht f je
zobrazent P, do P,, spojité na Py. Pak f je na Py cauchyovsky spojité.

Dtkaz: Necht {z,} je cauchyovské posloupnost v P;. Pak x, —
—z ¢ P, = f(z,) — f(z) € Py = {f(,)} je cauchyovskd v P,.

Véta 1,16. Necht Py, P,, jsou metrické prostory, P, uplny. Necht
zobrazent f mnoiny Q £ 0, Q@ C P, do P, je stejnomérné spojité (resp.
" cauchyovsky spojité) na Q. Pak existuje prdvé jedno stejmomérné (resp.
cauchyovsky) spojité zobrazent F uzdvéru Q do Py takové, Ze x € @ = f(z) =
= F(x).

Diikaz: 1. Nechf f je na @ cauchyovsky spojité. Pfedné dokdZeme,
%e zmin&né zobrazeni F je nejvys jedno.

Necht Ze Q — Q. Pak emstu]e posloupnost {z,}, z,€Q, z, >Z.
{x,} je cauchyovsk4, tedy {f(z,)} je cauchyovské, a protoZe P, je uplny,
jest f(x,) > a e P, Je-li {y,} jind takovd posloupnost, y, €@, y,—> 2%
a f(y,) > be P, pak a = b, jak snadno dokdZeme.

Utvofme toti% posloupnost {z,} = {zy, ¥1, %3, Yz, ¥z Y3, ---}» Zop—g =
=% 204 =Yr... k=1,2,3,... {z,} je zfejmd cauchyovské. Proto
{f(z,)} je cauchyovské a proto

Qz[f(‘”n), f(yn)] — 0.
ProtoZe f(y,) — b, jest

ez[f(xﬂ)’ b] é Qz[/(xn)’ f(yn)] + Qz[f(?ﬁu): b] -0
a tudiZ f(z,) — b. Proto¥e viak f(z,) —a, je a = b.

Mé-li F byt na Q cauchyovsky spojité, pak musi byt z, — % e @ —
—Q, v, € Q= F(z,) = f(x,) > F(x) = a.

ProtoZe a e P, nezévis{ na volb& konvergentni posloupnosti {z,},
z, — T, jest F ne]vyée jedno a musime je tedy definovat takto

zeqQ, Ty —> T, T,€Q = F(z) —hmf (x)-
Potom ziejmé x € Q = F(x) = f(x).
Zbyvé dokézat, %e F je na Q cauchyovsky spojité.

Mgéjme ‘cauchyovskou posloupnost {*z}_,, ¥z € Q. Méme dokézat, ie
{F(kx)}5_, je cauchyovskd. Ke kaZdému *z existuje posloupnost

{*x,}2_1, *x, € Q, lim ¥z, = *z a jest hmf kx,) = F(*z).
n—>w
’ : 1
Budiz £ =1,2,3,... K &islu 7> 0 existuje index 3, tak, %e sou-

dasné

*) Definice: Pravime, e P je #piny prostor, kdyZ katd4 cauchyovsk4 posloup-
nost bodu z P je konvergentni v P.
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1 1
Ql(kxik’ 2) <+, 92[f(kxtk): F(k)] < % 1)

Nechf 7, zna¥i prvn{ zindext této vlastnosti. Dostévéme tak posloupnost
{"x,k},f_l z Q. DokéZeme nynf, Ze tato posloupnost jest cauchyovska.
Zvolme &> 0. K }¢ > 0 existuje index H tak, %e k> H,l > H =
1
= o,(*z, ) < ¢, k & > 0 existuje ptirozené &islo K tak, Ze I
Oznatme N = max(H, K).
Potom pro v8echna & > N, [ > ¥ jest
ou(*xy, xy) < 01z, ") + o4(*x, '2) + 01(*x, ', J)<i}etietie=e
Nyni ukéfeme, Ze {F(*z)};., je cauchyovskd. Necht je ddno &> 0.

Protoze {"xik}‘,’f_l je cauchyovska, je i {f(*z;)};_, cauchyovskd a tudiz
k }e > 0 existuje index n, tak, Ze &k > ny, I > ng=-05[f(*x;)), f(*z;)] < %e.

< }e.

Dsle k }& > 0 existuje prirozené &islo K tak, Ze %{ < }e.

Polozme N, = max(n,, K).
Pak pro vSechna k& > Ny, I > N jest (viz (1))
0l F(*2), F(2)] < oo F(*a), f(*;)] + oalf(*es,), f(i )] +
+ oolf('x;), F('2)] < }e + 3e + de =

Tedy F je na @ cauchyovsky spojité.

2. Necht f je na @ stejnomérns spojité. Pak je na @ také cauchyovsky
spojité a lze tedy podle 1 uréit zobrazeni F' cauchyovsky spojité na @,
pro né&% plati « € @ => F(z) = f(x).

Méme nyni ukdzat, Ze toto F je na Q stejnomérné spopté
BudiZ £ > 0. K ¢ > 0 urdime = d(¢) > 0 tak, Ze

re@, ye@, o,(x, y) < d=p,)[f(x), [(¥)] < }e.

Nechf z ¢ Q, ye(Z o(z, y) < 6.

Nechf z, > 2, Yp—>Y, 2,€Q, Y,eQ. Pak o,(z,, y,) = 01(2, ¥),
nebof z trojihelnikové nerovnosti plyne

o1z, y). — 04(%; ) — 01(¥> Yn) é 01(%ns Yn) é 01(, z,) +
+ 01(, ¥) + 01(Y ¥n)
a pfechodem k limité dostaneme
limQJ.(xm yn) = Ql(x’ y) <.

fn—>0
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/

Tedy existuje index n, tak, Ze

) n > 79 = Q1an, yn) < 6 = Qz[f(xn): f(yn)] < %6'
Protoze f(x,) - F(x), existuje n, tak, Ze

n > ny = guff(xn), F2)] < de.
Protoze f(¥.) — F(y), existuje n, tak, ze
n > ng => 0[f(ya), Fy)] < ie.

Polozme N = max(n,, n,, n,). Potom

+ 03lf(n), F(y)] < 3¢ + 3e + §e =&
Poznédmka: Pfedpoklad, Ze f je asponl cauchyovsky spojité na
Q, je nutny. Necht P,'= P, = E, s obvyklou metrikou. Necht @ =
=E[1 < 2 < 2, zraciondln{]. f definujme takto: x € @, z < V2 = f(z)=

zeP,
=1,zeQ, 2> ]/2 = f(x) = 2. Funkce f jena @ spojitd, zfejmé viak
neexistuje funkce F spojitd na @ = (1, 2) takové, Ze z e Q = f(x) =
= F(z).

Je-li zobrazen{ f z véty 1,16 pouze spojité na @, lze — jak se snadno
nahlédne — tvrdit jen toto: existuje nejvys jedno spojité zobrazeni F
uzévéru Q do P, takové, e x e @ = f(x) = F(x).

Véta 1,17. Zobrazent f prostoru P, do P, je na P, cauchyovsky spo-
y@té kdy% a jen kdyZ existuje spo;zte’ zobrazent F prostoru P do P o *) takové,
%e x € P; = f(x) = F(=x).

Dikaz: Necht f je na P, cauchyovsky spojité. ProtoZe Pl_je uza-
vérem P, (v prostoru 131) existuje podle’ 1,16 (prévé jedno cauchyovsky)
spojité zobrazeni F P do P takové, Ze pro x € P; pla,ti F(z) = f(z).

Necht naopak f 1ze roz8ifit na spojité zobrazeni F P, do P, Pak F je
podle 1,13 cauchyovsky spojité a tudiz f je rovnéz eauchyovsky spojité
zobrazeni P, do P,.

Definice 1,5. Metricky prostor P se nazyvd souvisly, ma-li tuto
vlastnost: 8 + ACP,9 + BCP, A4+ B=P=A4.B £+ 0.
Véta 1,18. Prostor P vnofeny do E, s obvyklou metrikou je souvisly,

Iodyz ajen kdyi P je interval nebo 7ednobodova, mnofina nebo prézdnd mno-
Zina.

*) Pr(l)stor 1;"1 se nagzyvé piny obal prosﬁoru P,. Plati pronsdj 1. P C P,2.Pj je

tiplny, 3. P = P. Viz Cech: BM, str. 83. Plati vita, %e ka.idy prostor mé tplny obal.
Viz Cech: BM, str. 84.
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Dikaz: Prézdné a jednobodové mno¥ina jsou souvislé. Souvislost
intervalu J dokéZeme sporem. Necht tedy J neni souvisly. Pak existujf

vJ mnoliny 0+ A4, 0+B, A+ B=J, A.B=0 (kde prubem je
oznaden uz4vér vJ). Tedy A = A, B=B, B=J — 4. Necht aeJ.
Ze symetrie 1ze pfedpoklddat, Ze a € 4. Pak plati, Ze mnoziny B. E[z < 4],
B . E [z > a] nejsou soudasné& obs prézdné. Necht tiebg B . E [z < a] +
% 0. Oznadme )

: b =sup(B.E [z < a]). (1)
Takové b e E; existuje a b < a. ProtoZe B . E [z < a] je uzaviend v J
a zfejmd be J, ]est be B. B je viak v J oteviens. Existuje tudiz 0 <
<e<a—btak,Zeb<z<b+te< a:>xeB/Protytobodyx je pak
zeB. E [z < a] a soudasnd b < , coZ je spor 8 (1). Obdobné se pfivede

ke sporu pi"edpoklad e B.E[x > a] + 0.

Necht P # 0 je souvisly a P neni jednobodové mnoZina ani interval.
Pak existuji ae P, be P, a <b, a <c <b, cnoneP. Oznadme A =

——E[x<c],b_E[:c<c] Potom 9 + ACP, 9+ BCP, A+ B=
zeP

= P, aviak 4 . B = §. Tedy P nenfi souvisly.

Véta 1,19. Metricky prostor P, je souvisly, kdyZ a jen kdy% je pri
kakdém .3poyzte’m zobrazend f prostoru P, do libovolného metrického prostoru
P, mnofina f(P;) souvisld.

Dikaz: 1. Necht P, je souvisly. Bud f spojité zobrazeni P, do P,.
Necht @ + O C f(Py), 9 + D.Cf(P,), O 1+ D = (P,). Polo¥me f- YC) =
= A4, {~Y(D) = B, kde C a D jsou uzévéry mnozin C, D v prostoru f(P,).
Podle véty 1,1 (4) jsou A4, B uzavien$, tedy, protoZe P, je souvisly, plati

AB #* 9, tedy téz 0D #+ 9. Tim je dokézdno, ze prostor f(P,) je souvisly.

2. Nechf P, neni souvisly. Pak existuji 9 + ACP,, 9 & BC P,,
A+B=P,A.B=9.Protote AC A, BC B, A.B =, plyne odtud
A=A4,B=B8. Zvolme nyn{ P, = E, s obvyklou metrikou a definujme
zobrazen{ f prostoru P; do P, takto: v e 4 = f(x) =1, x € B = f(z) = 2.
f je z¥ejms na P, spojité, ale f(P;) = {1} + {2} nenisouvisly prostor.

Véta 1,20. Necht f je prosté zobrazent prostoru Py na prostor P,, f e
homeomorfni, kdyZ a jen kdy% platt 7edna z ekvivalentnich podminek:

(1) 4 C P, uzavfend v P, <> f(A) uzaviend v P,.

(2) 4 C P, ={(4) = f(4).
Dikaz plyne z véty 1,1 (5) a (3).
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2. Spojité, cauchyovsky spojité, stejnomé&rné& spojité funkce
v metrickych prostorech.

Definice 2,1. Necht P je metricky prostor. Zobrazeni f prostoru
P do prostoru E, (s obvyklou metrikou) nazveme funkct na prostoru P.

Definice 2,2. Necht P je metricky prostor, f, ¢ dvé funkce na P.
Potom & = f 4 g (resp. k = f . g) zna¥i funkei na P takto definovanou:
x e P = h(zx) = f(x) + g(x) (resp. x € P = k(z) = f(x) . g(x)). h (resp. k)
nazyvdme soucet (resp. soudin) fuukef f a g.

Definice 2,3. Necht f je funkce na metrickém prostoru P. Pra-
vime, Ze f je omezend, existuje-li &slo K takové, e z e P = [f(z)| < K.
f je spojitd funkce (cauchyovsky spojitd, stejnomérné spojitd), je-li zobrazeni
f spojité (cauchyovsky spojité, stejnomérné spojité).

Véta 2,1. Necht funkce f,g jsou na metrickém prostoru P spojité
(cauchyovsky, stejnomérné spojité). Pak funkce f + g je na P rovné% spojitd
(cauchyovsky, stejnomérné spojitd). '

Dukaz: Budiz ¢ > 0, xe P. K {& > 0 existuji 6, > 0, J, > 0 tak,
%e pro libovolné y e P plati g(x, y) < 6, =>|f(x) — f(y)| < }¢ a pro libo-
volné y e P plati o(x, y) < &, = |g(x) —9(y)| < $e.

Polozme :

é = min(d,, 6,) > 0.
Pak pro libovolné

yeP, oz, y) < =|[f() + g@)] —[f(y) +9W)]] <e.

Podobné pro cauchyovskou a stejnomérnou spojitost.

Véta 2,2. Necht funkre f,g jsou nma metrickém prostoru P spojité
(cauchyovsky spojité). Pak funkce f . g je na P rovnéZ spojitd (cauchyovsky
spojitd).

Dikaz: 1. Zvolme £¢>0 a bod zeP; dile zvolme K >
> max(|f(z)|, |g(x)|). Ze spojitosti funkef f, g v bod¥ z plyne, Ze existuje
6 > 0 tak, Ze proka’déy e P, pronéi je o(z, y) < 4, platizdroven

li@) — 1) <5+ lo@) —g)] < 5> @)l < K.
Plati tedy implikace

yeP, oz, y) < d=>|f().g9(x) —f(y) . 90)| <
< @) - lgl®) —g@)| + l9@)] - |f2) — 1) <e.
Tedy f . g je na P spojit4. _ '

2. Diikaz pro cauchyovskou spojitost je obdobny (uZije se tu toho,
%e cauchyovské posloupnost je ohranifend).
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Vé&ta 2,3. Necht funkce f, g jsou na metrickém prostoru P stejnomérné
8pojité a omezené. Pak funkce f . g je na P rovnét stejnomérné spojitd a ome-
zend.

Dikaz: Zvolme K tak, aby pro kaZdé z e P platilo |f(z)| < K,
Ig(x)[ < K. Dali postup je stejny jako pti dukazu véty 2,2.

Poznédmka 1. Je-li nékters z funkef £, g z véty 2,3 neomezend, pak
f . g nemusi jiz byt na P stejnomé&rn& spojitd: Necht prostor P je mnoZina

bodi (n, 0), (n, 1) kden =1,2,3, ..., vnofend do E, s obvyklou metri-

n ’
kou. Na P definujme funkci f a ¢ predpisy

f(n, 0) = n, f(n:}i):n'i"l;,

1 1

Snadno se presvéd&ime, Ze f je stejnosmérnd spojitd, g omezend a stejno-
smérné spojitd. PoloZme h =f . g.
Vidime, Ze
0)=0, % ( 1) 1 !
h(n,0) =0, no| = +;5.
Tedy kb nenina P stejnomérné spojité.

Véta 2,4. Necht f je spojzjta', funkce na metrickém prostoru P. Necht
zeP=f(x) £ 0. Pak funkce jl (definovand vztahem x e P :>; () =

) ,
= }(Tc)) je na P spojitd.

Diikaz: Zvolme x e P a £ > 0. Necht |f(z)| > « > 0. Pak existuje
4, > 0 takové, fe y e P, o(z, y) < 6, = |f(y)| > .

K ¢.0?> 0 existuje d, > 0 tak, %e ye P, go(z, y) < 8, = |f(x) —
— f(y)] < & .02 Polofme 8 = min(d,, 6,). Potom

1 1| e —fe)] _ e.ar _
o fo|~ fofw] = & ~°

Véta 2,5. Necht | je cauchyovsky (stejnomérné) spojitd funkce na P.

yeP, ox,y) <d=>

Necht z € P = |f(z)] > x > 0. Pak funkce?l je na P cauchyovsky (stejno-
mérné) spojitd. '

Dikaz: je obdobny dikazu véty 2,4.
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Véta 2,6. Funkce f na metrickém prostoru P je spojitd, kdyZ a jen
kdy% splituje jednu z ndsledujicich ekvivalentnich podminek:

1) ¢ € E, = mnoZiny E [f(z) > c], E [f(z) < c]jsou otevFené v P.
zeP zeP ‘
2) ce E; = mmnotiny E [f(z) > cl, E [f(x) < c] jsou uzaviené v P.
zeP zeP

L d

Diikaz: 1) viz Cech: BM, str. 47.
2) plyne snadno z 1).

V dal$im u¥ijeme s vyhodou funkce ¢4, p takto defmované Necht P je
metricky prostor, 4, B dvé neprdzdné mnoziny uzavienév P, 4 . B = §.
Pak
oz, 4)
2eP = 9000 = 05 4) + o B) - g
Snadno se nahlédne, e pro @4, g plati tyto vztahy:

(a) 0< @ua,8(r) < 1 pro kazdé z e P,}

(b) ¢a,Bx) =0<>z€4d,
(c) pa,B(x) =1<=>xeB.

@)

Véta 2,7. 1) Zminénd funkce @4, je na oboru P spojitd.

2) @a,8 je na P cauchyovsky spojitd, kdy% a jen kdyz kaZdd cauchyov-
skd posloupnost {x,} bodd z P obsahuje bud pouze koneény polet &lend,
Z, € A anebo pouze koneény polet Elent x,, € B.

3)_@4,p je na P stejnomérné spojitd, kdyz a jen kdyZ o(A, B) > 0.

Dukaz: 1) DokéZeme nejprve pro libovolné uwe P, ve P a M C
C P tento vztah: |p(u, M) — p(v, M)| < o(u, v).

Pro libovolné x € M plati totiz

o(u, M) < o(u, z) < o(u, v) + (v, @),

tedy té%
o, M) < o(u, v) + info(v, 2) = o(u, v) + o(v, M). ~  (3)

Z divodu symetrie plati také vztah ‘

e(v, M) < o(u, v) + o(u, M). : (4)
Z (3) a (4) plyne snadno »

lo(u, M) — g(v, M)| < p(x, v). S ®
Odtud plyne déle

o(u, 4) o(v, 4)

¢4,5(4) — Pa,8(v) = o, 4) + o(w, B) _ o(v, 4) + (v, B)

— 0w, 4) (v, B) —o(v, 4) o(u, B)  _
[9("” A) + o(%, B)] [Q(v» 4) + 9(”9 )]
9(“ A)[Q(”" B) — o(u, B)] + o(u, B)[Q(u’ A) — o(v, A)]
[o(u, 4) + o(u, B)] . [o(v, 4) + o(v, B)]
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Dosadime-li sem podle (5), dostaneme
4) + o(u, B)] . [o(v, 4) + o(v, B)]
_ o(u, v)
o " o, 4) + o(v, B)
Z (8) plyne ihned, Ze @ 4,5 je spojitd v kazdém bodé v € P.

|p4,8(x) — @a,8(v)] <
[o(w,

(6)

20) Predpoklédejme, Ze @, p je cauchyovsky spojitd a neplati
2). Tedy existuje cauchyovské posloupnost {z,} takovd, Ze nekonedné
mnoho z, leZi v 4 a soufasné nekonedné mnoho z, lezi v B. To viak nenf{
mo¥né vzhledem k (2) a k tomu, %e {p4, 5(x,)} je cauchyovska.

B) Necht ka?dé cauchyovskd posloupnost {x,} v P mé vlastnost
z podminky 2). ‘
Dokézeme nejdifve vztah

n—©

Vi&imn&me si, %e pro kazdou cauchyovskou posloupnost {a:,,} Plyne z (5),
Ze té% posloupnost {o(z,, M)} je cauchyovskd, tedy konvergentni, a Ze
limita v (I) vzdy existuje.
Necht tedy (I) neplatf; pak je lim[gp(x,, 4) + o(z,, B)] =0, tedy
n—w
Q(xm A) -0, Q(xn, B) — 0.
Ztejms existuji z, e 4,t, e Bpron = 1,2, ... tak, %e

o(n; 2n) >0, o{n, t,) >0. (IT)

Utvofme posloupnost 2y, ¢y, 2y, &, ... Ta je podle (II) cauchyovsks a obsa-
huje nekonedné& mnoho bodl jak z 4, tak z B, coZ je spor.

Z (6) plyne
_ 0(%n, Zm) .
1Pasten) = Pl | S o 4y ol B
odtud vyplyvé podle (I), Ze {@4, B(%,)} je cauchyovsks.

3x) Predpokléddejme, Ze

o(4, B) > 0.
DokédZeme pfednd vztah

yeP=>0(y, A) + oy, B) = o(4, B) > 0. (III)

Nechf (III) neplati; pak existuje ye P tak, fe o(y, 4) + o(y, B) <
< o(4, B). Zvolme body % € 4, v € B. Pak odtud dostaneme

o(u, v) < oy, w) + o(y, v) < ey, 4) + e(y, B) < o(4, B),
co% je spor.
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Z (8) plyne nyni podle (ITT)

pale) ~ panto)] < L35

‘Odtud snadno zjistime, Ze @ 4,5 je ste]nomérne spojit4.

B) Necht g4 p je stejnomdrng spojité v P. Necht o(4, B) = 0.
Potom podle véty 1,4; 2) plati

elp4,5(4), p4,8(B)] = 0,

coZ je spor s (2).

Pomocné véta 2,8. Nechf P je metricky prostor, 9 + QCP,
Q = Q. Necht g je funkce spojitd (cauchyovsky spojitd, stejnomérné spojitd)
voboru @, z € @ = 0 < g(x) < 1. Potom existuje spojitd (cauchyovsky spo-
jitd, stejnomérné spojitd) funkce G v oboru P tak,fex e P =} < G(x) < %
a pro z € Q platt |(z) — g(z)| < §.

Dikaz: Polozme A4 = E[O< gx)< 4], B= E[%—< glx) < 1].

Podle vety 2,6; 2) jsou mnozmy A Buzavienév Qa protoze Q je uzavie-
n4 v P, jsou A, B uzaviené v P.

Nyni mohou nastat tyto piipady:

a) B =0 atedy 0 < g(z) < 2. Pak za G(x) stadi vzit ziejmé §.

b) A =0 a tedy } < g(x) < 1. Pak za G(z) stadf vait §.

c) A %0, B+

ProtoZe 4, B jsou v P uzaviené a zfejmé plati 4 . B = §, lze sestro-
jit funkei @4, B.

Definujme nyni

G(x) =} + } @a,8(®)

red <> Q) =4,
ze B < Gx) = %.

Snadno se nahlédne, %e @ je ona hledané funkce.

Tato pomocnéd véta ndm poslouii k diékazu nésledujicf déilezité
véty.

Véta 2,9. Necht P je metricky prostor 9 +QCP, Q=Q. Necht |
je omezend spojitd (cauchyovsky spojitd, stejnomérné spojitd) funkce na Q.
Necht z € @Q = a < f(x) < b. Potom existuje spojitd (cauchyovsky spojitd,
stejnomérné spojitd) funkce F na oboru P takovd, Ze plati

1) ze Q= F(r) = f(x),

2) zeP=>a< F(z) < b.

Ziejmsé plati
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Dikaz: A) Nejprve pro spojitou funkei:

«) Pro a = b jest f(x) = a pro kaZdé x € . Pak zvolime F(x) =
pro kazdé z € P.

BYb—a>0.

Zkoumejme nejdifve funkei

o) = L8

Platiz e @ = 0 < g(x) < 1, g spojitd na Q. Protoze jsou splnény pfedpo-
klady véty 2,8, lze konstruovat spojitou funkei G na P takovou, Ze

ze@=>0gx) < 1, xeP=>1‘;<G()§%,} (1)
re@=|Gy(2) —g(x)| <}
V @ miZeme definovat novou funkci 91 ,
ze@=g,(@) =} [— (@) +9@] +4. (1)

g, je spojitd a plati ziejmé
ze@Q=>0<g,(x) < 1.

Déle postupujeme tiplnou indukef. Pfedpoklddejme, Ze mame jiz defmo-
vénu fankei @, spojitou na P a g, spojitou na @, kde

ze@=>0g,2) < 1.
Podle véty 2,8 lze konstruovat spojitou funkei @, ., na P tak, Ze plati
reQ=>0<g,0) <1, 2eP=>3< Qi) < 3,
zeQ=>|Gpiy(x) —ga(®) <

-V @ lze detinovat novou funkei g,4,:

gnt+1(2) = $[— Gniy(2) + gu(2)] + 4. 2)
Ta je spojitd a platf ziejmé z € @ => 0 < g,44(2) < 1.
Z rovnice (2) plyne vztah .
(A" gal2) = ($)" gps2(7) + (3)" Cpia(®) — 3 (§)" pron =1,2,3,.

Tento vztah viak platf také pro n = 0, poloiime-h go(2) = g(z), ]ak
plyne z rovnice (1').

Postupnym dosazenim ziskdme pro z € @ vztah
9(2) = Gy(x) + §G5(*) + (§)* Gs(@) + ... + (§)" Gnss(2) —
—4E @+ @ g,
t. j.
W) =5 A1 Gw — 42D+ O @)
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Zfejmé pro n — o a pro ka¥dé z € @ plati
n
. @) g,q(x) >0, %’E,o(%)k - 1.

Také ziejmé existuje
n+1
lim X (31 Gyle) = H(a),
n—>wo k=1
kde ze Paplati e P=1< H(z) < 2.

Protoze fada, definujici H, je na P stejnomérné konvergentni a pro-
toZe 84stedné sousty zminéné fady jsou spojité funkce, je také funkce H

spojitéd na P. Definujeme funkci @ takto:
zeP=>G(zx) =H(z) — 1.
Ze vztahu (3) plyne

zeQ=gz) = Hz) — 1 = G(a),
zeP=>0<G@) < 1.
Hledanou funkm F dostaneme ziejmé takto:
ze P= F(x) = Gz)(b —a) + a.
B) Stejnym postupem dostaneme zbyvajici tvrzeni dokazované véty
pro cauchyovskou a stejnomérnou spojitost.
Pro spojitou funkei lze v&tu 2,9 zostFit: °

Véta 2,10. Necht P je metricky prostor, § £ QC P, Q@ = Q. Necht f
je spojitd funkce na oboru @, zobrazujict @ do intervalu J. Potom existuje
spojitd funkce F na P, zobrazujict P do J, takovd, Ze

z e Q= F(x) = f(x).

Dikaz: A) J je interval omezeny.

A) 1. Nechf pfedné J = [0, 1].*)

A)1,a. J =<0, 1).

Plati f(@) C J. Podle véty 2,9 existuje spojitd funkce @ na P takové,
%e xe P=> Q(P) C{0,1), ze Q= G(z) = f(x).

Mnozina B = G'~1(1) je uzaviens a plati B. Q = 0.

«) B = 0. Pak hledané F jest p¥imo G.

B) B # 0. Utvotme funkei ¢p,g na P.

Polozme F(x) = Q(z). pg,q(*) Pro z € P. Potom F(z) je spojitd v P
a plati

ze Q= F(z) = g(x) = f(x),
teP=>0< Flz) < 1.

" *) Znak [a,b] je spoleény symbol pro intervaly <a, b, <a, b), (a,b>, (a, b). Po-
dobné pro {a, b] atd.
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A)Lb. J = (0, 1.
Utvofme funkei f;:
zeQ=f(x) =1 —f(z).
Plati £,(@) C 0, 1). Podle A) 1 & existuje spojitd funkce F; v P tak, Ze
ze Q= fy(z) = Fyx), Fy(P)C 0, 1).
Utvoime F(x) =1 — Fy(x) pro x € P. F je spojitd funkce na P a platf
zeQ=F(x) =1—F,(x) =1 —f,(z) = f(x), F(P)C (0, 1).

A)lye. J =(0,1). .

Podle véty 2,9 existuje spojitd funkce G v P takova, Ze xe Q=
= G(x) = f(»), G(P) C €0, 1D.

MnoZiny A = G~1(0), B = G~1(1) jsouuzaviené vP aplatid .G =
= B.Q = ¢. Potom také 4 + B je uzaviend v P a (4 + B).Q = ¢.
Necht

) 4 4+ B = @. Pak G(P) C (0, 1) a miZeme poloZit F = G.

B) A+ B 0.

Lze utvofit funkei ¢ 44 p na P.

PoloZfme F,(x) = G(z). p4+B Q(x) pro z ¢ P.

F, je spojitd v P a plati _

z € @ = F,(x) = f(x), Fy(P)C<0,1). (1)
Utvofme déle spojitou funkei f, v @, f4(@) C (0, 1), pfedpisem f,(x) =
=1 — f(x).
Jako v predchozim jsme sestrojili F;, sestrojime nyni spojitou
funkei F,, pro niZz plati
z € Q= Fy(x) = fo(x), Fy(P)C<0,1).
Utvotme Fy(z) = 1 — Fy(x) pro z ¢ P. F, je spojitd v P a plati
z € @ => Fy(x) = f(z), Fy(P) C (0, 1). @)
Sestrojme konend F(z) = §[F,(x) + Fy(x)] pro z e P.
F je spojitd funkce v P a podle (1) a (2) plati
z e Q= F(x) = f(x), F(P)C(0,1).
A)2. J = [a,b],a<b
" Utvotme spojitou funkei g v Q:
fx) —a
weQ=>9(1=) =&

jest 9(Q) C [0 1]. Postupem uréenym v A) 1 dostaneme funkei @ spo-
jitou v P, z e @ = G(z) = g(x), G(P) C [0, 1].
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Definujme pak F takto:
zeP=F(z) =Q(z). (b —a) +a.
F je spojité funkee v P, z € @ = F(x) = f(x), F(P) C [a, b].
B) J je interval neomezeny.
B)1. J = (— 00, ).
Pro z € @ poloZme . -
h(z) = m}(—-z)—]
h je spojité funkece na @, A(Q) C (—1, 1). Podle A) 1, c sestrojime funkei

H, spojitou na P, z € @ => h(z) = H(z), H(P) C (—1, 1). Potom hledané
funkee F je definovand vztahem

H
xeP:»F(z)=1—_~%)T;)~|.

B)2. J = [a, +00).
Pro z € @ poloZzme )
() —a
" =fo) —a 1
h je spojitd funkce na @, k(@) C [0, 1) a d4l obdobné jako v B) 1.
B)3. J = (—o0, a]. *
Substitucf f(x) = — h(z), = € @, se tento pFipad pfevede na pifpad
9 ,

Tim je ef;lé, véta dokdzéna.

Také cauchyovsky spojité a stejnomérné spojité omezené funkce
Ize vétu 2,9 zost¥it. K tomu cili si dokdZeme nejprve

Pomocenou vétu 2,11. Nechf P je metricky prostor, A, B dvé'\ne-
prdzdné uzaviené mno¥iny v P, A . B = Q. Potom existuje stejnomérné spo-
jitd funkce ypa,p v P takovd, Ze platt x € P =0 < g, p(z) < 1,

zed<>ypapx) =0 zeB=0<ypupx)< 1.

Dukaz: 1. Necht g(4, B) > 0, potom dle véty 2,7; 3) je p4, B takovi
funkce. :

2. Necht
o(4, B) =0. ' ' 4
Utvofme mnoZiny

B, =E[g(z,A)2\l] pron=1,2,3,...
. zeB - n

Existuje zfejm® takovy index m,, Ze pro n > m, jsou mnoZiny B, ne.
prézdné. B, jsou zfejmé uzaviené. Utvofme nynifunkce ¢, = @ 4,5, pro
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n 2> ny. Ty jsou na P stejnom&rné spojité podle véty 2,7; 3). Utvoime
funkei

® 1
Ya,8() = —@uz), zeP.
e 2

v je zfejmd podle véty 1,9 stejnomérns spojité. Snadno se nahlédne, Ze
ya4,p ‘Mé poZadované vlastnosti.

Véta 2,12. Necht P je metricky prostor, 9 + Q C P, Q = Q. Necht f je
omezend stejnomérné (cauchyovsky) spojitd funkce na Q, zobrazujict @ do
intervalu J = [a, b], @ < b. Potom existuje stejnomérné (cauchyovsky)
spojitd funkce F na P takovd, e x € Q = F(x) = f(z), F(P) C J.

Dukaz: A) Pro stejnomérnou spojitost. Diikaz provedeme jen v téch
bodech, v kterych se li§f od dikazu véty 2,10 (t. j. tam, kde budeme po-
uZfvat funkce y4,p z v8ty 2,11). (Pro cauch. spojitost je vSe obdobné.)

A) 1, B) Utvoime stejnomérné spojitou funkei yg p.

Plati Q. B =9,

xeP»OéwQ,B(x)g 1,

Z e Q = <=y p(r) =0,

reB=0<yqapx) I 1.
Polozme F(x) = G(x) — g, 5(x) . (x). F je podle v&t 2,1 a 2,3 na P
stejnomérné spojitd a plati zfejmé F(x) = f(x) pro x € Q, F(P Cc<0,1).
. A)1,c,p) Utvorme yq, 4 + (x). Plati

zeP=0< yoarn@) < 1.
Poloime F,(z) = G’(x) — yq,4+8(x) . G(x) pro z e P. F, je stejnomérné

spojité. v P a plati
e Q= Fy(z) = f(x), Fy(P)C 0, 1).

Déle uZ postupuje ditkaz ptesné podle dukazu véty 2,10.

Véty 2,10 v dalsim éa,stéjl uzijeme. Jako pifklad na jeji uziti uvedme
tuto vétu:

Véta 2,13. Necht P je spoletny metricky prostor. Pak kaZdd funkce f
na P je limitow posloupnosti spojityjch funket v P.

Dikaz: Z bodd prostoru P lze utvofit posloupnost {z,}2._,.
Méjme funkei f na P. Necht n =1, 2, 3, ... Oznadme

/ M, =E [v,, m < n].

TmeP

M, jsou uzavi'ené neprézdné mnoZiny v P. Na M, definujme funkei f,

takto:
T € Mn = fn zm = f(xm)

f+ je na M, spojité a proto podle 2,10 existuje spojité funkce F, na P
takové, Ze
Ty € .M =>/ﬂ xm) = (xm)

Nyn{ posloupnost {Fa}s-; m4 za limitu funkei f, jak se lehko ukéZe.
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Véta 2,14. KaZdd spojitd funkce f na P je omezend kdy% a jen kdy%
jest P kompakini prostor. -

Y Dikaz: 1. Necht P je kompaktni. Potom f(P) je podle v&t 1,13
a 1,10 omezeny; to znamené, %e funkce f je omezené.

2. Necht P neni kompaktni. Potom existuje prostd posloupnost
{%,}%1> %, € P, z niZ nelze vybrat konvergentni posloupnost.

Budiz @ mnozina v8ech bodl z,. @ je neprdzdng a uzaviend v P.

Definujme na @ funkei f: z, € @ = f(x,) = n. f je na @ spojité a proto
podle 2,10 existuje spojitd funkce F na P takové, Ze z, e @ = f(z,) =
= F(x,) = n. Tedy F neni na P omezena.

Véta 2,15. KaZdd spojitd funkce na daném prostoru P je cauchyovsky
spojitd na P, kdyf a jen kdyZ jest P dplny prostor.

Dikaz: 1. Necht P je uplny, f spojité funkce na P. Pak f je na P
cauchyovsky spojitd podle 1,15.

2. Necht P nenf uplny. Pak existuje cauchyovskd posloupnost {z,}
bodt z P, jez nenikonvergentni. Z {x,} lze vybrat prostou cauchyovskou
posloupnost {x;}. Bud X mnoZina viech .

Jest X = X. Na X definujme funkei f vztahem flxr) = n.

f ie na X spojité; podle 2,10 existuje tedy na P spojité funkce F ta-
kové, Ze F(x;) = f(x;) pro n = 1,2, ... F viak neni na P cauchyovsky
spojité, nebot {F(x,)} neni cauchyovsk4.

Véta 2,16. KaZdd spojitd funkce na prostoru P je stejnomérné spojitd,
kdyZ a jen kdyZ plati:

1) mnofina K vdech neisolovanych bodd prostoru P jest kompakini
prostor,

2) ke katdému e > 0 existuje x« > 0 tak, Ze

zeP, yeP, x +y, o K) = ¢, oy, K) 2 e = (@, y) > .

Dukaz: 1. Necht P mé vlastnosti 1) a 2). Budiz f spojitd funkece
v P. Necht n =1,2,3,..., 2, € P, y, € P, o(p, y,) = O.

Méme dokézat |f( x") — f(yn)| — 0. Predpoklédejme, Ze to neplati.
Pak lze predpoklédat, Ze pro vSechna = jest |f(z,) — f(y)| > f > 0.
Odtud plyne z, #+ ¥y pro viechna n. Plati g(,, K) — 0, nebot ]mak by
8loz {z,}a {y,,} vybrat {z.}, {y,} tak, Ze by pro viechna » bylo olz,, K)>
>y >0, 0(y,, K) >y > 0.To je ve sporu s 2).

Tedy vskutku o(z,, K) — 0. Proto lze v K urdit posloupnost {z,}
tak, %e p(x,, z,) — 0. Z posloupnosti {z,} v K lze vybrat konvergentni
{z*} z¥>zeK. '

Protoze o(xn, z,) — 0, jest x¥ —z2; odtud a z g(%n, ¥n) -0 plyne
y¥ 2. Tedy f(&) = (), {(y2) - f(z) & to jo spor.

2. Necht kazd4 spojitd funkee f v P je stejn. spojité.
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a) BudiZ K mnoZina neisolovanych bodii z P. Predpoklédejme, %e K
nen{ kompaktni. Pak existuje v K prostd posloupnost {z,} takovs, %e
z ni nelze vybrat konvergentni posloupnost v K a tedy ani v P. Bud X
mnozina viech z,. X je uzaviend v P. Definujme na X funkci f,.

z, € X = fi(x,) = n. Ta je na X spojité. f, lze roz8ifit podle 2 10 na
F, spoptou v P, fy(x,) = Fy(x,).

F je podle pfedpokladu stejnomérnd spojitd. Tedy exmt.uje 0>0
tak, Ze

zeP, ye P, o(x,y) < 6= |Fy(x) — Fy(y)| < 1.

Odtud plyne
n % m=>o(x,, Tp) = 6. (1)

Body z, nejsou isolované, lze tudi% v P najit body ¥y, tak, Ze
1
0< Q(xm yn) < 7—1‘6‘ (2)

Bud Y mnoZina viech y,. ¥ je v disledku (1) a (2) uzaviend v P. Tedy
i X + 7Y je uzaviend v P.

Plati z, + y,,, pro libovolné =, m, jak ihned plyne z (2) a (1).

Tudiz X .Y = @. Nyn{ definujme na X + ¥ funkei f, pFedpisem
2z, e X =>],(x,,) =0, y, e Y = fy(y,) = 1. Funkce f; je na X + Y spo-
jité. Lze ji tedy roziffit podle 2,10 na P. Dostaneme funkeci F; na P spo-
jitou a tedy stejnomérné spojit,ou, zeX + Y= Fyz) = ]‘2(:1:). Nyni
plati 0(@ns Yn) >0 podle (2), aviak Fy(z,) = 0; F(y,) =1, a to je spor.
TudiZ K je kompaktni.

b) Zbyva dokézat 2). Pfedpoklddejme, Ze 2) neplati Tedy existuje
& > 0 tak, %e lze najit pro kaidé n =1, 2, ... body @, € P, y, € P tak, Ze

Zn & Ym0 Ya) < . 0@ K) 2 &, 0 K) 2 &. ®)

Z posloupnosti {x,} ani {y,} nelze vybrat konvergentni posloupnost.
Jinak by totiZ pro limitu z p¥sludné vybrané konvergentn{ posloupnosti
platilo o(z, K) > & > 0 a tedy neisolovany bod z by nelefel v K. Lze
také predpoklddat, Ze {z,} i {y,,} jsou prosté. Odtud tymz zphisobem jako
v S4sti 2a) lze ukdzat existenci &isla 8, > 0 takového, %e

m = n = 9(y, Tp) = 6. ’ 4)

Déle existuje index n, > 31—

n = m plyne sprdvnost tolioto tvrzeni ptimo z definice bodii z,, ¥, pro
n % m sporem z (3) a (4).

Lze tedy z {z,} vybrat {z; } tak, Ze z;, + ys, pro kazdé m a n. Obé
posloupnosti jsou prosté; budte X, resp. ¥ mnofiny jejich &lenl. X i ¥

takovy, %e n > ny, m > ng=> %, F Ym. Pro
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jsou uzaviené v P, X .Y = . Funkce f, definovans na X - Ypfedpi-
sem f(z,) =0, f(y,) =1, je na X + Y spojitd. ProtoZe X + ¥ je’
uzaviend v P, lze podle 2,10 roziifit f na P; dostaneme funkci F, kterd
je na P spojitéd a tedy stejnomérné spojitd. To viak je ve sporu s tim, Ze

1
e(xk,,)) yk,,) < ;'s F(xk,.) =0, F(yk”) =1

Tim je celd v&ta dokézdna.

Definice 2,5. Necht P je metricky prostor, f funkce na P. Pravime,
%e f nabyvé na P mazima (resp. minima), existuje-li x € P takovy, Ze
y e P=>f(y) < f(z) (resp. y e P<=f(y) = f(x)).

Véta 2,17. Kafdd spojitd funkce na daném metrickém prostoru P na-
byvd na P maxima a minima, kdyé a jen kdyé jest P kompaktnt prostor.

Diikaz: 1. Necht P je kompaktni. Mnozina f(P) C E, je podle1,13
kompaktni, podle 1,11 uzaviené a omezend, jeji supremum (resp. infi-
mum) je tedy jejim maximem (resp. minimem).

2. Necht P neni kompaktni. Pak podle 2,14 existuje na P spojitd .
neomezend funkce f, kterd tedy nenabyvé na P maxima a minima.

Véta 2,18. Pro katdou spojitost funkct f na P + 0 jest mno¥ina f(P)
interval nebo jednobodovd mnofina, kdyZ a jen kdyZ je P souvisly prostor.

Dikaz: Plyne z véty 1,18 a 1,19.

-~
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