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Gasopis pro pdstovani matematiky, rod. 77 (1952)

ROVINNY PROBLEM PRUZNOSTI
IVO BABUSKA, Praha.
(Doslo 30, dubna 1952.) %19.31.001.2

V tomto referaté bude pojednédno o rovinném problému klasické
theorie pruznosti. Klasicks theorie pfedpokldda malé deformace a mate-
ridl homogenni, isotropni a splnujici linedrn{ Hookdv zdkon.

Nejprve né&kolik slov o této klasické theorii, resp. o souvislosti této
klasické theorie s theorii obecns nelineérni. ,

Zatim co v theorii parcidlnich rovnic druhého ¥4du byla jiZ dosti
studovéna zavislost FeSeni na okrajovych podminkach, déle pak rtzné
konvergentni procesy, které vedly.k novym pojmim zobecnéného feSeni
(na pi. Sobolev) jakoz i k riznym odhadiim, nen{ asi nic zndmo o tom,
zda byla providdéna obecné analysa diferencidlnich rovnic matematické
pruznosti.

Jednd se zejména o vliv nehomogenity a anisotropie materidlu,
o vliv koneénych deformaci, v tom je i zahrnut problém nespojitych
okrajovych podminek, Saint Venantiv princip a pod. O nékterych problé-
mech se zminime jesté dale.

Dotknéme se zde na p¥. problému konednych deformaci v souvislosti
s klasickou theorii. Fysikélné se zd4 toto tvrzeni velmi ndzorné.

Budiz téleso P namdhdno vnéjsim zatizenim p. Budiz T'i(p) Fefeni
pii uvazovani koneénych deformaci, T'y(p) FeSeni klasické. Potom

T'y(cp)

T\(cp)
Toto tvrzeni by pfibliZné vyjadfovalo, Ze klasickéd theorie je linedrni
aproximac{ theorie koneénych deformaci.

Neni mi nic zndmo o tom, zda je dokdzdno néjaké tvrzeni podobného
charakteru. - :

Timto piikladem jsem chtél pouze ilustrovat, co minim obecnou
analysou rovnic matematické pruZnosti.

Pfejdéme nyni k rovinnému problému klasické theorie pruZnosti.
Pro jednoduchost budu se zabyvat pouze télesy jednodusSe souvislymi
ohranitenymi hladkou jednoduchou kfivkou. O ostatnich pfipadech
zejména pro kiivky nehladké zminim se pozdéji.

— 1 pro ¢ — 0.
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Matematick4 formulace rovinného problému pruZnosti zni:

Budiz Q vnitfek jednoduché hladké kfivky K*. Jest nalézti funkce
(slozky napétf) X,, X,=1Y,, Y, definované na 2, se spojitymsi derivacems
a% do fddu druhého véeiné, takové, aby

0X, , X,
___+a_y__0

S+ Sr—o W

A(X, + .,) =0,

*f o
022 + E
8 pfedepsanymi okrajovymi podminkams.

Pojem okrajové podminky je pojem komphkovane]éi nez se na prvni
pohled zd4. Ve vétsing knih je tento pojem definovén velmi nepfesnd

a neurditsé.

' Domnivém se, %e zde a v oblastech phbuznych jest velké pole
plsobnosti pro dalsf praci.

Zdrime se pon&kud u tohoto problému:

Definujme pojem vektoru napéti.

Budi? aeQ; budif s orientovany linedrn{ element prochézejicf
bodem a.a n jeho pravd norméla. Potom slozky vektoru napéti pisobici se
strany normély jsou

X, = X, cos(n, z) + X, cos(n, y) )
Y,= Y, cos(n, x) + Y, co3(n, y).

Nutno si ovéem uvédomit, %e tento vektor napéti mdme definovéin
v 12 a nikoliv na K*. Jestlize oviem funkce X,, X,, Y, jsou spojit®é prodlu-
fitelné na K*, potom je zfejmé, Ze vektor napéti moZno definovat i na
hranici K*.

Jestlize viak X,, X,, Y, nejsou spojitd prodluhtelné na hranici,
na,stéva]i komplikace.

Nelze se tedy vyhnouti témto komplikacim tfm, Ze budeme pied-
poklédat spojitou prodluZitelnost? A takto se téméf vidy déla!
+~  Tedy v tomto ptpads by problém matematické pruznosti znamenal
nalezeni funkef X,, X,, Y, spojitd prodluZitelnych na K*, vyhovujicich
rovnicim (1), aby na hranici X platilo

Xoa(8) = Fy(s), Yn(s)=Fy(s), seK*,

kde F,, F, jsou ptedem dané funkce.

.Takto je v literatufe — hlavné v ﬁéebmcich — nejéastsji problém
formulov&n :

Af =
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Tato formulace viak vyjadiuje, Ze memidfe existovat FeSeni pfi ne-
spojité funkei F, resp. F,; a vime, Ze v praxi pfevainé jsou vné&jii za-
tiZeni nespojitd (osaméld bfemena zatim vylu¢me).

Tedy je zfejmo, %e uvedend b3iné formulace jest naprosto nedosta-
dujici. V knih4ch vét&inou na tuto okolnost neni vitbec brén zfetel.

Jak tedy médme definovat problém? Jedna cesta'je zfejm4. Budeme
sledovat fysikdlng vznik abstraktniho pojmu nespojitého zatfZeni
a analogicky budeme definovat problém. Jestlife nespojité zatiZent
F,, (2 = 1, 2) miifeme povaovat za limitu spojitého zatiZent — a v3tSinou
F, jsou prvé tfidy, t. j. maji tuto vlastnost — potom definujeme Fedeni
rovnét jako limitu feSent ziskanych pfi spojitych zatifenich. Jest oviem
otdzkou, zda-li tato limita existuje nezdvisle na zpisobu konvergence a
zda-lii potom jsou splnény rovnice (1) (koneéné tento pozadavek nenf ani
nutny). Tato otdzka je vlastné problémem principu Saint Venanta, tim
se viak budeme zabyvat aZ déle.

Z tohoto principu plyne, Ze od- P

povéd na ony otdzky je kladné,
t. j. existuje limita nezavisld na
zpusobu konvergence a vyhovuje

rovnicim (1). ,
Tim je problém formulace \y i

feSen. Oviem tato formulace jest

nékdy velmi nevhodné, zvla§te, Obr. 1.

kdyz feSeni dostdvédme dasto

zkusmo. Je obtiZné potom soudit, zda uhodnuté feSeni vzniklo jako
limita.

Velkou roli hraji déle osaméld bfemena. UkaZme nejprve bézné
formulace na piikladu poloroviny zatifené osamélym b¥emenem,
plsobicim v a.

Hleddme takové fefieni, aby vyslednice napéti urenych fefenim

na polokruznici &Tf} (viz obr. 1), kde tisetka xf obsahuje bod a uvnit#,
a jejiZz polomér je p, v. j. hlavni vektor [X(p), Y(g)], konvergoval k P
prog — 0, t. j. limX(p) = 0, limY(g) = P.

0 -0

Je ziejmo, Ze se jeSt& musi pfedpoklddat, e moment sil uréenych

FeSenim, pisobicich na ‘;‘.B (hlavni moment) vzhledem k bodu a, je roven 0.
Takové formulace je nedostadujici. Lze totiz nalézti feSeni, které mé
uvedené vlastnosti, kdyZ polokruZnice xf maji stfedy v a, ale limita
hlavniho vektoru neexistuje, kdyZ stfedy kruZnice 8 nebudou v a,
ale budou se k nému bliZit pro ¢ — 0.

Jest ovem také otdzkou, zévisi-li limita na k¥ivce spojujici body
&, B nebo jen na koncovych bodech «, f. Lze viak ukdzat, Ze hlavn{
vektor zévisi jediné na koncovych bodech «, #, nikoliv na tvaru oblouku.
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Je tedy zfejmé dal$i nutné doplnéni definice pojmu osamélého
bfemene, t.-j. musfme Z4dat, aby limita existovala nezavisle na zplisobu
konvergence bodi «, § k bodu a. Jest nyni definice vyhovujici? I nynf
Ize najiti protipfiklad. Uvedeme jeden jednoduchy.

Hledejme opét riapéti u pruzné poloroviny zatiZené osamélym bie-
meénem P = 1 pisobicim v bod8é a ve smyslu pravé uvedeném.

Béiné feSeni uzivajici polérnich soufadnic, jest

~ 1
rr — —
. s

86 =0
7 =0,

cosd,

kde rr znadi napéti norméln{ radidln{, 86 znadi napéti normalni ve sméru
kolmice na radius, 70 zna¥i napét{ tangencigloi.
Aviak také vztahy

"= — 71'4' [3 cos4d + cos26]
= 1
66 = pr [cos4d + cos26]

Ezf%mmw+mm1

uréujf feSeni naSeho problému, nebot lze ukdzat, Ze vyhovuje viem
vyse uvedenym podminkém.

Jak tedy definovat pojem feSeni pfi osamélém biemeni? Zfejms
miiZeme postupovat podobnym zpiisobem jako pfi nespojitych okrajo-
vych podminkéch. Zde oviem neni vdc tak zfejma jako diive, ale i zde
lze ukézat, Ze limita existuje nezdvisle na zpisobu konvergence a feSen{
vyhovuje rovnicim. (1). Toto tvrzen{ je opét diisledkem principu Saint
Venanta. Tento princip viak obecné dokazan dodnes neni.

Vratme se jeStd k uvedenym dvéma feSenim osamélého bfemena
a zkoumejme blife otdzku unicity. Je znamo, Ze jiz v r. 1858 Kirchhoff
dokézal unicitu problému matematické theorie pruZnosti. Dikaz pro-
vedl pomoc{ Greenovy véty o vztahu kfivodarého integralu s integrélem
dvojnym. Nutno si uvédomit, Ze Greenova véta pfedpokladsd spojitou
prodluZitelnost funkece, t. j. Kirchhoffiv diikaz plati nejvyse pro spojsté
zattZent.

Nyn{ uké¥eme ndkolik zpisobii Fefeni matematického problému
pruZnosti. Pro jednoduchost, aby vynikla hlavni myslenka jednotlivych
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postupl, ukdZeme zde konkretni FeSeni pro kruh, a to t. zv. FeSeni
prvniho problému, t. j., kdyZ na hranici jsou predepsdna vnéjsi napsti,
a to tak, Ze pfedpokldddme spojitou prodluZitelnost funkei X,, X,, Y,
na hranici.

Déle pak bude naznadeno zobecnéni uvedenych method pro obecné
oblasti. P¥i viech methodach je pouZito funkef komplexni proménné.

JiZ v roce 1862 objevil G. B. Airy, Ze nutnd a postadujici podminka,
aby funkce X,, X, Y, vyhovovaly rovnicim (1) jest,” aby existovala
biharmonickd funkce U(z,y) se spojitymi derivacemi aZz do fddu 4
vdetné, takova, Ze
02U y 02U U

Xx= ='———“ax2, v:-——-—é—;.—a—‘__y'
Ziejmé, kdy? X,. X,, Y, jsou spojitd prodluzitelné na hranici,
potom i U je spojité prodluZitelnd na hranici.
V roce 1896 upozornil Goursat, fe kazdé biharmonickd funkce se
mize psat ve tvaru
Ulz, y) = B(zp(z) + 2(2) 3)
kde ¢, x jsou holomorfni, pfipadné analytické funkce.

Jiz diive nékolik autorti zavedlo komplexni promg&nnou do matema-
tické theorie pruZnosti. Uvedeme na ptf. Loveho, Galerkina. Teprve
viak sovétsky matematik Muschelidvili a jeho kola zavedla dislednd
a udinné theorii analytickych funkei do matematické theorie pruZnosti.
Velmi dilezitou wlohu zde hraji prace Privalovovy zejména o integralu
Cauchyova typu.

Rozepsdnim (3) snadno zjistime

oU .U T
= Tigy =@+ 2@+ v @)
kde
¥(z) = 2'(2).
Dale _ .
X, + Y, = 4R[¢(2)] = 4R[D(2)] = 2[B(z) + P()], (5)
kde
(p'(z) = ¢(Z)’ .
Y, — X, + 2iX, = 2[20'(z) + ¥(2)], (6)
kdy%
Y(z) = ¢'(2) = 2" (2),
Y, —iX, = 0() + D) + 29'(z) + P(a)- (7)
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Snadno se déle vypodte vektor napsti

2 az

X, = X, cos(n, z) + X, cos(n, y) = 5 x) — e

cos(n, ¥)

2 2
Y, = Y, cos(n, z) + Y, cos(n,y) = 8:] cos(n, y) — —i-% cos(n, x)

*a hlavn{ vektor pro oblouk ab jest

X +i¥ = f(Xn+iYu)ds= [ +i ZZ]
ab
= — ilpz) + 2¢'() + p() (8)
kdy? [f(z)]® znadf piiristek funkce, t. j, f(b) — f(a).

Podobnym zptsobem moZno vyjddfit hlavni moment piisobief
na oblouk ab, a urditi vzorec pro deformace, resp. posunuti.
Vidime tedy, Ze mezi funkcemi g, 4 resp. ¢, y — které déle nazyvejme

funkcemi napjatosti — a mezi stavem napjatosti, — t. j. funkcemi X,
X,, Y, jest urditd korespondence.

Zkoumejme nyni jak dalece je tato korespondence urdena, jinymi
slovy, jak dalece se mohou od sebe lifit funkce napjatosti vyjadiujici
jeden stav napjatosti.

Podle (b) jest: g
X, + ¥, = 4R[D@)].

Tedy D(2) je uréena aZ na ryze imagindrni konstantu Ci, z éehoZ plyne,
%e p je uréena aZ na vyraz Ciz 4 y, kde y jest komplexn{ konstanta.

Z rovnice (6) pak plyne, Ze ¥ je uréena jednoznaéné a tedy y je urde-
na a¥ na konstantu.

Déle ptedpoklidejme, Ze funkce ¢, ¢’, ¢ jsou spojité prodluzitelné
na hranieci.

Jsou-li ddna vnéjsf napéti na hranici, je zndma i funkce

fle) =1, (X, + iY,) ds, se K*. .(9)

.

Je zfejmo, Ze f je ureno aZ na konstantu, a ponévadZ jsou splnény
soudtové podminky rovnovihy, jest f(s) spojité.

Uvatujme nynf o rovnici (8) a hledejme funkce ¢, ¢', ¥ spojitd
prodluZitelné na hranici tak, aby zde platilo

@(#) + 29°@) + ple) + k= f(8)  pro z=4s (10)
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Vzhledem k urditosti funkei napjatosti je mo#no vynechat konstantu k
na levé strand (10), a Zddat, aby

@(0) =0, I[p'(0)]= 0.
O y ovem nemuzZeme jiz ¥ici ni¢eho dalsiho. Tedy
9+ 29'@) + yl) =f(s)  proz=s (10')

Pfipomenime, %e vzhledem k spojité prodluZitelnosti funkei ¢, w, @
feSeni apriori muZe existovat jen tehdy, je-li f spojitd. Pro urditost
jeSté opakujme, Ze budeme provddét vypodet jednotkového otevieného
krubu K o hranici y.

Ponévadz y je prodluZitelnd na y, tedy podle Cauchyho véty je
w(z)——f ¥o) 4 ze K

g—2 gey

Pfipomenme si nyni jesté néktere véty z theorie komplexnf{ proménné‘,
které budeme potiebovat.

Véta 1. Nutnd a postabujict podminka, aby spojitd g(a), c ey byla
hraniéni hodnotou funkce holomorfni vné K, spojité prodluiztelné na y jest,
aby

1 g(o) ze K

1 do — v 1y
gnifo—z 0" pro kaZdé cey

Vé&ta 2. BudiZ g holomorfnt vné K, spojité prodlufitelnd na y, necht
ddle g v okoli (00) je tvaru

a.
g=0a2++ @+ —

potom
g(o)do ze K
27:1 g—z T yeo
¥
kdyZ obthdme y v kladném sméru.

Véta 3. Budi% f holomorfni v K, potom

71\
) = /(?) :
je holomorfnt ve vnéjsku y.
" Nyni snadno vyjiddiime funkce nap]atostl pomoci f explicite.
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V rovnici (10°) pfejdéme ke konjugovanému tvaru

#(0) + ap(0) + (o) = f(0) gey
a tedy

1 [fo)deo 1 2¢'(0) 1 ¢(o) do
( =5 al-wery do — -— | ——
27i ) o—2 2mi) o—2 2ni ) o—z

v Y 7

Avgak podle véty 1. a 3. jest

f (o) d:' 76) = 0,

ag
e

pro ze¢ K.

nebof funkce ! *(z) podle véty 3. nabyv4 v bodé ¢ ey hodnoty ¢(o),
t. j. ¢*(0) = (p(a) Déle pak ve vétd 1 jest misto funkce g(o) funkce

@*(0) = (o) a ¢(0) = 0 podle diivéjsi tmluvy.

Tedy _
pe = L f(o)da__l__fzq)(a) 5

2ai) 6—2z2 2mJ o—=z
y y

Zbyvé urditi p; opét z véty 1. a 3. plyne

1 po) . ——
2m a_zda-—w(())_a,
Y

f(0) do do f(o)da 1 faqo ) 4o —3
2m g—z2 c—2z 27 0d—z

?

tedy

a pondvadZ

<P(U) do o(2)
2—7-:—1 o—z b
4
jest .
1 (og'(0) - _ 1 [fo)do
+ 14 = - .
@) 2nifa—zda+a 2niJ) o — =z
14 ?
Ponévadz
p(z) = a2+ a2+ ...
jest

¢'(2) = a;+ 2a2 + ...
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a tedy

1 [o9'(o) ., —
Tnifo‘— z_da—- a2 + 2a,
v

podle véty 2.

1 .
Funkce @’ (g) v okolf bodu (c0) mé totiZ tvar

@+ 262-1; 5o
a tedy
za(%): @z 26+ ...
Tedy jest
9() + @z + 2y + @=L [f@do (12)

2rni ) o0 — 2
Y

Méme tedy ¢(2) uréeno aZ na vyraz

a2+ 2a, + a
Musime vyjadfit, Ze a; = ¢'(0), 2a, = ¢"(0); snadno zjistime
— 1 [fdo
a,+ a;, = ol 57 (13)
¥
_ _ 1 [fdo
202—{—(&»—2—me, (14)
¥
_ 1 [fdo )

27 27i) o3
Y

Vidime tedy, Ze feSeni existuje jen tehdy, kdyZ

1 [/fdo

2ni) o

¥
je redlné. Lze ukdzat, Ze tato podminka je splnéna, kdyZ je splnéna
momentovéd vyminka vnéjiiho zatiZeni, dokonce, Ze tato podminka
je ekvivalentni momentové rovnovéze.

Nyni je oviem t¥eba provésti analysu feSeni. Lze ukézat, %e postadu-

jict podminkou, aby (12), (13), (14), (15), bylo Fedenim jest, aby g—ﬁ- spliio-

valo t. zv. podminkou Hélderovu. U tohoto se viak zdrzovati nebudeme.
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Casto se fe¥i problém pru¥nosti pfevedenim na t.zv. Hilbertiv pro-
blém. Co jest Hilbertiw problém? K definovéni tohoto problému je tfeba
zavésti nékteré pojmy.

Bud y kruZnice (obecnéji to miize byti jednoduchd kiivka). Budiz
E komplexni oteviend rovina. °

Funkeci @(z) definovanou E — y nazveme po {dstech holomorfni,
kdy% je holomorfni v obou komponentéch £ — v, v bod&§ (c0) mé nej-
vy#e pdl, a je spojitd prodluzitelna na y jak z vnéjsiku, tak vnitiku y.

Hodnoty, které nabyvéd @(z) na y pii postupu zevnitt oznadime
@+ (o), ¢ €y, hodnoty, které nabyvé pii postupu z vnéjsku y oznatime
D~ (o).

Nyni muzeme pfistoupit k definici Hilbertova problému, ovSem
ve specielnim tvaru postadujicim pro nés ukol.

Budiz G(0), o € y komplexnt funkce riznd od nuly na y. Potom homoge-
nim Hilbertovym problémem nazjvdme uréent funkce po édstech holomorfni
s predepsanym pdlem v (00) takové, aby .

D+ (0) = G(0)D~ (0). (16)

Bud ddle f(o), o€y komplexni funkce. Nehomogenim Hilbertovym
problémem mazveme uréent funkce po Eastech holomorfni s prfedepsanym

polem v (0) tak, aby
@+ (o) = G(o) P~ (0) + f(o). (17)

Méjme opét na y predepsdnu funkei
fle) =i, ['(Xa+i¥,) ds.

BudiZ funkce @, ¢ funkce napjatosti fesici nd8 problém. Funkce ¢,
jsou definovény ve vnittku y. Vytvorme funkeci definovanou vnd y

J | 1
¢(z)=—z¢'(§‘)"'l’(§) zel —K—y (18)

Podle véty 3. vime, Ze ¢ je holomorfni vné y. PoloZime-li { = é, snadno
zjistime, Ze )
1 1 —  —
@ (—_-) = — =¢'(8) — p({), CeK. (19)
¢ &
Dosadime-li nyn{ do rovnice (10') '
. =9+ +9
z rovnice (19) pozndme, Ze .
) e 1 _ 1
¢+$¢'+v.=¢(¢)—¢(?)+¢@)[C——?]- (20)
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Ponévadz u ¢’ pfedpoklddéme prodluZiteluost, tedy omezenost, jest

limg/(¢) [c- 1.] ~0
[¢l-1 ¢

f(0) = ¢*(0) — ¢~ (0), 21

éimZ je v podstaté problem preveden na probléin Hilbertiv v nej-

jednodus#im tvaru; jeho feSeni Jest

a tedy jest

d
o(z) = Tm f(o) 7
Y

- T Pala), (22)

kde P,, jest polynom n-tého stupné.

Tento polynom uréime z podminek, aby podle {18) ¢ méla pél prvého
stupné v (00) a aby p({) vypodtené z (19) bylo reguldrni v K.

Lze ukézat, Ze vypodet konstant polynomu je moZny tehdy a jen
tehdy, kdyZ je splnéna momentovi vyminka rovnovéhy. Spliuje-li f
t. zv. podminku Holderovu, lze ukizat, Ze ¢ ]e skutedné i‘eﬁenim pro-
blému.

Dalsi préce v pruZnosti zalolené na.-theom komplexni proménné
a vysledeich Muscheli§viliho provedl jiny sovétsky matematik Michlin.
Michlinova hlavni my8lenka pozistivéd v uZiti Schwarzova jddra. UZitim
theorie Schwarzova jadra ukézal Michlin na mo¥nosti praktického fefen{
algoritmy (Sobolev, Michlin, Gorgidze).

Zatim jsme stdle pfedpokléddali, %e oblast je kruhové. Vlastnosti
kruhu, zejména symetrie, jsme vyuzili podstatné. Je zfejmé, e podobne
jednoduché feseni bude v phpadé poloroviny. Kdy% oblast neni ani kru-
hem ani polorovmou potom jest problém obeécnd zna¥né komplikovany.
V ptipadé, Ze zndme konformnf zobrazeni kruhu na oblast, feSeni se
z;ednoduél Resen{ potom se prevadf na integralni rovnici tvaru

¢'(05) + 5 f K(0y,0) ¢'(0) do = A(ay).

Tato rovnice sice nenf Fredholmova ale lze ji pievésti na soustavu dvou
rovnic tohoto typu.

V piipads, %e zobrazeni jest funkce raciondln{ lomen4, potom jadro
je rozpadlé a Fefeni mé tedy konedny tvar.

Konformn{ zobrazeni lze viak také obe]iti Problém vede na rovnici
stejneho typu. Lze ukézat (Serman, Michlin), %e charakteristickd &isla
rovnice jsou kladnd, vétdi nez 1 a tedy postupné aprommace jsou
konvergentni.
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Nade ivahy tykaly se zatfm oblast{ jednoduse souvislych. V pipads,
%e jde o mnohondsobnd souvislé Jordanovy oblasti (hranice jsou jednodu-
ché, dostatednd hladké k¥ivky) potom lze op&t pfevésti problém na
integrélni rovnice. N&kdy, kdyZ problém pruZnosti pro vnéjiky kifivek
jest FeSitelny, potom toho lze udinné vyuzit. Déle je nékdy velmi Géinnd

" Michlinova methoda Schwarzova algoritmu, nebot jak bylo uk4zano,
jde o procesy konvergentni.

Stdle jsme predpoklddali, %e hranici tvofily kiivky dostatetné
hladké. V piipadd kiivek s konednou rotaci (Magnaradze) lze ukézat,
%e integralni rovnice zustanou stejné, berou-li se integraly ve smyslu
Lebesgueové-Stieltjesové a pro tyto rovnice plati viechny Fredholmovy
véty.

Ktivka s kone¥nou rotaci jest takové kiivka, u niy uhel tedny
8 osou (definovany skoro viude), tvofi funkei s konednou variaci.

Jedtd nékolik slov o dalfim rozvinuti theorie analytickych funkei
v theorii pruZnosti. Jak ukézaly préce, na pt. Lechnického, Michlina,
Sermana, Vekwry Luzinovy, lze rozvinouti myslenky Muscheligviliho
na rovinny problém pruZnosti anisotropnich a nehomogennich hmot.
Déle jest zfejmé, Ze dalsi uZiti jest v theorii desek a vSude tam, kde roz-
hodujici roli hraje funkce biharmonickéd. Nutno ov8em zdfiraznit, %e jest
dile%itd formulace okrajovych podminek, na pf. pfi deskéch nelze dobfe
uziti methodu Musehehévxhho, kdyi nékteré okrajové hrany jsou volné
(nepodepi‘ene)

Ukézali jsme si ndznakové myélenku zaveteni theorie komplexni
proménné do matematické theorie pruZnosti. Jest jesté fada jinych
.zphsobu pfi feSen{ problémf pruZnosti zejména variadni methody a dvojne’
Fourierovy fady, aviak o téch se nebudeme vzhledem k omezenému
rozsahu zminovat. Dotkneme se viak jeStd jiného problému, ne sice
spec),flokého pro rovinou pruinost aviak majfcf velky prakticky a theore-
ticky vyznam; jde o princip Saint-Venanta.

Vratme se ke vzorcim (11)—(15) na strané 234. Studujme posloup-
nost funkei ¢, ¥, pfisluinou funkeim f, podle (11) a (12). Snadno na-
hlédneme, %e kdy? f, konverguje skoro viude k 0 a |f,| < M, (i=1,...)
potom ¢,,, v, Konverguje k nule skoro stemomé’rné na oteviené mnoziné
vnittku kruhu, coZ jest vlastné tvrzeni principu Saint Venanta ve velmi
obecné formé pro kruh. Vidime zde moZnost definice osamélych bfemen,
‘0 kterych jsme ze zatitku mluvili.

Saint Venantiiv princip rozumi se obvykle ponékud uzeji. Citujme
zde formulaci Loveho: Podle tohoto principu nap¥ti vyvozend v télesech

. rovnovdénym systémem sil piisobictm na malow édst povrchu jsou zanedba-
telnd ve vzddlenoah dosti velké ve srovndni 5 vehkostt plochy, na nif sily
‘phisobi.
"~ Saint Vena.nt vyslovxl svﬁ] princip na zékladé experimentélnim.
V knihéch jest tento princip formulovén podobné jako u Loveho a vidy

’
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bez jakéhokoliv dftkazu. V literatufe ¢asopisecké je pomérné mdlo
pojednéni zabyvajicf se timto problémem. V jednom z nich Mises
poukazuje na nejasnost formulace Loveho s hlediska fysikdlniho a na-
vrhuje formulaci jinou: Jestlife stly piisobict na t&leso jsou omezeny
na nékolik malgch éasti povrchu, potom v konedné vzddlenosti od téchio ploch
jest napétt a deformace fddové mendt, kdyZ na kaZdé z téchto ploch jsou sily
v rovnovdze, nef kdyz v rovnovdze nejsou.

Uvedli jsme tedy matematickou formulaci pro kruh, v obecném p¥i-
pads by musela byti podobné. Mimo to byly uvedeny formulace fysik4lni.
Pripomeiime si jestd, jak se uzivé Saint Venantova principu a ukazme si,
%e toto uZfvéni neplyne ani z jedné z téchto vyse uvedenych formulaci.
Tak na p¥. pki Fefeni napjatosti nosniku rovnomérné zatizeného (obr. 2)

d b
JERERRRRINERNdNN
Q Q
x
) HC M
Obr. 2. Obr. 3.

8 pomoci polynomi (Airyho funkce) vychézi, Ze misto skutedné okrajové
podminky na &elech X, = 0 jest X, & 0’ aviak tato napéti tvoii sou-
stavu sil, ekvivalentni nule. Nyni se usoudi podle Saint-Venantova
principu e v dostatedné vzddlenosti od téchto &el (asi trojndsobnd veli-
kost &ela) jest vliv napéti X, na delech zanedbatelny. Jest zfejmé, Ze
toto tvrzen{ naprosto nen{ opodstatnéno Saint Venantovym principem
ve tvaru vySe uvedeném.

Mimo to jest rovnd% naprosto nejasné, co je to vliv zanedbatelny
a jak dalece jest opravnéné obecné tradovan4 these trojnésobku. Uvedme
jeitd pFiklad, kdy% Saint Venantiiv princip ve tvaru prdvé uzitém vibec
neplati.

Mgjme ocelovy I profil (obr.3) zatiZeny na pfirubdch napétim linedr-
né rozloZenym, kterd tvofi stejné nenulové momenty opaéného smyslu.
Potom jak pokusy dokézaly, ani ve vzdélenosti rovné 20 vyskdm profilu
neni naméhéni zanedbatelné. Jest sice pochopitelné, Ze vzhledem
k tomu, Ze stojina jest slabd, Ze napéti se vyrovnévad velmi pomalu
a tedy Saint Venantiv princip neplati, ale jest to ukdzkou, Ze nenf moZno
se na tento princip mechanicky spoléhat. Tento piiklad neni oviem
protipHkIladem proti formulacim uvedenym ze zadétku.
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. Domnivédme se, Ze Saint Venantlv princip neni naprosto mate-
maticky fundovén, adkoliv .hraje podstatnou ulohu i v matematické
theorii prutnosti. Jest tedy toto pole velmi vdééné pro kazdé piisobeni.

Podali jsme zde struény referdt o rovinné pruznosti. Samozfejmé
tento referdt zdaleka ani nenaznaduje celou 8iiku moZnosti fefeni pro-
" blému rovinné pruznosti, ani jeho problematiku, a to ani v pf¥ipad$ uziti
analytickych funkei.
Chtéli jsme hlavné vyzvednout methody, pfi niz okolnost, Ze jde
o rovinny problém pruZnosti hraje rozhodujicf roli. Samoziejmé ani toto
pole jsme zdaleka nevyderpali. Chtéli jsme v prvé fadé alesponl &dstednd
naznadit problematiku a fefeni sovétské 8koly Muscheli§viliho, methody
zaloZené na theorii funkei komplexni proménné, methody zpracované
'do velké theoretické hloubky a sifky.
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