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CGasopis pro pdstovani matematiky, ro&. 77 (1952)

SKALARY KRIVOSTI NADPLOCHY VNORENE
DO EUKLIDOVSKEHO PROSTORU
A JEJICH GEOMETRICKY VYZNAM

FRANTISEK NOZICKA, Praha.
(Doglo dne 4. bfezna 1952.) 513.736.8

Je dobfe zndm vyznam tak zvané stiedni kfivosti H a Gaussovy kfi-
vosti K pro plochu v trojrozmdrném prostoru euklidovském. Ugelem
predloZené préce je definovat vhodnym zpusobem skaléry kiivosti pro
nadplochu ve vicerozmérném prostoru euklidovském tak, aby piipad
plochy V4 a E; byl speciadlnim pi-ipa.dem této theorie a déle najit pokud
mozno jednoduchy geometricky vyznam téchto skalédri. Studium
defmovanych skaldra a nadplochy samé, jakoZ i podané geometrické
mterpretace jsou provedeny uzitim sférického zobrazeni nadplochy,
t. j. zobrazenim nadplochy na nadplochu kulovou. ‘

1. Uvodni poznimky.

V euklidovském prostoru E, ., o n'—}- 1 dimensich s kartézskymi
pravothlymi soufadnicemi z4, 4 =1,2,...,n + 1, je ddna nadplocha
V., o = dimensich parametrickymi rovnicemi

rd=z4&2), A=12,...,n+1; 6=1,2,...,n. 1,1)
V daldim budeme pfedpoklddat, ze funkce x4 = z4(£*) maji spojité
parcidlni derivace asponi druhého fidu podle parametrii & a déle, Ze

hodnost matice
A
(BL, B3,..., Brtl), B4 = g;; (1,2)

je v kazdém bodé uvaZovaného oboru rovna n.

Oznadime-li g ,, metricky tensor prostoru &, ,,,') potom mdukovany
metricky tensor nadplochy V,, je takto definovadn

AUy = gAIBI{Bz' (1,3)
Pongvadi predpokladdme, %e 24 — x4(£*) jsou redlné funkce redlnych

1) Tedy podle pfedpokladu g p — Opro A = B,d4ps=1 prod = B; A,B =
=12..,n+1
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parametrt £2, plyne z (1,3) a pfedchozich pfedpokladd, Ze tensor a,, je
positivné definitni.

Jednotkovym tednym vektorem variety V, nazyvame vektor 7',
ktery je feSenim rovnic

BT, =0, g#T T, 1, (L4)
" kde g4% je kontragredientni tensor k tensoru g,,. Snadno nahlédneme
Ze za nafich pfedpokladi je rovnicemi (1,4) vektor 7', aZ na:znameni
uréen jednoznadné.

Vektor N4 takto definovany .

N4 = g4sT, (1,5)

nazyvédme normélou varlety V,. Jezto vektor T . ]e rovnicemi (1 4)
definovén a% na znament, je vektor N4 definovén rovné% a% na znameni.
K viili jednoznaénosti vektoru N4 (a tedy téZ 7',) volme vidy takové
znameniu fefenirovnic (1,4), aby determinant ze slozek B# a vektoru N4
byl vidy kladny, t. j.

B, B, ..., Byl

Bl, B ..., Br+l
................ > 0.2) (1,6)
| B, B2 o Bn+l

Druhym metrlckym tensorem vanety V nazyvame tensor A, ] takto
definovany

0
hop = BgaﬂTA (,a,, = —@) L7y

Oznadime-li {7} koeficienty indukované konexe ve V,, kde
{#} = 3a*%(04a,s + aydﬂd‘ — 0504,),%) .
Kaﬂyd = 2(8&{5]’7} + {lati,m}{ﬁf‘y} (1:8)

jest tensorem k¥ivosti prostoru V,,.

V daldim budeme se téZ odvoldvat na dva zndmé vztahy a to
Gaussovy rovnice

.....

Kaﬂ'yd - 2h6[¢ £y (Kaﬁyd - K p.d)’ ) . (1:9)
a formuli Weingartenovych
0,N4 = h, a8 B}. o (1,10)

potom tensor

3) Z ptedpokladu plyne, snadno, %e determmant (1,6) nemiize byt v uvatova-
ném oboru variety V,, roven nule.

3) a9 je kontragredientni tensor k tensom a,s ve Vy.
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" Ke konci této ivodn{ staté pripojme jesté tyto pozndmky:
budteZ v4, w4 dva libovolné vektory v B, 4,
potom modulem vektoru v4 (modulem vektoru w4) nazyvdme skalar

902 0%, (g 50 *0?). (1,11)

a mirou vektoru v4, (w4) skaldr

+ Vo ®?  (+ Vguww?) (1,12)
Uhel 9 vektord v4, w? je definovan vztahem
B
cost = gas?w

, (1,13)
+ Vi0usr*®) - Gope®®)
pfi SemZ udinime dmluvu, Ze dhly v K, , budeme métit od nuly do n
(pfedpokldddme samoziejmé, Ze v4, v® nejsou nulové vektory).
BudteZ nyni 'v‘ V4, . v‘ l<p<n-+1) p vektort v n&jakém
2

bodé P prostoru E,,+1 Tyto vekbory def1nu11 v tomto bodé P p-vektor

v4p4 o4 se slozkami ne vesmés rovnymi nule, jestlie vektory
n 2 7]

v4, . v‘ jsou v P linedrné nezévislé. Modulem p-vektoru v4w4s ... v4p
1 2 v]
nazyvéme pak skaldrt)
M = Gu,4,94.8, +-- 4 5 V04 .. vi0BWE | pBp (1,14a)
(@ P2, Pl 012 ?)

JeZto ndm jde stédle o redlné velidiny, snadno nahlédneme, Ze
m > 0, pfibem% znameni rovnosti plati tehdy a jen tehdy, je-li

(v)
[v4, v" ., v49] =0, t. j. jsou-li vektory v‘ ;J‘ ,v‘ l<pZn+1)
1

?
hneé.rne zavislé. To plyne z toho, Ze tensor gazje posmvné definitni.

Modul m méizeme té% psét v libovolném z t&chto tvari:
»

;m‘) = glelelgAnanl 94 ]B,,'UAVU SRR e B vﬂp, (1’14b)
D,

p 12 P
M = VpUs, ... Vp VWP .. VPP, vy =g 04 (1,14c)
» 2 pl (1 2 7] i i
Jako miru p-vektoru v4w4: ... v4» definujeme pak skaldr
12 7]
+Jm. (1,15)

(»)
BudteZ nyni v4, 'w4 o 'v‘4 l<p<n-+1) hneérné nezavislé vek-
1
tory v bodé P prostoru E',,+1 a w ,wa, L, wd linedrné nezévislé vektory
2 ?

- 4) Viz na pf. E. Cartan: Leqons sur la Géométme des espa.ces de Rlemann,
Paris, 1928, str. 15.
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v bodé @ prostoru E,., (bod @ mbze byt té% totoiny sbodem P).
Jako tihel p-vektorli v4w4s . y4s, w4w4s ... v4» pak definujeme thel &

1 2 p] [1 2 7]
v intervalu 0 < 9 < x tak, e

9[41]3,194,]&] gAp]pr‘lv‘n . vdrwBawBs |, wPP
cost = 12 » 102 ?_5) (1,16)
+ Vm(v) . m(w)

(») ()

2. Hlavni kFivosti a skal4ry K variety V, vnofené vE,,
@

Budiz a,, prvni metricky tensor a k,, druhy metricky tensor variety

V., vnotené v K, (viz (1,3), (1,7)). Hlavnim smérem v bodé variety V,,

nazyvdme smér kaZdého nenulového vektoru u* ve V,, vyhovujiciho
rovnicim

hyuv = sa,,u, 2,1)

kde s = s(&%) je skaldr ve V,,. Relace (2,1) miZeme téZ psat ve tvaru

0 pro & v ~

a__ oSa — o
(h, 86,) wv 0, 6,, N 1 pro & =,

(2,2a)
kde
kg = h,,are. (2,2b)
Z elementdrn{ algebry plyne: nutné a postadujici podminka pro to,
aby existovalo nenulové fefenf ¥ rovnic (2,2a) je
Det[h2 —86%] =0 (x,v=1,2,...,n), (2,3a)
coz jest (v uvaZovaném bodé variety V) algebraickd rovnice v s stupné

n-tého piisludnd systému rovnic (2,2a), tak zvand charakteristickd rov-
nice systému (2,2a). Rovnici (2,3) miZeme psat struénd ve tvaru

n
Z(— 1T Ks" T =0, (2,3)
r=0 (r
kde jsme poloZili pro strudnost
K=1
0 .
K=h; =~ (2.4)

) )
K = k3 ... b3 pro 2 < r < m.8)
()

5) Pomocf v&t elementarni algebry snadno nahlédneme, %e vyraz na pravé

strand v (1,16) je v absolutni hodnoté vidy mensi, nebo roven .1 pii m(v) £ 0,
m(w) = 0, Viz rovnd% pozndmku 4%).
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Definice 1. Skaldr K (1 < r < n) z rovnic definiénich (2,4) budeme
(r)
nazgvat r-tou kfivostt nadplochy V, vnorené v Ep;.

Je nyni zndmo,?) Ze rovnice (2,3), za vpfedu uvedenych piedpokladd,
m4 n redlnych kofent s, s, ...,s. Velidiny s (1 =1, 2, ..., ») jsou vnitf-
1 ;

2 n T
nimi veliinami (skaldry) nadplochy V,, a jsou v kazdém bodé variety V,,
(kde plati nase pfedpoklady z § 1) jednozna¢né uréeny. Skaldry s (1 =
¢

=1,2,...,n) nazyvdme hlavnimi k¥ivostmi variety V,. Z diferencidlni
geometrie metrické je nyni ddle zndmo8), %e v piipadé, kdy s, i =1,
i

2,...,mn jsou vzajemné rizné v bodé nadplochy, jsou rovnicemi (2,1)
v uvaZovaném bodé jednozna¥né urdeny sméry u”, + = 1, 2, ..., n, defi-
5

nujici v onom bodé sméry hlavni a dile, Ze tyto vektory jsou vzdjemné
kolmé, t. j. — za piedpokladu, Ze u* jsou jednotkové vektory — plati
i

0 pro ¢ 57,
Ayb — ".':1,2,..., . 275
a’\"?? 1proi=7’,z7 " (2:5)

Avsak i v pfipadé, Ze rovnice (2,3) md vicendsobné kofeny s, je
i
mozno vidy najit » jednotkovych vektort w?, ¢ =1, 2, ..., n, vyhovu-
i

jicich podminkdm (2,3), (2,5). Tyto vektory definuji opét v uvaZovaném
bodé nadplochy hlavni sméry, i kdyZ v tomto pfipadé nejednoznalné.

Véta (1,2). Skalary K, 1< r < n jsou elementdrnimi symetrickyms
r)
funkcems hlavnich krwostz s (t=12,...,n), 1. 7.

E=s+4s+..+s,
@ 1
_ss+ss+ +ss —i—ss+ —{—ss—}—sa—{- .4 s s,
@ 12 n—1ln
K=ss...8,
(n) 12 n
tedy struéné
K=-}-28:S...:9(1§1‘§_7&), (2,6)

8) Viz J. A. Schouten-D. J. Strnik: Einfiihrung... I, str. 39, uloha 3.5.

") J. A. Schouten-D. J. Strnik: Einfiihrung in die neueren Methoden der Dif-
ferentialgeometrie II, str. 70.

8) Viz 7).
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kde séitdme pres vdechny indexy 1i,,1,,...,1,=1,2,...,n navzdjem
rizné.

Tato véta plyne ihned z (2,3b) na zédkladé zndmych vlastnosti kofent
algebraické rovnice n-tého stupné.

3. Jiny tvar skalara K.
(r)

Nyni budeme uvaZovat pfirozené r takové, ze 2 < r < n.
Véta (1,3). '
Jest

K= %Kaﬂwaasaﬁy, (3,1)
0

5

Dikaz: Z Gaussovy rovnice (1,9) dostaneme ihned vztah (3,1).
Pozndmka: Pro n = 2 je skaldr K identicky s Gaussovou kiivosti
(2)
pro plochu v prostoru K.

Véta (3,2). Pro2m < n (m > 1 pfirozené &slo) je

— a*b ... a%mPam.
@em 2™

["‘1“2l‘62‘31!K”‘.«x"‘.al'34‘93l o K“Zm-1“2m1ﬂ2mﬂ2m—~1
Dikaz: z Gaussovy rovnice (1,9) plyne

Kl“n“a‘ﬁaﬂ{l’ K“a“‘imaﬁal Tt K“zm—-l“zmmzmﬁzm—d =

= 2h51[[“1ha2]lﬂle'xs“dﬂAﬂal e K

%am - 1*2mIPamPom —1
= 2hg (o haip,| Kouippy) - K By =

%am—1%2mPamPam—1

2%hp (o a8, B P, 1 8,1 K o 186 -+ K = atd.;

Fam—1% amIP amP am —1
po m krocich dostaneme zfejmé
K[“l“zlﬁzﬁllK“s“Jﬂ‘:ﬂal oo Ka am—1%amPamPam—1 = A
= 2mh[”‘llﬂllh“2]ﬂzl cee hazm]ﬁzm'
Jest viak vzhledem k (2,4)
' hio g8 Ryl -+ 18, 051P10%P0 . 0% mPom =
‘= Ry - By = K.
. (2m)
'Odtud a z pfedchozfho plyne ihned vztah (3,2).
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Poznédmka. Z (3,2) plyne, Ze je moZno viechny skaldry K se sudym
r

indexem r vyjddFit pomoct metrického tensoru nadplochy a jeho parcidlnich
derivact prvého 'a druhého Fadu. Tento vysledek je zobecnénim Gaussova vy-
sledku pro plochu v trojrozmérném prostoru euklidovském (tento specidlni
piipad plyne z piedchoziho pro n = 2).

Véta (3,3). Pro 3< 2m + 1< n (m ... pfirozené ¢islo) je

K

(2m+1)= 2m K[“l“zlﬁzﬂ1|K°‘3“4lﬂ4ﬂal

h a*P1a%bs ... a%m-1Ps
agm—1%emlPamBam —11 Fam 41 Pamer” 110 E 2 moliamEl

Dikaz se provede analogicky jako ve vété (3,2).

4. Geometricky vyznam skalari K.

()
n-rozmérnou nadkouli v prostoru E,, o poloméru B > 0 a o st¥edu
0(z4), A=1,2,...,n 41, nazyvdme mnoZinu viech bodl X(z4), pro

3

néz plati
n+1

3 (04—t = B, (1)
a=1 0
Pii demz 4 jsou pravouhlé kartézské soufadnice bodit v B, ;. Sestrojme.
v kaZdém bodé variety V,, dané rovnicemi (1,1) normdlu N4 [viz (1,4),
(1,5), (1,6)]. Definujeme nyniv E,, funkce Sx4(&*) takto:

A=12...,n+1,

2
x=1,2,...,m. (*.2)

wh = ot NA(E),
0
Tim jsme pfitadili kazdému bodu variety ¥, jednoznaéné bod o sou-
fadnicich %24 v B, ;. Jezto N4(£*) jest jednotkovym vektorem v E,,,
je zfejmé '

n+1
p (sxA S zA)2 — gu}(sx.i — x‘)(’x”— x") — gABNANa = 1.
A4=1 0 0 0

Odtud plyne ihned, Ze body o soufadnicich 5z4 (4 =1, 2, ..., n 4 1) lei
na jednotkové nadkouli v E,, 4.

* MnoZinu bodi o soutadnicich fz4 [definovanych v (4,2)] nazyvdme
sférickym obrazem uvaZovaného oboru nadplochy V,, (viz pfedpoklady
v§l.

UloZme si nyn{ kol najit nutné a postadujici podminky pro to, aby
rovnicemi (4,2) byla definovdna p-rozmérné varieta, ve V,, 0 p< n
(lokéIng).
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Véta (4,1). Nutnd a postadujici podminka pro to, aby sférickym obra-

zem variety V,, byla varieta p-rozmérnd (0 < p < n) jest: hodnost matice
(0,N%, 0,N2, ..., 0, N"+1) ' 4,3)

jest p.?)

Ditkaz: Véta (4,1) je specidlnim pfipadem véty: Nutnd a postadu-
jlei podminka pro to, aby parametrickymi rovnicemi

Y4=Y4ys), 4=1,2,...,n+1 a=1,2,...,n

byla (lokélné) definovéna varieta p-rozmérné v E,i, (0 < p< m), jest:
hodnost matice

oYl oY? oyn+1
aya’ aya’ o aya

jest p (tedy v Zddném bodé uvazovaného oboru neni hodnost vétsi nez p

a asponl v jednom bodé je rovna p)?). Nutnost podminky této véty plyne .

z lokdlni definice p-rozmérné variety, postaditelnost véty pak z theorie

zévislosti funkei. V nafem piipadé je

0Y4 ON4
Ea
Vita (4,2). Hodnost matice (4,3) a matice
(aaTl aasz’ AR aaTn+1) (4:’4)

jsou v kaZdém bod€ variety V, (za platnosti predpokladdi, v § 1 vymezenijch)
stejné.

Dikaz: Podle (1,5) je totiz N4= g48T,, kde

/ 1 pro 4=RB

g 4B \0 A
pro A = B
a tedy
’ 0, N4 = g4*0,T ;= g*4 0.1, = aaTA

v uvazovaném bodé§ variety V,. Véta plyne zfejmé téz z toho, Ze v B,
pii kartézskych pravothlych soufadnicich jsou kovariantni a kontra-
variantn{ sloZky vektorii stejné co do hodnoty. '

Yéta (4,3). Necht hodnost druhého metrického tensoru b,z jest v néja-
kém bodé variety V,, rovna p (0 < p < n). Potom matice (0,11, 0,T5, .- .,
cves 0T 1) md v tomtéZ bodé variety V ,, tutéf hodnost.

Dikaz: Nechf za prvé jest -

a) hyp =0 (t. j. p= 0). Potom podle (1,7) B2 0,7, = 0. Aviak T,

. 9) Stadi zfejm® predpoklédat, Ze aspoii v jednom bod& variety V, je hodnost
matice rovna pravd p. Ze spojitosti plyne pak ihned, %e existuje celé okoli enoho
bodu, kde hodnost uvaZované matice je rovnéz p.
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je feSenim rovnic BAT,= 0 (viz (1,4)). Nejobecnéjsim i"eéenﬁﬁ rovnic
predchozich jest *T', = kT,, kde k = k(&%) je skaldr ve V,. Odtud a
z rovnic BZ 0,T, = 0 plyne existence vektoru k, tak, Ze
04T, = k4T, (4,5)
Ponévadz viak (viz 1,4) g42T T, =1 a tedy
aa(gABTATB) = 2gABTA aaTB =0,
plyne odtud a z (4,5)
gABTA naTn = kﬂgABTATB = kﬂ =0,
z &ehoZ vyplyvé podle (4,5)
8 ﬂT 4 0.
Tedy: hyy =0 = 2,7, =0. Tim je piipad p = 0 ovéfen.
b) Nechf hodnost tensoru 4, je v n&jakém bodé variety ¥, rovna 1
(t. j. p=1). Pak aspon jedna sloZka h, g, tensoru k,g je rtiznd od nuly.
Podle (1,7) je viak .
h“:ﬂz - B aﬁlT =i: 0
odkud plyne ihned, Ze 0pT, neni pro kazdé A rovno nule. Je tedy
hodnost matice (4, 4) nejméné rovna 1 v uvazovaném bodé.
Podle Weingartenovy formule je (viz (1,10))
» 0,N4 = h,za?’B}
a tedy
a[“xNAl a‘x:]NA' = h[“xlﬂxlh“:]ﬂxaﬁldla’ﬁidlBg:Bg: = 0’
nebot hodnost tensoru 4,4 je podle pfedpokladu rovna 1. M4 tedy matice
(4,3) a podle véty (4,2) téZ matice (4,4) hodnost nejvyse 1. Je tedy hod-
nost matice (4,4) v uvaZovaném bod& variety rovna pravé jedné. Tim je
piipad p = 1 vyftizen. :
¢) Nechf tensor k,; md v bod$ variety ¥, hodnost p (2 < p < n).
. Potom existuje aspori jeden subdeterminant ¥adu p.
hisjibalgl -« Rapigg + O . (4.6)
v uvaZovaném bodé variety V,. Pak jest podle (1,7)
0 =‘= h[“xlﬁxlhlfhlﬁsl e k“g]ﬁp = BA:B;: e B;z a[“xT“xl a”‘l TI‘;[ A a“r]T-‘D'
. Odtud plyne ihned, Ze hodnost matice (4,4) je nejméné rovna p v uvazo-
vaném bodé.
Z Weingartenovy formule (1,10) plyne pak
O1a, N41 05, N4s ... 0, N4» Oy, ) N4p+1 =
= sl ihalpy - haplﬂpl"’ﬂﬁ1lﬂp+'iaﬂ‘6'a’ﬂ'd' e

a,ﬂzH-ldiH-lB;:Bs' . B3Pl —

P+1

ap+1)
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nebot podle pfedpokladu je hodnost tensoru 4, rovna p.1%) Z predchoziho
plyne v8ak ihned, Ze hodnost matice (4,3) a tedy podle véty (4,2), téz
hodnost matice (4,4) je nejvyse rovna p v uvazovaném bodé.

Je tedy hodnost matice (4,4) rovna pravé p. Tim je véta dokdzéna.

Véta (4,4). Nutnd a postadujict podminka pro to, aby sférickym obra-
zem variety V, byla varieta p-rozmérnd V, (0 < p < n) jest: hodnost dru-
hého metrického tensoru h, gz variety V., jest rovna p aspori v jednom bodé
variety V,11) a v Zddném bodé této variety nent vétst neZ p.

Tato véta je bezprosttednim dusledkem vét (4,1), (4,2), (4,3). Je-li
totiZ hodnost tensoru %, 4 rovna p (aspoii v jednom bodé, v Zidném bodé
v8ak neni v&tsi neZ p), potom podle véty (4,3) md matice (0,7, 0,7, ...
ee0s 0, pty1) & tedy podle véty (4,2) matice (0,N%, 0,N? ..., 0,Nn+1)
tutéz hodnost.

Podle véty (4,1) je pak sféricky obraz variety V, varieta p-rozmérna.
Necht je, za druhé, sférickym obrazem variety V, varieta p-rozmérna
*V . Potom podle véty (4,1) mé matice (4,3) a podle véty (4,2) téZ matice
(4,4) hodnost p. Podle véty (4,3) pak tensor 4, ; ma rovnéz hodnost p.

Véta (4,5). Nutna a postadujict podminka pro to, aby sférickym obra-
zem variety V, byla varieta p-rozmérnd V, (0 < p < n), jest:

K=K=..=K=0 (4,7a)
(r+1) (+2) (n)
(. . ve vdech bodech uvaZovaného oboru variety V,) a aspot v jednom bodé
variety V, je
K =+ 0.12) (4,7b)
. (»)

Dikaz: DokdZeme nejdfive nutnost podminky véty. Necht tedy
sférickym obrazem variety V, je p-rozmérnd varieta ¥V, (0 < p < n).
Potom, podle véty (4,4) je hodnost tensoru k, 4 nejvyse rovna p v bodech
variety V,. Z defini¢nich rovnic (2,2b), (2,4) pak plyne ihned K =

(»+1)
=K=...=K =0 ve viech bodech variety V,. UvaZujme nyni t¥i
(p+2) (n) ) , ’
ptipady:'?)

a) p=0, t. j. h,p =0 ve viech bodech variety V,. Potom podle
defini¢nich rovnic je K = 1 a tedy (4,7a), (4,7b) v tomto pi¥ipadé jsou
sprévné. © ‘

10) Jeo-li p = n, potom je zfejms h[x,(B,|s - ++» Ray1]8s+1 = 0, nebot provédime
alternaci pfes vice ne% n indexu.

1) Zde plati analogické poznémka pozndmce 9).
12) Ze spojitosti funkce K plyne ihned, Ze existuje celd oblast, kde K == 0.
(») ®)

13) Pro dikaz nutnosti podminky (4,7b).
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b) p=1; potom aspoii v jednom bodé variety V, je hodnost ten-
soru h,z rovna jedné'?). Necht bod x4 = z4(£§) [viz (1,1)] je bodem va-
0

riety V, takovym, %e pro n&j hodnost tensoru h,gz je rovna jedné. Potom
v tomto bodé aspoii jedna sloZka tohoto tensoru je riiznd od nuly, t. j.

(h'a.ﬂ)fl' =+ 0 (498)
asponi pro jednu dvojici indexu «, f.

Pro strudnost necht symbol ( ), znaéi hodnotu vehélny v zdvorce
v uvaZovaném bodé z4 = x*‘(:f“) Necht (n"‘)o jsou jednotkové vzajemné

0
kolmé vektory v hlavnich smerech v uvazovanem bodé.1%) Vztahnéme
nadplochu ¥, k novym parametriim #* takto zavedenym (coz je lokdlné
mozné)
=&+ )y x,0=1,2,..., n (4,9)
e e

Ziejmé vyjadiuji rovnice (4,9) v okoli bodu uvaZovaného, ten v to
poditaje, transformaci parametrii. Oznadme po levé strané hvézditkou
veli¢iny v parametrech 7*. Pak je v uvaZovaném bodé

0&v okn
‘(*aaﬂ)o (a anﬂ aﬂ(E)) ( 0(71,‘)0(7;/‘)0)’ ) (4>103‘)
o&v 0&v
(*hop) = (a,,]a 8 8 hog(& )) (hvﬂ)o(fy)o(?")o' (4,10b)
Odtud plyne ihned podle (2,5)
(*ayp)o = 0 pro &« + B, (4,11a)

z (4,10b, a) a (2,1) pak
(*haﬂ)o = (hi'p)o(zv)o(?")o = (S)o(avﬂ)o(nv)ogn”)o = (i*aaﬁ)o

a odtud .
(*haﬂ)o =0 pro « =+ ﬂ (4’11b)

Jezto podle piedpokladu je hodnost tensoru A,z rovna jedné v uva-
Zovaném bodé, existuje v uvaZovaném bodé pravé jeding slozka

(*heo & 0; (*hy)o= 0 pro o + i (4,12a)

pro'néjaky pevny index i (¢ = 1, 2, ..., n). Jefto hodnost tensoru a,, je
pro body variety V,, rovna n a tedy tez hodnost (*a,p)0 je rovna n, plyne
z (4,11a)

(*age)o =0 pro a = 1,2,..., 7

14) Takové vektory je moino vidy uréit (viz zadétek § 2).
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Je tedy podle definiénich rovnic (2,4), (2,2b)
(K)o = (*K)o = (*hi)o = (*haa*a*h)y;

odtud a z (4,12a), (4,12b) plyne (nes&itdno ptes ¢)
E{)Qo = (*h;;*a*)y + 0.
Tim je nutnost podminky (4,7b) pro ptipad p = 1 dokdzéna.
c) 2< p< n. Potom, podle véty (4,4), aspoii v jednom bodé
x4 = z4(£}) hodnost tensoru A,z rovna p. Transformujme opét parametry
0

v okoli uvaZovaného bodu podle (4,9). Potom plati jednak vztahy
(4,11a, b), (4, 12b) a dile je pravé p slozek h““, *Ririar - Fhipi, v UVaZo-
vaném bodsé riizné od nuly, tedy ne méné ani vice. Pak je viak podle defi-
ni¢nich rovnic (2,2b), (2,4)

(K)o = (* K)o = (*R{L*R .. *RiE), =

(»)
= (*Aa,jm hﬁ:l“xl oo *hpgapatti¥anat | *eorin) —
= (Phii,*hig, .- - *hig *ati*ali | *aisin)) £ 0, (4,13)
pfi dem? neséitdme pres indexy ¢, (k =1, 2, ..., p). Tim je v8ak nutnost

podminky (4,7b) pro ptipad 2 < p < n dokézéna. Uvézime.li jesté po-

d4tek ditkazu (pfed pipadem a)), mdme tak nutnost podminky véty do-
kézdnu.

' Pro diikkaz postacitelnosti podminky véty predpokla.de]me, Ze pro

varietu V,, pla.tl podminky (4,7a), (4,7b), t. j., Ze pro varietu ¥V, je

K = =..= K =0 (ve viech jejich bodech) a Ze existuje aspon
(r+1) (p+2) (n)
jeden bod — oznadme jeho soufadnice ve V, &% — tak, Ze (K)0 =+ 0.1%)

Podle defini¢nich rovnic (2,2b), (2 4) je tedy
1 pro p =0

((K)),, = <(haﬂ““ﬂ)o pro p=1
(Praylp, Papy] - - - Paplp,a®Pra®sbs .. a*oPp pro 1 < p < n.

Odtud plyne ihned, %e v uvazovaném bod$ (o soutadnicich £2) je hodnost
tensoru h,; nejméné rovna p. Je tedy, jak plyne ze spojitosti, hodnost
tensoru A, ; vét¥f nebo rovna p v urditém dostatetné malém okolf uvaZo-

vaného bodu. DokédZeme nyni ddle,%e je-li K = K = ... =K =0 (ve
»+1) (p+2) (n)
viech bodech variety), pak ani v jednom bodé variety V, nemize byt

hodnost tensoru k, g vét&i nez p (0 < p < n). Ditkaz provedeme nepffmo,
t. j. budeme predpoklédat, Ze za platnosti (4,7a) existuje aspofi jeden bod
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o soufadnicich &% ve V,, tak, Ze v ném hodnost tensoru hap Je Tovna s, pii
demZ p < s. Vuvahutedypnpada0<s< npfip=0,1<s< npro
p=1,atd. s=nprop=n — 1.

Vztdhnéme varietu V,, (v okoli bodu &%) k parametrim »= transfor-
madnim vztahem

Ea — f“ + m*)yne, x,0=1,2,...,n. 15)
e

Potom v bodé o souadnicich &2 by platilo (coZ je analogickd tvaha jiz
jsme diive dospéli ke vztahtim (4,10a, b), (4,11a,b) — oznadime-li vlevo
nahote hvézditkou velidiny v tomto bodé
1 pro x =§,
—\o pro « =+ f,
| /0 pro « = f3,
"haph = \(s) pro « = p.

(*a,5) (4,15)

Jezto predpokladame Ze hodnost tensoru h,z v bodé o soutddnicich
&2 je pravé s, kde p < s < n, mé matice z tensoru *h, w8 V uvazovaném
bode tedy podle (4,16) matice

(), 0, 0,...,0 |
1

0, (), 0, ...,0 }
2

hodnost pravé s. To v8ak znamend, %e v uvaZovaném bods je prave s &isel

(%) (8)1, cees ( z &isel (s),, (8)y, .- (s)1 od nuly riiznych. Neni na Gjmu
N 1 2

obecnostl predpoklé.dat (ar)1 +0 pro =1, (s) =0 pro j=
=s +1,...,n Podle (2, 6) by v8ak potom bylo v uvaiovanem bodé
| (K= (s8...8), +0,
() 12 8
co% je ve sporu s predpokladem, Ze (K); = 0 pro p < s < n.
8

Tim je dokdzédno, Ze za pfedpokladu (4,7a) nemiiZe byt v Zddném bodé
variety hodnost tensoru h,, vétsi nez p (0 < p < m). Jeito existuji
body, v nichZ je tato hodnost rovna p (jak jsme na za¢dtku dikazu po-
staditelnosti podminky v&ty uk4zali, plyne odtud podle (4,4), Ze sférickym
obrazem variety V, za platnosti (4,7a), (4,7b) je varieta p-rozmérns, jak
jsme chtéli dokazat.

15) Podobného obratu jsme pousili pti dikazu nutnosti podminky véty.
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Ke konci tohoto paragrafu pfipojme jest§ tuto vétu:

Véta (4,6). Nutnd a postadujict podminka pro to, aby varieta V,

v B, byla n-rozmérnou nadrovinow v E 4, jest
K=0pror=12,..,n (4,17)
(r)

Dtkaz: Nadrovinou euklidovského prostoru E, ., (s kartézskymi
pravothlymi soufadnicemi) nazyvame varietu n-rozmérnou ¥, pro jejiz
body plati vztah

240, =0, A=1,2 .. n+]1, (4,18)
0

kde O, jsou konstanty z nichZ aspofi jedna je od nuly riznd, C, rovnéz
konstanta.

Predpoklidejme nejdiive, Ze varieta V,, v B, je nadrovinou, t. j.
Ze mezi soufadnicemi bodii této variety plati vztah (4,18). Neni na
tjmu obecnosti pfedpokldddme-li Cpyy 3 0. Potom miZeme (4,18) pre-
psat na, tvar:

artl = ¢y— X ¢ 2*, kde ¢, = qu«, 1=0,1,2,...,n
k=1 nt+1
Polozime-li _
at=§, 2=, ... an =", (4,19a)
potom jest podle (4,18)
n
an+l = ¢y — X ¢ E*.
k=1
Rovnice (4,19a, b‘)— piedstavuji parametrické vyjidfeni nadroviny
(4,18). Pro nadrovinu (4,19a, b) jest
Opro A +ua, A=1,2,..,m a=1,2,...,n
mzél A=o, A=1,2,..,n (4,20)
— ¢, pro A=n+1, a=1,2,...,n,
tedy v kazdém pFipads je BZ konstantni. Podle definitnich rovnic (1,4),
(1,7) je pak
. B haﬁzBéaﬂTAZ—TAaﬂB:EO.

Z defini¢nich rovnic (2,2b), (2,4) plyne pak ihned

K=0pror=12,...,n.
(r)
Tim je nutnost podminky véty dokazéna.
Predpoklidejme za druhé, pro diékaz postaditelnosti podminky
véty, Ze pro varietu V, plati (4,17) v kazdém jejim bodé. Potom sférickym
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obrazem této variety je varieta O-rdzmémé, t. j. bod (podle véty (4,5)).
Podle véty (4,4) je pak pro tuto varietu ,

_ by =0, 0,=1,2,...,n (4,21)
ve viech jejich bodech.18)

Podle defini¢nich rovnic (1,7) miZeme podminku (4,21) pfepsat na
tvar

B20,T,=0. (4,22)
Ponévad? v nasi definici variety V,, pfedpokldddme, Ze hodnost ma-
tice (BL, B2, ..., B®+1) jest » v kazdém jejim bodé§, je rovnicemi (4,22)

urdeno FeSeni 0,7, a% na multiplikativni faktor. AvSak podle (1,4) je
rovnéi T, feSenim rovnic (4,22). Odtud plyne ihned existence elementu
v, tak, Ze

0T, =vs.T,. (4,23)

Podle posledni z rovnic (1 4) je g4*T T, = 1. Odtud a z (4,23) plyne pak
ihned

Vp=4g 45Ty aﬂT'A =1 a_&g @**T Ty =

t.§. 0T, =0=>1T, je konstantni. Aviak T, vyhovuje (podle (1,4))
rovnicim ‘
ax‘ 8
Odtud plyne :
z4T , = konst.
coZ je rovnice nadroviny v E,,.17)

Véta (4,7). Je-li pro varietw V, v E,;;, K=K =0, potom je
K=0pror=12,...,n (O O]
(n

Dtikaz: Predeviim vime z véty (4,6), Ze existuji variety V, v E,4,
pronéz K = 0, K = 0. M&me tedy varietu V, v B, pro niz

1) (2) . .
KE=K=0. (4,24a)
(1) (2)

s—|—s+...+s:—:0,
ss +ss+ +ss —}-ss—{— +ss+ss+ —|— s =0 (4,24b)

n—1ln

Potom podle (2,6)

16) Jde o varietu ve smyslu zavedeném v § 1, t. j. uvatujme platnost (aspoit
lokélni) pfedpokladi uvedenych v § 1.

17) Jeito g4BT JT » = 1, neni 7' identicky rovno nule
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ve viech bodech variety. Pak je
K2—2K—(s+s+ +s)2——2(ss+ss+ .t s s =

(1) (2) 1 n—ln

= E 88— E ss=2 s2.
k=1ik ik=1¢k 4=14
b

Odtud a z (4,24a) plyne pak ihned E 8% = 0, coz implikuje s = 0 pro

t=1%¢

1=1,2,...,na tedy, podle (2,6), K=0pror=1,2, ...,n
: )
Piiklad. Systém rovnic
2! = Rsinflsin&2siné3 ... sin&P
24 = Rcosé4-1siné4...siné? pro 4 =2,3,...,p (A)
2P+l —= R cos&P ‘
24 =f4lpro A=p+2,p+3,...,n 419

kde R >0 je konstanta, 1 < p< n, definuje (jsou-li x4 pravodhlé
kartézské soufadnice v E,,) n-rozmérnou varietu V,, v K, ;.

Omezime-li se na &€ (0, im)pro x = 1,2, ..., p, & libovolné pro

. A

a=p+1,p+2,...,n +1, potom mame pro elementy E%:

B /O pop<almn
T Naleotgér pro 1< < p
Opro 1a<d—1, p<a<ln
yd 1 a pro
a7 _ 4 =A — .

Ba—_\ x4 tg& pro s =4 —1 A=23 ...p (B)

x4 cotgée pro A a X p

B”+1=<0 pro « = p,
a — x?+1 tg&p pro « =op.

B4 Oproax+4—1 4 - \ \ l
a=N1lproa=4—1 apro A=p—+2,p+3,...,n+1L
Sestavime-li elementy B2, popsané v (B) v matici(B1, B2, ..., Bn+1)19)

a vezmeme-li n-fadovy determinant této matice tak, Ze vynechdme prvni

sloupec a oznadéimedi jeho hodnotu D,, potom se vypodtem ze vztaht
(A), (B) snadno piesvédéime, Ze

D, = (— 1)? R? sin&* sin?g? sin3g3 . .. sinPé?,

18) Pro p = n odpadé 8tvrté z deixménich rovnie (A)
19) Viz (1,2).
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tedy za nasich pfedpokladi (t.j. &2 € (0, 3n) proa = 1,...,p, R > 0) je
D, = 0; hodnost matice (BL, B2, ..., Bt+1) v uvaZované oblasti je rovna
n a tedy v této oblasti definuji rovnice (A) varietu n rozmérnou.20) Pro
prvnimetricky tensor a, , nasi variety dostaneme ze vztaht (1,3), (B)

@y, = R?sin?ge+1 gin2fa+2  sin%?P pro o =1,...,p—1

“pp:Rz : (C)
Gy =1proa=p-+41,...,n+1
a,5=0pro x =4, x,=1,...,n

Po del§im vypotétu dostaneme pro druhy metricky tensor %,z [z definig-
nich rovnic (1,7) a ze vztaht (1,4), (1,6), (B)]

hos =0, je-li asponi jeden index vétsi neZ p. (D)
hag = (— 1)»~? R-1a,,

{Tedy ziejmé& h,z = 0 pro « + g podle (C)].
Ze vztaht (C), (D) a defini¢nich rovnic (2,2b) plyne pak snadno

0 pro B > p, « libovolné
hg = <0 pro kazdé « = f (E)
(—Lr-PR-1proa=p, 1< B p.

Z (E) a z defini¢nich rovnic (2,4) dostaneme

K= (—1)=-nrR-7(®) pro r=1,2,...,p ()
(r

K=0pror=p+1,...,n
(r)

Z rovnic (F) plyne, ze varieta V,, definovana rovnicemi (A) (s uvazova-
nym definidnim oberem). m4 sféricky obraz p-rozmérny. Snadnymi limit-
nimi prechody a vhodnou transformaci soufadnic se d4 tento vysledek
zobecnit na cely existendni obor funkeci z4 definovanych v (A).

Z predchoziho piikladu plynou ihned dva specialni piipady:
a) pro p = n dostaneme z rovnic ()

K = (n) R-Tpror=1,...,n

() r

n-ty skaldr kiivosti této variety je K = R-". Varieta je nadkouli ve £ 4.
(n)

20) Viz podatek dukazu véty (4,1).
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b) Pro n = 2, p = 1 redukuji se rovnice (A) na tvar
! = R sin&', 22 = R cosél, z3 = &2,

co% jsou rovnice pro rotadni valec v K. Zde je K = 0, K = — R-1.21)
(2) (¢Y]

5. Sférické skresleni hlavnich vektora a p- vektora.
Dal$i vyznam skalari K.
(r)
BudiZ ddno n funkef proménné ¢ .
fr=fa(t), x=1,2,...,n, (5,1)
a necht tyto funkce maji tyto vlastnosti

1. pro ¢ = ¢, leZi bod o soufadnicich &% = &=(t,) na varieté V,,, defi-
nované v (1,1);22)

2. existuje otevieny interval (¢;, {;) obsahujici uvniti bod ¢,, takze
pro t e (¢, t,) existuji spojité derivace

dé=
v —’Et-, (x—1,2,...,n, X (5,2)

3. v bodé &3 je hodnost matice (v1, v%, ..., v*) rovna jedné.

Za téchto pfedpokladt predstavuji rovnice (5,1), v dostatednd ma-
1ém okoli bodu &% k¥ivku na nadplose V,, v E,, ., [V, je definovina rovni-
cemi (1,1)]. Tato k¥ivka prochdzi bodem &% a mé v tomto bodé zcela
urditou tednu. Ze spojitosti funkei v* plyne existence teény kiivky ve
viech jejich bodech v dostateéné malém okoli bodu &g.

V dal$im se omezime na takové okoli bodu &% ve ¥, aby tam platily
jednak pfedpoklady z § 1, jednak hofen{ t¥i pfedpoklady 1, 2, 3.

V kartézskych pravothlych soufadnicich v E,4,; je tedy rovnice
kfivky (1,1)

4 =z4f{t)], A=1,...,n+1, 0a=1,...,n (5,3)
Sféricky obraz k¥ivky (5,3) je potom, podle (4,2),
' g4 = g4 | NA[E(D)]. (5,4)
0

Kazdému bodu kiivky (5,3) (v uvazovaném oboru) je tak jednoznaéné
ptitazen bod 2z4 sférického obrazu kiivky. Oznadime-li v4 tedny vektor
k¥ivky (5,3) v E,4,, %04 tedny vektor jejiho sférického obrazu (5,4)
v B4, pak je podle (5,3), (5,2), (1,2), (5,4), (1,10), (2,2b)

21) Posledni vztah zdénliv® nesouhlasi (znameni!) se vztahem pro stiedni
kiivost. P¥iéina je v tom, e u mnohych autort je na pravé strand v definiéni rovnici
(1,7) pro druhy metricky tensor variety znameni — (minus).

32) Méme na mysli neustéle ten obor, kde plati pfedpoklady uvedené v § 1.
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v4 = Bk, (5,5)
sp4 = (0,N4) v* = Bghbv=. (5,6)
Pro miry vektord v4, sp* dostaneme podle (1,12), (1,3), (5,5)
+ YmioA) = + Vg 0® = + Va o7,
Y = + Vet — -+ Yy et =
= + Vhsaa¥ehopoet. (5,52)

Zavedeme-li je$t8 oznaleni

saaﬂﬂ = haym'"hw = hghaﬁza) (5,7)
potom
+ I/m(-"v‘ = 4+ Vsa AVE. (5,5b)

Pro thel vektorfi 4v, Sv4 (*v4 neni v uvazovaném bodé vektor nula)
dostaneme z (1,13), (5,5), (1,3), (5,5a), (5,5b), (2,2b)

gusBiveByh e Ay hYrovh

cosd = . = 3
Hmes  meot + V(o) mEo),
tedy
h ﬂv“vﬁ .
oS = ———2 5,8
+ [mio®) m(v4) 58

(*v4 je nenulovy vektor).

Definice 2. Sférickym skreslenim teéného vektoru kfivky (5,3) na
plode V, v E, ., (v bodé kfivky) nazjvdme skaldr:

e VM 5.9)
m(v4)

1, je-li cos > 0 nebo neni-li cost definovdno
—1, je-li cos? < 0.

Pozndmka: Je-li &% = £=(t,) bodem k¥ivky (5,3), potom oblouk
ktivky od bodu £ = E"‘(to) do bodu & = &a(t) jest

kde ¢ =

8§ = f Vm(v‘) dt.
to

Sférickym obrazem tohoto oblouku je pak oblouk kfivky (5,4) v téchZe
mezich, t. j.

t
ss= [ Vm(-’v‘) de.
)
#3) Je tedy ‘a,g metrickym tensorem sférického zobrazeni.

366



Odtud plyne ihned

. %8 . m(Sv4
lim — = hmV ( 4) = |%/o.
tty S t—to m(v)

Budiz nyni n*, a = 1, 2, ..., n, n jednotkovych vzédjemné kolmych vek-

a
tord v hlavnich smérech v bodech variety V, v E,1,.24) Potom systémem
obydejnych diferencidlnich rovnic

c}d%x:—'na(fu)y X = 1, 2,"'5 n, aE]-, 2""’n (5’10&)

a

(podle existentniho teorému Cauchyova) je pii daném bodé &% a hlavnim
sméru v ném (n"‘)o jednoznadné (v dostatené malém okoh bodu E“)

urdena k¥ivka H veV, *& — E“(o‘ kterd m4 vlastnostil, 2, 3 uvedene na

potatku tohoto paragrafu a ]e]iz body maji v E,, kartézské pravoihlé
soufadnice

24 = x“[f“(o)], 4=12...,n+1

(a)

Snadno se pfesvédéime z (5,10a), Ze parametr o’ kfivky (5,10b) je ]e]lm

metrickym obloukem. Teény vektor této krlvky lez{ (v kaZdém bodé
existenéniho oboru) ve sméru hlavnim. K¥ivka (5,10b) se nazyva kfivkou

hlavni. Timto zplsobem muZeme dojit k » hlavnim k¥ivkdm H, a =

(a)
=1,2,...,n, jdoucich -bodem &% variety V,, definovanych v urditém
okoli bodu &z

Véta (5,1). Sférické zkreslent krwky hlavni (5,10b)25) je rovno pré-
sludné hlavni kftvosti s

Dtkaz: Pro miru m(n*) plyne ihned podle (1,11) m(n*) = 1; pro
miru teného vektoru sn“asférického obrazu hlavni kfivky IZV dostaneme
podle (5,5b), (5,7), (2,1) @

+ Vm(sna) =+ VWnﬂ - + Vsn"kaﬂnﬂ — ]/(s)2 |s|
Pro thel ¢ vektora n* a *n* v odpovidajicich si bodech méme podle (5,8),
1) -

. %) Viz potatek § 2.

35) Misto ,,sférického zkresleni teéného vektoru‘‘ uzijeme struéngjsiho oznadeni
,,8férické zkresleni kiivky v bod&‘.

- 366



hygnonf

8
cost = —Tsla lzj— sgs; (s =+ 0);
a a

tedy pro sférické zkresleni » k¥ivky hlavni H [podle pfedchoziho a podle
a a

(5,9)].
% = 8. (5,11)
a a
Véta (5,2). Hodnota skaldru K, definovaného v (2,4), v bodé nad-
(1) .
plochy V., je rovna soudtu sférickych zkreslent n orthogondlnich klavnich Sar
v tomto bodé. .
Dukaz plyne ihned z véty (5,1) a vztahu (2,6).

Uvazujme nyni p hlavnich éar H, H, ..., H (2 < p < n) jdoucich
@ (2 (ZJ)
bodem variety V, s teénymi jednotkovymi vektory n*, i = 1,2, ..., p,

(@)
vzédjemné kolmymi. Slozky téchto vektord v £, 4, jsou podle (5,5)

n4= Bine, 1=12,...,p. (5,12)
(%) () ’
Vektory n4 (t =1, 2, ..., p) tvoii v E, 1, p-vektor o slozkdch
@)
niipds .. nio, (5,13)
1 2 7]
Pro modul tohoto p-vektoru dostaneme podle (1,14a) resp. (1,14b) resp.
(1,14b)

M(P) = G[4,|B,|JA4,|B,| - - - gAp]Bpn‘“;L‘ﬂ ... nArnBpBs | Py =
1

p 1 2 p
= §(4,]4,194:/4,] - - gAp]Ap(ZLA’Z‘A’ condr)t= 1.
2 »
Kazdému vektoru n‘ (t=1,2,...,p) je jednoznaéné prifazen

vektor snA tedny Jednotkovy vektor sférického obrazu knvky H v odpo-

v1da]101m bodé. Pii sférickém zobrazeni je pak p-vektoru (5, 13) jedno-
znadné piifazen p-vektor

spArspds |, Spdp, (5,15)
fn 2 7]
kde pro sn4 plati podle (5,6) -
(%)
nd = Bahbnz, i=1,2, ..., p. (5,16)

@) @

Pro modul p-vektoru (5,15), ozna&ime-li tento p-vektor symbolem p,
dostaneme podle (1,14)b, (1,3), (5,16),.(5,7), (2,1)
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_ Ay Spd SpmAp Sy By Sy B, SpmBp —
M(P) = Gra,]5,] J4,]3,| ...gA,,]Bpsn 1 12z 2., SpAnspBispBa | SspPr —

P 1 2 P
4, -
g14,]8,194,]8,] - - - gA’J]Bp.Bﬂl 5 . ;’B;B:, . Bizn“lgz“x e n“bz&"t;@"s ... :"p.
»
By B B By B B
. ha"h“: cee h,,gh . h"ﬂ = amdm%dm aﬁp],,phalh,,;' e h’“?) .
. h?,ihﬁ; ho,,n"‘ln"‘= ...meonbipds | pdp = '
1 2 p 1 2 ?
— h[ﬁ:ldxlhﬁxldzl v hﬂp]%hz:hz; e hz:’n"‘ln“’ ... neomdinds |l =
1 2 p 1 2 ?
= hig,0,Pgil0)) - -~ Pppis,S S ... snPmbs . mPondinds | mdp,
_ 12 p1 2 p 1 2 »
Odtud plyne pak snadno
m(3p) = (ss...8)2 (5,17)
12 »

Pro miry p-vektort (5,13), (5,15) plyne pak z (1,15), (5,14),
+ Vmp) =1, + [m(p) = |15,28 .._:|. (5,18)

Pro thel & p-vektorii (5,13), (5,15) plyne z (1,16), (5,17), (5,18)

Gra4]8,]9 4,08, - - - gAﬂ]B”n“tn‘- ... AP SpAispds | Spdp
cosd = p 1 2 P (5,19a)
7R 4
$...8 0.
12 P

Pro &itatele na pra,ve strané v (5 19a) dostaneme podle (5,16), (1,3),
2,1), (5,12)

G145|B,|G By -+ gAv],pn‘ln“i n“m spAispds | Spfp —
1.2 P 1 2 P
1 Y1z V2 Y
= g[‘llnl[gA!IBll A gAp]BﬁBitB‘A': i B;:B;B:: ot B::hﬁ:h A h zp) .
AR L nfonBibs L PP = Gpa |y |Gl - - Baply Bl - BED
12 p 1 2 P
. n*anos , néonbinbs . mbr = h[“x[ﬂxlhaalﬂ:] . h“p]ﬂp .
1 2 » 1 2 4
.non L nPonPimbs . mfr=ss... 9
1 2 p 1 2 ? 12 p
tedy podle pfedchoziho a (5,19a)
88...8 _
cosﬁ=—1-2——£—=sg(ss...s) pfi ss...8 0. (5,19b)
lfz---Gl 12 p 12 P
P
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Definice 3. BudteZ v4, v4, ..., v4, 2 < p < n linedrné nezdvislé vek-
1 » - e

tory definované v bodé variety V, v E,,,. Potom sférickym zkreslenim
p-vektoru o slotkdch viw4s ... vi» nazyjvdme skaldr

1 2 ]
#(p) = _emie) (5,208)
+ Vmiw)
kde + Vm(p je mirou p-vektoru [1{‘1‘1)1‘: ]/m(s je mirou
p-vektoru 3[11141 S;}“z sv]“p prifazeného p1~1vodn1mu p-vektoru pii sféric-
»

kém zobrazeni v ptisluiném bodé2é) a ddle

1 je-li cosinus tGhlu obou p-vektorl vétsi nebo roven nule,

e — \/ nebo neni-li definovéan,

—1 je-li cosinus @hlu obou p-vektori mensi nez nula.
(5,20b)
Véta (5,3). Budte! H, H,...,H (2< p< n) hMavni kfivky (ortho-

1) (2) (17)
gondlni) jdouct bodem variety V,, n*, ¢t = 1, 2, ..., p jejich jednotkové teéné

(%)
vektory v tomto bodé. Tyto teéné vektory definuji v tomto bodé hlavnt p-vektor

ve slogkdch n*m* ... n*». Sférické zkreslent tohoto hlmmiho p- vektoru jest
2z ]

x(p) = s88...8. (5,21)
12 P

Dikaz: Z definice 3 a vztahi (5,18), (5,19b) plyne ihned (5,21).
Véta (5,4). Hodnota skaldru K (1 < p < n), definovaného v (2,4)

(?)
v bodé nadplochy V,, v E,, 1, je rovna soutu sférickych zkresleni vdech hlav-
nich p-vektord v tomto bod¢ utvorenych z teénych vektord n- hlavmch car
(orthogondlnich) jdoucich timto bodem. -

Dikaz plyne pro p = 1z véty (5,2);pro2 < p < < n pak bezprostted.-
né z véty (5,3) a vztahl (2,8).

6. Geometricky vyznam skaldru K.

n)
Méjme ».linedrng nezévislych vektort
vi v, v, a=1,2, ..., %, Lo 8)
12 n S

) viz (5, 6,)
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definovanych v bods variety ¥, (vnofené v E, 1,). V B, 1, jsou pak slozky
téchto vektori

v4= Biva, kde 4=1,2,..,n+1,i=1,2,...,n. (6,2
[ [4

Vektory v2 definuji v uvaZovaném bodg variety V, n-vektor o sloz-
$

kéch

vhiphs . pin, (6,3)
2 n]

kde A, probih4 pfirozend &isla od 1 do = - 1.
Pro modul m(n) n-vektoru (6,3) mdme podle (6,2), (1,3), (1,14b)

m(n) = §14,|B,|J 4,5, - - - gA”],,n:)‘r;r‘- ol viAnYBBy [ pPn =

n 1 2 n
= O[a18,|@asBs] - -+ Dan]Bp0® V% ... VEWVP1VP 0P, (6,4a)
12 n 1 2 n
Oznadime-li
[@,5] = determinant n-tého stupnd ze sloZek prvniho metric-
kého tensoru variety V,, . (6,5)
[v] = determinant [vev= ... v2],
12 n
pak z (6,4a) a z véty o ndsoben{ determinanti plyne snadno
m(n) = [aaﬂ] . ([v])2 (6’4b)

V uvaZovaném bodé variety ¥V, jsou sférickym zobrazenim vektorfim
v4 (viz (6,2)), ¢ = 1,2, ..., n pfitazeny vektory *v4 podle vztahi (5,6);
¢ . i
tedy n-vektoru (6,3) je pfifazen n-vektor o slozkich

spdisyds | spda, (6,6)
n 2 n]

pro jeho# modul m(*n) dostaneme z (1,14b), (5,6), (5,7)
M(*N) = Gra,|5,|9 4,8, « -+ gA,;]B" fpdispds | SpdnsyBispBa | SyBn —
12

n 1 2 n

= Q|| Baglya] -+ - Daglyal bbb - - - RpnhGRG: ... RamvPsvba | vPuvdipds | vou =

12 n 1 2 n
= %A [8,|p,] *Be,\Bs] - ’amﬁ"v"m‘- ... VOnpBihs | vPn, (6,7&)
o 1 n12  =n

Oznadime-li

[*a,s] = determinant a-tého stupné z metrického (8,8) tensoru sfé-
rického zobrazen{, potom miZeme s pouZitim véty o ndsobenideterminan-
t a vzhledem k (8,5) psét

m(*n) = [a,5] . ([v]". | (6,7b)
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Dosadime-li do (6,7b) za ([v]) z (6,4b), dostaneme po tipravé

m(*n) _ [*a,4]

= = %~ 6,9a
m(n) [a’aﬂ] ( )
Jeito a,zafr = 67, plyne odtud ihned |ja=f|| = (||la,,4l)~?, takZe miZeme
(6,92) psét téZ ve tvaru
m(*n)
= [ af
) = el - [2°7] (6,9b)

Podle (5,7) a z véty o ndsobeni determinantt dostaneme snadno

[@ap] - [07F] = [ha,] . [RF] . [a2F] = ([R}])%.%7)

JeZto determinant ||h%|| mGZeme psdt téZ v jiném oznadeni hl ,i,h - hlnl’
plyne z pfedchoziho a ze vztahil (2,4), (6,9b)
m(*n)
m(n)
Odtud a z definice 3 plyne ihned tato véta:
Véta (6,1). Sférické skreslent libovolného nenulového n-vektoru v bodé

variety V,, vnofené v B, 1, je v absolutni hodnoté rovno hodnoté |K| v tomto
bodé. ™

Specidlni pfipad véty (6,1) nds vede k ndzorné geometrické inter-
pretaci skaldru K, jeZ je zobecnénim zndmého pfipadu n = 2 (t. j. pro
n)

2.

plochu v Ej).

Necht nadplocha V,, vnofend v E, 4, je definovdna parametrickymi
rovnicemi (1,1). V libovolném bodé variety V, uvaZujme n-vektor, vy-
tvofeny elementdrnimi tednymi vektory 6{-’“ it =1,2, ..., n parametric-

kych kiivek v tomto bod8. Elementérni teény vektor §&= ¢-té parametric-
ké kiivky mé tedy slozky ve V,, (',)
0 pro « 31,
See = d;‘) pro :: = (6,10)
Pro uvaZovany n-vektor dostaneme z (6,10), (6,4b), (6,7b), (6,5)
a) m(n) = [a,p] (A€ d&2... dén)3,
b) m(*n) = [*a,p] (A&* d&2 ... d&n)2

27) Zde nestitéme nikde pfes vyznatené indexy. Jde o soudin determinanti,
kde indexy oznaduji jen tensor, z jehoZ sloZek je determinant vytvoren.

(6,11)
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V uvaZovaném p¥ipadé nazyvime
—+ VW elementem nadplochy ¥,
+ VW elementem sférického obrazunadplochy a znadime v tomto
pofadi dP, 3(dP); tedy’
a) AP = + |/[a,,] . [dEr d&z... dén),
b) (dP) = + |/Fa,,) . |d&* dé2... dén|.
Z (6,11), (6,12), definice 3 a véty (6,1) plyne pak ihned
*(dP)

i)y

AP

(6,12)

" Vysledek (6,13) méizeme Vyslbviti takto:

Véta (6,2). Element nadplochy a element jejiho sférického obrazu jsou
vdzdny vztahem

5(dP) = 9K dP, ¢ = sgK.

(n) (n)

372



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T10:42:34+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




