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Casopis pro p&stovaini matematiky, ro¥. 78 (1953)

IDEOLOGICKY VYZNAM GEOMETRIE BOLYAI-LOBACEVSKEHO

ALFRED RENYI, Budapest. DT: 51531.%1%

(Predneseno 18. prosince 1952 na Jubilejnim vé&deckém sjezdu u ptileZitosti 150. vyrodf
narozenin Jana Bolyaie v Budapesti.)

. prirodu melze vyklddat podle vybdjenych
vymysli, nybré je tfeba zkoumat pravdu © samu
prirodu rozumem v jeji prirozenosts.

(Jan Bolyai); viz P. Stdckel, Die geometri-
schen Untersuchungen von J. und W. Bolyat,
Budapest 1914, str. 7.)

. Vidyt materialisticky ndzor na pfirodu nent
nic jiného nef prosté chdpdni prirody tak, jak
se ndm poddvd, bez cizich priméskd.

(B. Engels, Dialektika prirody, Praha 1950,
str. 170—171.)

UVOD

Objev geometrie Bolyai-Lobadevského je jednou z nejvyznamnéjsich uda-
losti v historii matematiky. Nejedns se jenom o to, Ze JAN BoLyar a N. I.
LoBACGEVSKIJ rozfesili nezdvisle na sobé jeden zakladni problém matematiky,
stary pies dva tisice let. Oba vysli z toho pevného piesvédéeni, Ze axiom o rov-
nobézkach (paty Eukliduv postulat), ktery vyvolal tolik spori, nenf diisledkem
ostatnich Euklidovych axiomi, a budovali takovy geometricky systém, v némz
uvedeny axiom neplati. Nejde tu jenom o to, %e Gspéch jejich pokusu byl
opravdu prekvapujici, jak je patrno z toho, Ze usili matematiki v pribéhu
vice nez dvou tisic let, poéinajic PAPPEM a PROKLEM aZ k OMARU CHAJAMI,
NASIREDDINOVI & SACCHERIMU a konéic LAMBERTEM a LEGENDREM, sméfovala
k tomu, dokazat paty Euklidiv postulat. Bolyai a Lobadevskij v8ak dospéli
k poznani, Ze tyto pokusy neskondily tspéchem proto, Ze se zda¥fit nemohly.
RovnéZ nestaéi charakterisovat vyznam Bolyaiova a Lobadevského objevu
poukazem na to, Ze znamend novou epochu v historii geometrie a celé ma-
tematiky vibec. Objev Bolyaiiv a Lobalevského mél vyznam nejenom
s hlediska rozvoje matematiky. Cilem této pfednasky je objasnit ideologicky
vyznam objevu Bolyai-Lobadevského a ukézat, Ze tento objev znamenal
krok vpfed nejen v matematice, nybrZ v poznani materidlniho svéta vibec. .
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Uké4Zi, Ze objev Bolyai-Lobadevského geometrie byl udélosti velkého vyznamu
i 8 hlediska materialistického svétového nidzoru. Geometrie Bolyai-Lobadev-
ského vrhla nové svétlo na sloZity dialekticky vztah mezi matematikou a sku-
teénosti, vyvratila célou fadu starych pfedsudkt a mnoZstvi velmi rozsifenych
nespravnych idealistickych a metafysickych nazort. Otazka vzajemného
vztahu mezi matematikou a skuteénym svétem je sama o sobé dulezitym pro-
blémem theorie poznani, bez jehoz spravného chapani se nelze spravné oriento-
vat o charakteru a vyznamu fysiky a vSech exaktnich prirodnich véd, které
pracuji matematickymi methodami. V tom spoéiva pii¢ina toho, proé méa objev
neeuklidovské geometrie tak veliky ideologicky vyznam; v &em zélezi, vylo-
Zfme niZe. :

Z toho, ze geometrie Bolyai-Lobacevského ma vyjimeéné velky ideologicky
vyznam, pfirozené vyplyva, Ze tento objev neni lhostejny ani s hlediska vy-
voje spoleénosti. To bylo zfejmé i Bolyaiovi. V prepracovaném vydani Dodatku
(Appendiz) v némeckém jazyce, které poridil sam Jan Bolyai v r. 1832, v po-
slednim § 38, ktery se zna¢né lisf od pivodniho latinského textu, éteme tuto
vétu: ,,Autor je presvédden o.tom, Ze objasnénim daného thematu byl pro-
veden jeden z nejdulezitéjsich a nejvyznamnéjsich krokt k opravdovému
obohaceni védy a vzdélani a tedy i k zlepSeni lidského osudu. Neni pcchyby,
Ze se nam dnes zdd neobvyklym, Ze védec ocefiuje vyznam vlastnich objeva
v takové oteviené a naivnf formé. Neni pochyby ani o tom, Ze by se byl cely
Bolyaitiv Zivot a jeho &innost vytvarely zcela jinak, kdyby tato slova nena-
psal on, nybrz jeho soudasnici. Je oviem tfeba pFipomenout, Ze ocenéni vy-
sledk@ price Jana Bolyaie ve shora uvedenych slovech tohoto védce nenf
vibec nadsazeno. Citovand véta zaslouZf pozornosti i z toho hlediska, Ze je
v ni vyjadfen jeden z charakteristickych ryst Bolyaiova svétového nazoru:
byl zastdncem osvicenstvi XVIII. stoleti, pfesvédéenym racionalistou. Vyrok
v této vété o tom, Ze objev neeuklidovské geometrie byl jednim z nejdilezi-
t8jsich a nejvyznamnéjsich kroku ,,.k obohaceni vzdélani a tedy i k zlepSeni
lidského osudu, vyjadiuje zékladni thesi svétového ndzoru osvicenct, podle
ni% je rozvoj mysleni rozhodujici podminkou a pakou lidského pokroku. Zde se
setkdvame s tym% ndzorem jako u RoUSSEAU a potom bez vyjimky u vSech
utopistickych socialisti. Podle tohoto ndzoru aplné stadi lidem vyloZit, Ze je
existujici spoletensky ¥ad nerozumny, a rovnéZ to, jak by méla spoleénost
spravné vypadat, aby se to mohlo ihned uskuteénit. Jan Bolayi je§té dostates-
né jasné nevidél, jak souvisi pokrok lidského mysleni s rozvojem spoleénosti.
Nebylo mu jasno, %e boj mezi pokrokovym a reakénim svétovym nézorem
je jenom jednou ze stranek boje pokrokovych a reakénich spoledenskych sil
tHdniho boje. Bylo mu v8ak jasno, Ze jeho boj za védeckou pravdu je soudasné
bojem za lidsky pokrok a Ze vitézstvi, dosaZené v oblasti védy, pfimo nebo
nepfimo fakticky vede k zlepSeni osudu lidstva. Proto v osobé Jana Bolyaie
ocetiujeme nejenom genialniho védce, kdyz si nynf pfipomindme 150. vyro¢i
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jeho narozeni, nybrZ ocefiujeme v ném i &lovéka, ktery uvédomséle a neohro-
%ené bojoval za lidsky pokrok, ¢élovéka, ktery plné pochopil, Ze svym bojem
za védeckou pravdu bojuje nikoli za osobn{ sldvu nebo za néjaky jiny osobni
zdjem, nybrz za pokrok vSeho lidstva. Pochopime-li to, objevi se ndm v novém
svétle shora uvedend Bolyaiova slova, kterd jsem citoval proto, abych ukazal,
nakolik sam Bolyai chdpal ideologicky vyznam svého objevu. TotéZ se v jadre
tykd i N. I. Lobadevského, ktery si jasné uvédomoval, Ze svou novou ,,pomy-
slnou® geometrif ziplna rozbil nespravnou idealistickou kantovskou koncepci
o vrozeném nam pojmu absolutniho prostoru. To ukazujf tato slova N. I.
Lobadevského: ,,Zakladni pojmy, jimiZz se zadind kterakoli véda, musi byt
jasné a uvedeny na nejmensf podet. Jenom se mohou stét trvalym a postadu-
jicim zdkladem védéni. Takové pojmy se ziskavaji ze vjemi; vrozenym poj-
mim nemime duvéiovat.” (N. I. Lobadevskij, Spisy, sv. I, str. 186, Goste-
chizdat, 1946.)

Také Gaussov: bylo ziejmé, jakym rozhodujicim diukazem je objev Jana
Bolyaie proti idealistické Kantové filosofii. O tom mluvi jeho ndsledujici
slova, kterd napsal FARKASI BoLyarovi po pfeéteni Dodatku: ,,Pravé nemoz-
nost a priori rozhodnout mezi = (euklidovskou geometrif) a S (hyperbolickou
geometrif) nejjasnéji dokazuje, Ze KANT nebyl opravnén tvrdit, Ze prostor je
jenom formou na$eho nazirani. Na jinou, rovnéz zavaZnou pii¢inu jsem upo-
zornil v jedné ze svych malych praci... v ni naleznes na nékolika stranich
jédro mych nazori o imagindrnich é&islech.” V ¢élanku, na ktery se odvolavé
(Theoria residuorum biquadraticorum commentatio secunda, C. F. Gauss, Werke
Bd. 2, Gottingen, 1863, str. 177) a v kterém se zabyva nyni béZnym geome-
trickym znazornénim komplexnich &fsel a snazi se rozptylit ,,mlhu zadhad®,
obestirajici komplexni éisla, piSe Gauss v poznémce toto: ,,Obé poznamky
udinil jiz Kant a je nepochopitelné, %e se tento vynikajici filosof domniva, Ze
prvni poznamka je dukazem toho, Ze prostor je jenom forma naSeho vné&j-
8tho nazirani, kdyz druhd poznimka tak jasné dokazuje pravy opak, t. j. Ze
prostor musf mit nezdvisle na naSem nazirini redlny vyznam.*
(Uvedené pozndmky se tykaji toho, Ze v roviné miZeme libovolné zvolit sou-
stavu soufadnic, Ze viak jeji fixovani lze provést jenom odkazem na materialni
skutednost.)

Upozoriiujeme na to, Ze na tuto Gaussovu pozndmku se rovnéZ odvolava
nejvétdi pokradovatel neeuklidovské geometrie, B. RIEMANN, ve své proslulé
prednasce (B. Riemann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen, Ges. Math. Werke, Leipzig, 1876, str. 255).

Ukazuje se, Ze to bylo pravé pochopeni ideologického vyznamu a revoluéné
materialistického obsahu neeuklidovské geometrie, co pfimélo opatrného
Gausse v letech vlady reakce, Ze se zdrZel uvefejnéni svych myslenek, které
se toho tykaly. To, Ze se Gauss zdrZel otevieného pfiznédni Bolyaiovych zdsluh,
se vysvétluje také tim, Ze se mu nedostédvalo odvahy rozhodné vystoupit na
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strand Bolyaiové proti idealistického nazoru v té dobé vlddnoucimu, p¥es to,
%e byl presvédden o mesprivnosti idealistickych koncepei Kantovych. Kanta
1ze ovi8em kritisovat zprava i zleva. Na p¥iklad Kanta podrobili kritice i po-
sitivisté. V souvislesti s tim je nutno zdirraznit, Ze Bolyai a Lobadevskij stejné
jako Gauss kritisovali Kanta se stanoviska materialismu. Gaussovu ,,opatr-
nost‘, vzdini se otevieného vystoupeni pro Bolyaitiv objev, lze podrobit
opravnéné kritice. Nicméné mé nesmfirny vyznam ten fakt, Ze jeden z nejvét-
8ich matematikd XIX. stoleti (v jeho dobé se mu ¥ikalo ,,kral matematikt‘‘)
v jinych piipadech zaujimal tak neoblomné stanovisko proti idealistickému
pojeti prostoru a drZel se koncepce materialistické. Zd4 se, Ze v oboru komplex-
nich &isel stal pevnéji na svych nohou a povaZoval svou posici za lehdeji obhé-
jitelnou neZ v neeuklidovské geometrii, kde by musil bojovat nejenom s idea-
listickymi nazory, tykajicimi se prostoru. nybrz i s pfedsudky matematiku,
které se zakofenily v pribéhu dvou tisic let. Vzhledem k opatrnickému
stanovisku Gaussovu musime je§té s daleko vétsf ictou hledét na neohrozené
a rozhodné vystoupen{ Bolyaiovo a Lobaéevského.

K tomu, abychom pochopili ideologicky vyznam Bolyai-Lobadevského
geometrie, musime otdzku sledovat v jejim historickém vyvoji. Geometrie,
jako viechna ostatni odvétvi védy, je od okamziku svého vzniku arénou boje
mezi pokrokovymi a reakénimi svétovymi ndzory, mezi materialismem a idea-
lismem. Proto se musfme piedev&im zabyvat otdzkou boje mezi materialistic-
kym a idealistickym svétovym ndzorem v geometrii, poéinajic EUKLIDEM aZ do
zatatku XIX. stoleti, a pak se budeme zabyvat otdzkou o ideologickém vy-
znamu geometrie Bolyai-Lobadevského.

1. Boj materialistického a idealistického nizoru v geometrii.

Geometrie, jako vechny ostatni obory matematiky a p¥irodnich véd, vznikla
tak, Ze v urdité etapé rozvoje spolednosti lidé usilovali uspokojovat s jeji po-
moci potieby, které kladla vyroba. Takové potieby. vznikly jiz 2000 let pied
nadim letopodtem, ve staré Babylonii a v Egypté, spolu se stavitstvim, méfe-
nim zemé a objemu nadob. Z podatku se lidé spokojovali nékterymi nepfes-
nymi praktickymi pravidly a pfedpisy, na piiklad brali za obsah kruhu troj-
nasobny ¢tverec poloméru. Z Babylonie a Egypta se zachovaly jenom sbirky
praktickych piikladi. Z nich vidime, Ze znali jiZ mnoho spravnych vysledku,
na piiklad vzorce pro objem kvidru a vélce, ovSem nedokazovali je a chapali
je jako isolované fakty zkuSenosti. Rozvoj spolednosti, pfedeviim rozvoj fe-
mesla a obchodu, a spojeny s nim rozvoj moteplavectvi, ktery navic vyzado-
val orientaci na mo¥i a tedy i rozvoje astronomie, zhotovovant prvnich map
atd., to viechno vedlo k tomu, Ze se tato pravidla zkuSenosti stala nevyhovu-
ifeimi a bylo zapottebi spolehlivéjsich, soustavnéjsich a logicky skloubengjsich
geometrickych poznatkd. Tak vznikla geometrie jako véda v Recku v VI. a V.
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st. pf. n. 1. U prvnich predstaviteli geometrie jsou tyto bezprostfedni vlivy
jasné patrny. Tim se vysvétluje, proé¢ jejich nazory — na p¥fklad THALETOVY
nédzory — byly v podstaté materialistickymi. Charakteristickym rysem fecké
matematiky je, Ze se nespokojuje s vysledky zkuSenostf, nybrZ hledd souvis-
losti; sloZitéjsf véty se snaZi pfevést na jednoduché, vieobecné znamé véty —
vznikd matematicky dikaz. Prvni soustavnou udebnici geometrie napsal
chijsky HrpPOKRATOS na konci V. stoletf p¥. n. 1. Rozvoj fecké matematiky
uzce souvisi s rozvojem feckého mysleni, fecké filosofie: matematické poznatky
netvofily v téméf z4dném jiném obdobi tak organickou éast mySleni a kultury
jako ve starofecké kultuie. Tendence fecké filosofie k prohlubovéni a k hle-
dani hlubsich p¥idin jevi, diskusni methoda, kterd se rozvinula pod vlivem
feckého spoleéenského, pravniho a politického Zivota, uméni sofistd argumen-
tovat — dialektika v ptivodnim tGzkém smyslu slova — jsou bezpochyby roz-
hodujicim zdrojem védecké methody Fecké matematiky, hledajici piesné di-
kazy, a jsou rovnéZ zdrojem jeji sily. Zaroven vSak v Fecké filosofii v proti-
kladu k podédtednim materialistickym smérim stéle vice pfevladéd smér idealis-
ticky, jenZ dosahl svého vreholu v osobé PLaToNOVE. Tento smér mél skodlivy
vliv na geometrii a stal se brzdou jejiho rozvoje. Platon a jeho Zaci oddélili
geometrii jako védu o ditkazech od aritmetiky (podle terminologie té doby —
,»logistiky“‘) od nizkych vypodétu obchodnikii a otrokii, nedustojnych filosoft,
a tim po prvé postavili umélou hraz mezi matematiku a praktické aplikace.
Soudasné vyloudili z geometrie celou Fadu problémi, jejichz rozieSeni by mohlo
byt novym podnétem k. jejimu rozvoji (na piiklad Glohu zdvojeni krychle
(délsky problém), problém trisekce uhlu, atd). Vznikla mystika &isel (PyTHA-
GORAS) a rovnéZ vznikl fale§ny nazor, jehoZ byl nejrozhodnéj§im zastincem
Platon, Ze matematické poznatky lidstvo ziskdvéa nikoli ze zku&enosti, nybrz
Ze jsou vrozeny a &lovék si pouze ,,vzpomina‘ na to, co jiZz jednou vidél ve
,,8veté ideji‘‘. Zkoumame-li blize tento nazor, ktery nemé Zadny objektivni
podklad, stane se ndm jeho tendence jasnou: filosof a geometr nemaji studo-
vat skuteény svét, nybrZ snit, vzpominat si na ,,svét ideji‘‘. Tak se stavd
platonismus v geometrii brzdou jejiho rozvoje. Proti idealistickym nézorim
Platonovym — a dodame je§té — Kantovym jsou namfifena Bolyaiova slova,
hluboce materialisticky pojatd, kterd jsem zvolil za motto této pfedndsky.
Prvnf nejaplnéjsi systematicky vyklad fecké geometrie, ktery zachycuje vy-
sledky fecké matematiky za nékolik stoletf, podal Euklides v III. st. p¥. n. L.
T¥i stolet{ pfed nasim letopodtem a dvé stoletf naseho letopodtu byla obdobim
nepochybného rozkvétu fecké matematiky; v této dobé byla stfediskem mate-
matického Zivota Alexandrie. Euklidova price byla po dva tisice let ,,bibli*
geometrie, jejiZ obsah byl jenom komentovan a dopliiovan, av8ak nebyla
piekonana a byla pokldddna za methodologicky vzor. Euklidova price vérné:
obrazi jak silné stranky, tak slabiny a omezenost fecké matematiky, a mimo
to se v ni odraZi boj mezi materialistickym a idealistickym nézorem v oboru

1563



geometrie. Achillovou patou fecké matematiky bylo to, Ze v ni chybél pojem
irraciondlniho é&fsla, na coZ upozornil A. N. Kormogorov, ve svém élanku ve
Velké sovétské encyklopedii. Redti geomet¥i objevili, Ze existuji nesouméritelné
vzdélenosti, aviak na zdkladé toho, Ze znali jenom celd &isla a zlomky, usou-
dili z toho, Ze v geometrii nelze pracovat s ¢isly a oddélili geometrii od arit-
metiky (o analyse nelze v této dobé jest& mluvit, ponechame-li stranou, Ze —
jak ukdZeme dile — ARCHIMEDES jiZ znal jisté zaklady infinitesimalnfho poétu).
Uplnd byla tato hraz prorazena a% DESCARTESEM. Pravé v tom spodiva nesmfr-
ny vyznam budovani analytické geometrie. Rada burzoasnich historiki ma-
tematiky, mezi nimi CANTOR, ZEUTHEN a jini, opirajice se o jedno tvrzeni
neoplatonisty Prokla vice méné tendenéné zastdvaji takové stanovisko, jako by
Euklides byl platonistou. Tento nazor se i v SSSR teprve v posledni dobé opra-
vuje a podrobuje se kritice. MoLoDS1J a MaisTrov ukazali, Ze Euklides byl
v jadru pi{vriencem ARISTOTELOVYM, ktery — jak ukazal V. I. LENIN —
zaujal v této otdzce materialistické stanovisko, i kdyZ se tohoto hlediska du-
sledn® nedrzel. (Viz poznamky V. I. Lenina k Aristotelové Metafysice: ,, Kniha
13, kap. 3 Fedi tyto potiZze skvéle, jasné a zietelné, materialisticky)
(matematika a jiné védy abstrahuji jednu ze stranek télesa, jevu, Zivota).
Aviak autor se tohoto hlediska nedrzf dusledné*“. — V. I. Lenin, ,,Filosof-
skije tetradi, Moskva 1947, str. 309.

Zd4 se mi, %e nebude zbyteéné kratce vylozit zakladni zavéry této diskuse.
Vycopsk1y argumentoval tim, Ze Euklides se v ,,Zdkladech’‘ vzdal pouzivani
disel, proceZ se ani nezabyva aplikacemi geometrie. Podle minéni Vygodského
je to vysledek Platonova vlivu. Molodsij a Maistrov to chapou jako vysledek
nedostatku pojmu irracionalnich ¢isel (shora uvedeny nedostatek fecké mate-
matiky) a poukazuji na to, Ze Aristoteles tvrdil, Ze geometrie své pojmy bere
z materidlniho svéta. O tom Aristoteles napsal: ,,Se zkoumanim jsoucna je
tomu tak, jako matematik pfedmétem svého zkouméni &in{ to, co ziskal ubra-
nim znakd. Zkouma totiz svij pfedmét, kdyz jej zbavil vieho smyslového,
jako tézkosti a lehkosti, tvrdosti a jejiho opaku a rovnéz teplosti a studenosti
a ostatnich protiv, jeZz spadaji do oblasti smyslového vniméni; ponechiva
jenom kolikost a to, co jest nepfetrzité v jednom nebo ve dvou a t¥ech smérech,
a zkoumd vlastnosti toho, pokud jest kolikostni a nepfetrzité; o ostatnf se
nestard. U jednéch pfedmétti pak zkoumd jejich vzajemnou polohu a urdeni,
jeZz jim nélezeji, u jinych jejich soumérnost a nesoumérnost, u jinych zase
.jejich vztahy. Pfitom v8ak prece v8echno to pfiditame téze véde, totiz geome-
trii“. (Aristoteles, Metafysika, Praha 1946, str. 275.)

Jde tedy o omezenost dané epochy a ne o vliv ilealistické filosofie, zv1asté
Platonovy. Molodsij a Maistrov ukazuji, Ze se Euklides zabyval pouze takovymi
geometrickymi obrazei, které lze sestrojit, a Ze v&nuje velmi velkou pozornost
jejich dikazu. To chdpou jako ditkaz jeho materialistického nézoru.

V rémoi této pfednédky nelze posluchade seznamit s podrobpostmi této dis-
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kuse a proto chei jenom uéinit dva podstatné zavéry. Za prvé: ani burZoasni
historikové matematiky nemohou pop¥it, Ze cile a methody Euklidovy préce
nelze jasné pochopit bez rozboru Euklidovych filosofickych nézord. Neni
pochyby o tom faktu, Ze boj mezi materialistickym a idealistickym nézorem
probihal i v oboru geometrie; sporné je nejvys jenom to, jaké bylo stanovisko
samotného Euklida. Za druhé: co jsme shora uvedli, to dokazuje, Ze i kdyZ
Ize v Euklidové praci pozorovat vliv materialistické a idealistické filosofie,
piesto je vliv materialistického nézoru neoddélitelny od hodnot veliké Eukli-
dovy prace, kdezto vliv idealismu, pokud se v omezené mffe v Euklidové préci
projevil, ji omezil. Idealisticka filosofie byla v celé fecké matematice piekéz-
kou pokroku.

Je zajimavé zkoumat s tohoto hlediska prace nejvét§iho reckého matema-
tika, Archimeda. Jak znamo, Archimedes dosahl v geometrii obdivuhodnych
vysledki, které byly pfedstiZeny teprve o tisic let pozdé&ji. Dolnim a hornim
odhadem &isla 7= (32 <z < %), urlenim obsahu usede paraboly, objemu
koule a paraboloidu, povrchu koule, t&Zisté riiznych téles, objevem po ném po-
jmenované spiraly atd., rozresil Archimedes takové problémy, které dokazuji,
Ze se u ného jiz vyskytuji zarodky infinitesimalnfho poétu, zvldsté podtu in-
tegralnfho.

Své myslenky o infinitesimalnim poétu nepovazoval Archimedes za pfesnou
methodu, nybrz za heuristicky princip, a byl si pIné védom toho, Ze jsou v z4-
sadnim protikladu k nazorim, jez v té dobé v geometrii pievladaly. Své vy-
sledky pozdéji dokdzal exhaustivni (,,vylerpavajici’) methodou. Opravdu
byla Archimedova methoda, tykajici se infinitesimalnfho podtu, ¢asteéné za-
loZena na p¥edstavich z mechaniky, kdezto na druhé strané se v nf odraii
vliv atomové theorie Feckych materialistii, kdy# t&lesa rozklddal na nekoneéns
malé ,,platky*, rovinné obrazce pak na nekoneéné malé ,,prouzky‘, coz viak
odporovalo sméru, ktery tehdy vladl v fecké matematice, jez byla pod vlivem
idealismu. Svych vyznamnych tspéchit dosahl Archimedes v boji s vlivem
idealismu, opiraje se o materialisticky svétovy nazor. Archimedes byl revo-
luciondfem nejenom v matematice, nybiz i v oboru aplikaci matematiky:
Archimedova spirala, jeho proslulé metaci p¥istroje, které pomdahaly pfi obrané
Syrakus, jeho objevy o stabilité plovoucich téles atp., vie to svédéi o tom, Ze
Archimedes nepovaZoval za poniZujici, otrockou praci dat své matematické
znalosti do sluzby praxi. S tohoto hlediska je velmi zajimavy Archimedtv
dopis EraTostHENOVI, hlavnimu pfedstaviteli ,,oficialni‘ matematiky, obje-
veny aZ v r. 1906. V tomto dopise se pravi: ,,PonévadZ T& povazuji, jak jsem
jiz Fekl, za vazného védce a vynikajiciho filosofa, ... povaZuji za vhodné vylo-
Zit Ti a vysvétlit v této knize tu zvlastni methodu, pomoci které jsem dostal
vyznamny pomocny prostiedek k vySetfovani jistych matematickych problé-
mi pomoci mechaniky. Jsem hluboce presvédéen, Ze se tento prostiedek
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ukéZe neménd uZitednym k dikazu vét; mnoho fakti se mné stalo jasnymi
pravé pomoci mechanickych piedstav, aviak potom jsem poklddal za nutné
dokdzat je geometricky, nebof uvedend methoda nepodava presné diukazy.
Je viak zfejmé, Ze je lehdf najit presny diikaz, kdy% pomoct uvedeného (mecha-
nického) zpisobu jsme dostali uréitou orientaci v uvaZované otézce, nez
-najit takovy dikaz bez takové piedbéiné orientace. V tom vézi, proé¢ ohledné
vét, dokazanych po prvé EUDOXEM, t. j., Ze kuZel tvofi jednu tietinu vélce,
ktery mé s nim podstavu a vySku téze velikosti a zrovna tak, Ze jehlan tvoif
jednu tfetinu piisludného kvadru (Archimedes zde mé na mysli objem), sehral
nemalou tlohu DEMOKRITOS, ktery po prvé formuloval tyto véty bez dikazu®.
Demokritos byl nejvyznamnéjiim predstavitelem feckého materialismu, ktery
védomé aplikoval svou atomovou theorii na geometrii, a to, podle Archimedo-
vych slov, s velkym uspéchem. Demokritovo ulenf bylo ,,bojkotovino‘
feckym idealismem a bylo tedy v Archimedové dobé méné znamo, pii éemz
jeho atomisticky nédzor byl ocenén oficialni feckou filosofii jako nevédecky.
Jak Platon, tak i Aristoteles kategoricky tvrdili, Ze zavedeni atomovych pred-
stav odporuje udeni geometrie, podle néhoz kazdé téleso je neomezené déli-
telné. Je zfejmé, Ze tento dialekticky protiklad — osvétleny, avSak jesté ne-
pfekonany vysledky fysiky XX. stoleti — protiklad mezi délitelnym a neds-
litelnym, mezi spojitym a korpuskularnim pojetim hmoty — byl jednou
z mocnych pak rozvoje jiz v fecké matematice. Archimedes byl revolucioné-
fem v fecké matematice, ktery neohrozené bojoval s vladnoucim idealistickym
nazorem, opiraje se o své vyznamné vysledky.

Shora uvedend Archimedova slova jsou vyjimeéné pouénd i proto, Ze do-
kazujf to, co se jeSté vice tykd matematickych vySetfovani v soudasnosti:
matematikové, kdyz razi nové cesty, dosahuji prvni orientace nikoli pfesnymi
methodami, nybrz nazornymi predstavami. Vraceji se tedy k materialnimu
zdkladu matematiky a obvykle teprve potom p¥ijde presny dikaz. Abychom
se vyhnuli viemu nedorozuméni: Tato poznidmka se netyké otdzky o nutnosti
piesnych ditkazi. Sém Archimedes to nepopiral, ba naopak byl nepfekona-
telnym mistrem geometrickych dikazi, kterym vénoval velkou pozornost,
nybrZ jenom se snaZil vybojovat pravo na existenci nazornych predstav
(heuristickych), které jsou zaloZeny na analogiich z mechaniky, nebo se opi-
raji o atomistické pfedstavy — proti vlddnoucim koncepeim své epochy. Jeho
slova slouzi i v dne$ni dobé za zbrai v boji proti matematickému formalismu.
Velké pozornosti zasluhuje také to, Ze Archimedes, ktery vénoval velkou po-
zornost fysikalnfm pFedstavam, vidél soudasné ziejmé nutnost pfesného
matematického dikazu. Mnoho matematikii ani nyni nechipe s naleZitou jas-
nost{ dileZitost opirat se o fysikalnf pfedstavy a mnoho fysikli — zvl4sté na
zdpadé — nevidi vyznam matematické pfesnosti. Obé chyby vedou k formal-
nimu uffvini matematiky. Kdys upozoriiuji matematiky i fysiky na shora
uvedenéd Archimedova slova, musim soudasné poukézat i na to, ze Archimedes
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byl nejenom jeden z nejvice vynikajicich predstaviteli mabema.ﬁky a apli-
kované matematiky starovéku, nybrz i znamenitym fysikem.

Ve stiedovéku rozvoj geometrie a s ni spjaty ideologicky boj uvniti geo-
metrie postoupil kupfedu jenom nepatrné. Je zasluhou arabskych a perskych
matematikid, Ze peélivé kultivovali a ddteéné i dale rozvinuli Gspéchy Fecké
geometrie. V oboru geometrie, zvla$té v oblasti ,,axiomu o rovnob&zkich*,
provadéli zajimava vySetfovani Omar Chajami a Nasireddin. Prvni pozoru-
hodna vySetfovani v Evropé, na piiklad Saccheriova, pfimo souvisi s Nasi-
reddinovym pokusem dokazat axiom o rovnobézkach. Tak zvany Saccheritv
Styfahelnik najdeme i v pracich Nasireddinovych a v pracich Omara Chajami.
PovaZuji za nutné na to upozornit, jeZto tyto vysledky arabské a perské
kultury nejsou u nés a na zédpadé zndmy a jsou proto nedocetiovany. V historii
geometrie bylo rozhodujfcim krokem vytvofem: analytické geometrie, které
je spjato se jménem Descartesovym. To umoznilo pfelozit problémy geometrie
do jazyka algebry, a tedy i analysy a obracend. Tim pfestala ona isolovanost
geometrie, kterd se vytvofila v fecké matematice proto, Ze ji chybél pojem
irracionalnfho &isla. V analytické geometrii se uskuteénila dialektickd jednota
algebry a geometrie, coZz piispélo k vytvofeni diferencialnfho a integralnfho
poétu a rovnéz vedlo k tomu, Ze matematika vypracovala velky aparat k po-
pisu pohybu a zmény. Spolu s obrovskymi pfednostmi mél tento rozvoj i uréité
zaporné stranky. Rozsffen{ analytickych method v geometrii a soudasné i v me-
chanice, izka souvislost mezi nimi, mély za nasledek chybny nazor, ktery se udr-
Zoval podinaje NEwWTONEM az do Bolyaie a Lobadevského. Podle tohoto nédzoru
neni geometrie rovnocennou partii matematiky a mé uvnitf matematiky pod¥f-
zeny vyznam; geometrie nenf ni¢fm jinym nez jednfm — nesporné dulezitym —
oborem aplikace matematické analysy. V tomto obdobi se opravdu geometrie
neditala do vlastni matematiky, nybrz bylo na ni nazirdno jako na jednu z partif
aplikované matematiky, kterd se zabyva otdzkou aplikace matematiky na
studium fysikdlnfho prostoru, odpovidajiciho newtonskému pojeti vesmiru.
Tento nazor odpovidd koncepci metafysického materialismu. Proto méla
kantovskd idealistickd koncepce o prostoru na svou epochu tak velky vliv:
tehdy panujici metafysicky materialisticky nazor nebyl s to spravné ji vyvra-
tit a obé tyto koncepce se sobé v mnoha smérech blizily. V tomto stadiu byla
tato otazka na zadlatku XIX. stoleti. Dalsf rozvoj zapodal s revoluénim obJe-
vem Bolyaie a Lobadevského.

V této prednisce jiz dale nelze rozebirat historii geometrie. Domnivam se
viak, Ze to, co jsem Fekl, ukazuje, jaky obrovsky vyznam mél v historii geo-
metrie boj idealismu a materialismu a Ze materialisticky ndzor znamenal vidy
pro geometrii krok vpfed, kdezto idealistické koncepce se d¥ive nebo pozdéji
staly brzdou jejfho rozvoje.

157



2. Vyznam geometrie Bolyai-Lobaéevského v boji materialistického
a idealistického sv&tového nizoru.

Matematika se zabyva uréitymi zdkonitostmi materialnfho svéta, ve zvlast-
nim abstraktnim tvaru. Tim je matematika co do svého pfedmétu pribuzna
8 p¥rodnimi védami, ale co do svych method se od nich podstatné odlisuje.
Pokud se tyka pfedmétu matematiky, plati dodnes Engelsova definice: ,,Pfed-
métem &isté matematiky jsou prostorové formy a kvantitativni vztahy skuted-
ného svéta, tedy velmi redlnd latka. Ze se tato latka jevi v nejvys abstraktni
formé, muZe zakryt jen povrchng jeji ptivod z vnéjsiho svéta. Abychom vSak
mohli tyto formy a vztahy zkoumat ryzi, musime je Gplné odloudit od jejich
obsahu, a ten jako lhostejny nechat stranou. (B. Engels, Anti-Diihring, Praha
1949, str. 36—37).

A. N. Kolmogorov vychazi ve svém ¢lanku ve Velké sovétské encyklopedit
rovn¥Z z této definice. Rozvoj matematiky, ktery nastal v druhé poloviné
XIX. stoleti a na zadatku XX. stoleti, charakterisuje tak, Ze soudasna mate-
matika je védou, kterd se zabyva kvantitativnimi a prostorovymi formami
skutetného svéta ve vif jejich obecnosti. S filosofického hlediska to ani v nej-
mensfm neznamend zménu Engelsovy definice, nybrz jenom modifikaci, jez
se stala nutnou pravé v dusledku rozvoje, ktery nastal objevenim geometrie
Bolyai-Lobadevského. S methodologického hlediska je charakteristickym zna-
kem matematiky abstrakce, jak na to upozoriiuji shora uvedens Engelsova
slova. Kvantitativni a prostorové formy materialniho svéta jsou ve své ryzosti
poznatelné za podminky, jestliZe pomoci abstrakce oddélime tyto obecné
formy od jejich konkretni nédplné a zkoumdame je v jejich obecnosti. Podstatu
matematické abstrakce vysvétluji slova J. V. StaLINA, uvedend v prici
»0 marzismu v jazykovédé*. — , Gramatika ndm v tomto ohledu pfipomina
geometrii, kterd vytvd¥{ své zdkony, abstrahujic od konkretnfch pfedmétt
a zkoumajfc pfedméty jako télesa bez konkretnosti a urdujic vztahy mezi nimi
nikoli jako konkretni vztahy jakychsi konkretnich pfedmétd, nybrz jako
vztahy mezi télesy vibec bez jakékoli konkretnosti.”“ (J. V. Stalin, ,,0 mar-
xismu v jazykovédd“, Praha 1950, str. 23.)

Abstraktni zpusob vykladu v matematice neznamena vzdalovani od skuted-
nosti, nybrZ naopak vede k poznani obecnych zdkonitosti, které jsou skryty
v hlubindch materidlniho svéta. Na to nejjasnéji poukazuje V. I. Lenin ve
svém vyroku o védé vibec. Je tfeba pripomenout, Ze s abstraktnimi pojmy
nepracuje jenom matematika, nybrz ve vétsf nebo mensi mi¥e vSechny védy,
nebot abstraktni védecké pojmy, které vznikly na zikladé zkuSenosti a praxe,
vyjadiuji objektivnf realitu stru¢néji a hloubéji, nez bezprostfedni smyslova
zkusenost. — ,,MySlenf, pfechdzejic od konkretnfho k abstraktnimu, nevzda-
luje se — atli je spravné — od pravdy, nybrz k nf vede*, pife V. I. Lenin ve
,»Filosofickych seSitech’ (ruské vydanf, Moskva 1947, str. 146). ,,Abstrakce
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khmoty, ptirodniho zdkona, abstrakce hodnoty atd., jednim slovem viechny vé-
decké (spravné, seriosni, ne prazdné) abstrakce odraZeji p¥irodu hloubéji, vér-
néji, Gplnéji. Od Zivého vnimani k abstraktnimu myslenf a od ného k praxi —
to jest dialekticka cesta k poznani pravdy, poznivani objektivni skuteénosti.
(V. 1. Lenin, Filosofické sedity; viz Casopis pro péstovédni matematiky, 76.
¢. 4, str. 239.) V téZe praci o néco dale pise V. I. Lenin: ,,Tvofeni (abstraktnich)
pojmi a operovani s nimi jiz v sobé obsahuje piedstavu, presvéddéeni, védom?
zakonitosti objektivnich souvislosti svéta‘* (tamtéz, str. 163). Tato Leninova
slova soudasné ukazujf, Ze pojem abstrakce lze Uplné pochopit jenom na
zakladé dialektického materialismu a Ze rovnéZ si lze vytvofit o predmété,
problémech a vlastnostech methody matematiky jasny ndzor jenom na zakladé
dialektického materialismu. Abstrakce v matematice jde dale nez v jinych
odvétvich védy; nebudeme se viak zde zabyvat zvlastnimi rysy matematic-
ké abstrakce, ktera ji odliSuje od abstrakee, pouzivané v jinych védach. Difve
bylo rozsifeno mezi matematiky i mezi pifrodovédei a filosofy mnoho nesprav-
nych, chybnych pfedstav o matematice. Tyto nespravné nizory existuji stéle
jesté nejenom na zapadé, nybrz — i kdyz v mensi mife — a nejenom mezi
matematiky — i u nas. Tim je t¥eba se zabyvat i proto, Ze bez toho nemuZeme
chapat to nové, co dal védé objev neeuklidovské geometrie. Riznych nesprav-
nych nazori na matematiku je celd spousta. Z nich se podrobne zastavime
jenom u nékolika.

Predev§im budeme zkoumat hledisko idealismu. Toto hledlsko odmitd ob-
jektivni. charakter zakoni matematiky a matematiku povazuje za volny vy-
tvor lidského rozumu. Toto idealistické pojeti neni schopno vysvétlit pfiéinu
toho, proé lze matematické methody tak skvéle aplikovat v pfirodnich védach
a v technice, v praktické ¢innosti lidstva, kterd sméfuje k poznéni a pretva-
feni pfirody a spoleénosti. Idealisticky ndzor na matematiku nenf ni¢im podlo-
%en, je nevédecky a $kodlivy. Prvnim dislednym obhéjcem idealistického na-
zoru na geometrii, jak jsme jiz pfipomnéli, byl Platon. Toto pojeti Zije dodnes
v burZoasni védé a v nynéjsi dobé se nejpatrnéji projevuje ve formé konvencio-
nalismu, jehoZ prvnim vyraznym piedstavitelem byl Poincar£. Podle idea-
listického pojeti je pfedmétem geometrie studium élovéku vrozeného ,,aprior-
nifho‘‘ pojmu prostoru.

V Bolyaiové epoSe byl nejrozhodnéjsim zasténcem tohoto nazoru Kant,
ktery tvrdil, Ze nase pfedstavy o prostoru jsou vrozenymi apriornimi ideami,
formami naSeho nazirani, které jsou absolutné nezavislé na skuteénosti a zku-
Senosti. Podle Kanta jsou tvrzeni euklidovské geometrie jediné mozné, neménné
zdkony lidského mysleni. Tento nazor byl objevem geometrie Bolyai-Loba-
¢evského nejrozhodnéji vyvracen.

Objev geometrie Bolyai-Lobadevského byl ranou nejenom pro idealismus,
nybrz i pro ten nespravny metafysicky nazor na matematiku, ktery ztotoziio-
val zakony matematiky dané epochy se zékony p¥irody. Chybnost tohoto na- -
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zoru je zfejmé: zdkony matematiky odraZeji zakonitosti materidlnfho svéta,
aviak odraz — jakkoli vérny nenf totoZzny s tim, co odrazi. Jako kazdé lidské
poznani podédva matematika jenom relativné a p¥ibliZzné vérny snimek skuted-
ného svéta a vice nebo méné jej zjednodusuje. Rozumi se, Ze toto pfibliZzeni
nem4é principidln{ a nepfekonatelné meze, presnost pribliZzeni a v&rohodnost
snimku daného matematikou neustéle vzristd; v tom pravé spoéiva jeji rozvoj.
Ale materidln{ svét ve své Gplnosti, v8estrannosti a bohatstvi odréZi matema-
tika vidy jenom vice mén¥ zjednodulens, schematicky. Ten, kdo se jenom
trochu zabyval aplikacf matematiky v libovolném oboru, vi dobte, Ze zédkladni
problém aplikace matematiky je pravé v rozhodnuti otézky, které vztahy
a které faktory musi byt zachyceny p#i popisu nékterého realného jevu nebo
proocesu v matematickém tvaru a které mohou byt zanedbany (nebof ve
skuteéném svété souvisi viecky reélné jevy jeden s druhym); a rovnéz rozhod-
nut{ v otdzce, v jakém zjedhoduseném tvaru mé byt zachycen charakter jevi
& vliv v evidenci vzatych faktori — jednim slovem, jak zvolit matematicky
model, odréZejici zkoumany jev nebo proces s pfesnosti potiebnou pro praxi.
(Pfesnost miZe byt v jednotlivych pfpadech neobydejné velka.) Pravé tim se
vysvétluje, prod existuji meze aplikability matematické methody. Je ti¥eba
pfipomenout, Ze nesmime zamétovat otdzku po sprdvnosti a otazku po pres-
nosti matematického modelu. Matematicky model, ktery odréZi skuteénou
souvislost jevii s uréitou pfesnosti v obecnych rysech spravné, je nutno pova-
fovat v podstaté za spravny i v tom pfipadé, 1ze-li jeho pfesnost zvétsit dalsim
zpfesnénim modelu. V takovych p¥ipadech nevyvraci daldi zpfesnéni modelu,
jimZ se zvysi pFesnost popisu a odrazu, obecnou presnost p¥iblizného snimku,
nybrZ jej pouze doplituje. Takovy je stav véci na priklad v pfipadé klasické
a relativistické mechaniky. Na tuto dilezitou otdzku upozornil Riemann, ktery
napsal: ,,Souvislosti mezi prvky obrazu a origindlu musi byt stejné, nebot
jenom v tom p¥{padé je obraz spravny. Spravnost obrazu nezavisi na stupni
jeho ptesnosti. Zaménime-li prvky obrazu skupinou subtilnéj$ich prvkd, pak
tim vzroste naSe pochopeni vztalii véci, aniZ povaZujeme pivodni Gvahu
za nespravnou‘’ (Sebrané spisy, str. 490.) Tak jako idealisticky nazor vede k ne-
docetiovani aplikability matematickych method, vede uvedeny metafysicky
nazor, ktery ztotoZiiuje zakony materialniho svéta s jejich odrazem v mate-
matickém tvaru, v jistém sméru k preceriovani aplikability matematickych
method (v jinych smérech vede i metafysicky nazor k podcetiovani matemati-
ky): ob& nespravné koncepce jsou zdrojem velkych chyb v praxi. Z toho, Ze mate-
matika mé k popisu skuteénosti vidycky jenom modely, vyplyvé, Ze matematic-
ky vyklad, slouZicf k popisu jakéhokoli p¥irodniho jevu.nebo procesu, nenf ka-
tegoricky urden, nybrz lze jej chapat rizné a v kaZdém jednotlivém pripadé
ukazuje zkusenost, ktery z nich je vhodny. Tak na p¥iklad p¥i popisu oscilaci
struny lze strunu povaZovat za spojitou nebo za Fetézec, sklddajici se z isolo-
vanych hmotnych bodi, elasticky spolu spojenych. Vyklad, ktery je zaloZen
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na dvou riznych modelech, vede v mnoha smérech v podstaté k stejnym vy-
sledkim, av8ak v pfipadé vynucenych oscilaci za uréitych podminek vzniké
principidlni rozdil. Uvedené metafysické pojetf, které ztotoZiuje objektivni
zakony materialnfho svéta s odraZejicim je matematickym modelem, se po-
zdéji propletlo s machismem. Je tfeba védét, Ze machisticky nazor chybné
ztotoznuje fysikalni skuteénost s na$im pozorovanim, se zkuSenosti. Pravé
v tomto bodé navazuje machismus na nespravny metafysicky ndzor na mate-
matiku, ktery ztotoZiluje nasi zkuSenost s matematickymi vztahy, jeZ zformu-
lovala véda k popisu této zkuSenosti. Takovym zpiisobem vznikly prézdné
fradze o tom, Ze ,,hmota zmizela‘‘ a zustaly pouze rovnice.

Zde je tfeba poukézat jesté na jeden nespravny idealisticky smér — agnosti-
cismus. Metafysicti filosofové, ktefi neznali slozitou dialektiku lidského poznani
z toho faktu, Ze matematicky model neni totoZny se skutelnosti, nybrz ji
jenom odrizi ve vice méné zjednoduseném tvaru a tim se k nf pfiblizuje, udi-
nili nespravny zavér, Ze zdkonitosti materidlniho svéta jsou nepoznatelné.
Takovy zavér neni nijak podloZen, nebot prekvapujici pfesnost vysledku,
které vznikaji pouZitim matematickych method, na p¥fklad v astronomii a ve
fysice, a rovnéz obrovské uspéchy p¥Fi snaze Slovéka o pretvafeni piirody,
vSechno to nevyvratné dokazuje, Ze materiadlni svét je poznatelny a Ze pouziti
matematickych method je neocenitelnym néstrojem poznani. Zanedbanf, jehoZ
se dopoustime p¥i volbé matematického modelu, jsou nutna i.proto, %e pod-
statu jevu lze zachytit jenom tehdy, kdyz zanedbame vSechno nepodstatné.
Otéazku lze vysvétlit timto srovnanim: Vé&da si poéind podobné jako znalec,
studujici néktery obraz chvili z blizka, chvili zase z dalky, aby jej poznal
v detailech a soudasné si o ném udinil celkovou piedstavu. Tedy methoda ma-
tematiky je v principu stejnéd jako methoda kazdé jiné védy, pii cemz se samo
sebou rozumi, Ze tato otdzka nabyva v matematice jako ve vSech jinych od-
vétvich v&dy svého specifického charakteru. Podle mechanického materialismu
lze popsat s Gplnou pfesnosti viechny jevy ve svété pomoci matematickych
rovnic. Zastincem tohoto nézoru byl na piiklad LAPLACE, ktery napsal:
,,Kdyby néktery duch, ktery by znal v daném okam#iku vSechny sily prostu-
pujici p¥irodu a relativni stavy véci, z nichZ se pfiroda sklad4, duch vSeobsahly,
schopny analysovat tyto tdaje, vyjadfil formuli pohyb nejvétsich nebeskych
téles i nejmensiho atomu vesmiru, nezistalo by nic pro ného neurditym a pfed
jeho odima by se Siroce zjevilo viechno budoucf i minulé ... Essai Philoso-
phique sur les Probabilités, 1814).

Nyni jiz dobte vime, Ze je pfedstava takového universalniho obrazu nalvni
a matematika si stavi pfed sebe daleko skromnéjf ikoly, pfi dem% oviem tyto
ukoly Fe$i v celé jejich &ffi. Shora uvedend Laplaceova slova obsahuji i vul-
garnf zjednodusen{ otdzky nutnosti a nahodilosti; zabyvat se vysvétlenim této
otazky jsem mél moZnost jinde, proto ji v této pfednaSce ponecham stra-
nou. (Viz ,,Zdkladni otdzky theorie pravdépodobnosti ve svétle dialektického ma-
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terialismu‘‘, Budapeit, Filosoficka rodenka, v tisku.) Je zajimavé pfipomenout,
%e mechanisticky metafysicko-materialisticky nazor, jestlize na jedné strané
preceiiuje roli a moZnosti matematiky, na druhé strané se sna#i omezit sféru
matematického zkoumani. Nebof tim, Ze metafysicko-materialisticky nazor
neni s to pochopit roli matematické abstrakce, zabraliuje matematice budo-
van{ obecnych abstraktnich theorii. Takovy byl stav v p¥ipadé komplexnich
&isel, jehoZ se jesté dotknu; avSak jiZz zde poznamenavam, Ze otdzka Spoled-
nosti JABLONOVSKEHO, zda mohou byt konstruovany imaginarni veliiny
(na kterou Jan Bolyai poslal vyjimeéné hlubokou odpovéd), ukazuje jiz ve
své formulaci, Ze v té dobé (1837) byl omezeny mechanisticky metafysicky
nizor na matematiku jesté silné roziffen. Pokud se tyka komplexnich é&isel,
ukézal i Engels, Ze je nelze pochopit metafysickym myslenfm, p¥i éem# konsta-
toval: ,,... kde by byla matematika niZzsi i vy3sf, kdyby ji bylo zakézdno opero-
vat s |/ —17 (B. Engels, Antidahring, Praha 1949, str. 107).

V oboru geometrie v XVII. a XVIII. stolet{ panoval shora uvedeny mecha-
nisticko-materialisticky nazor. To znamenalo, %e byl fysikalni prostor ztotoz-
fiovan s prostorem euklidovské geometrie. Zakony euklidovské geometrie byly
povaZovany za fysikalni zdkony a tehdy si viibec neuméli predstavit, Ze se ma-
tematika miZe zabyvat prostory jiné struktury. Tento mechanisticko-materia-
listicky nézor se shodoval s filosofii Kantovou. To je dalsim p¥ikladem toho, jak
metafysické mysleni vede k idealismu.

Jak jiz bylo uvedeno, panoval tentyZ nazor nejenom v geometrii, nybrz
i v jinych odvétvich matematiky; rozvoji pojmu ¢&isla byla ve velké mife na
prekazku metafysicko-materialistickd koncepce, kterd ztotoziiovala éisla s fy-
sikédlnimi veli¢inami. Tato mechanisticko-materialistickd koncepce zabraiio-
vala vyjasnéni pojmu komplexnich é&isel. To, Ze tato koncepce prevladala, vy-
svétluje, pro¢ se komplexni ¢isla setkdvala s takovou neditvérou a proé pojem
komplexnfho éisla podle Gaussovych slov byl obklopen ,,mlhou mystiky.
Prelom starych pfedsudkii v oboru geometrie a algebry nastal ve stejném ob-
dobf, v prvni poloviné XIX. stoleti a obé tyto revoluéni zmény spolu tzce
souvisi. JiZ jsem upozornil na to, Ze se i Jan Bolyai zabyval otdzkou komplex-
nich d&isel v odpovédi, kterou dal na konkurs lipské Spoleénosti Jablonovského
v r. 1837 (Cldnek o imagindrnich velidindch, P. Stickel, Geometrickd vydetFovdni
Farka$e a Jana Bolyaie, Budapest, 1914, sv. 11, str. 239—249). Pozdéji v r.
1850 pfidal Jan Bolyai do této prace poznamku, podle niZz se v souvislosti
se svym geometrickym vySetfovanim zabyval jesté kolem r. 1826 vybudové-
nim theorie komplexnich &isel. Vidéli jsme, Ze se i Gauss zabyval problémem
zdkladt geometrie a theorie komplexnich &isel a jejich Gzké souvislosti. V tomto
sméru neni vyjimkou ani N. I. Lobadevskij, jehoZ rovnéZ zajimala otdzka
theorie komplexnich éfsel. Ve své praci ,,Algebra nebo vypolty koneénych velidin‘

(str. 25) pige: ,,Pouzfvani V:-—f je v matematice tolik t¥eba, %e i j4 jsem zadal
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mluvit mnohem vice o imagindrnich mocnindch, ne% se to obyéejné &inf, p¥i
¢emz jsem pedoval o to, abych zavedl jasné pojmy a poloZil pevné zéklady pro
vypocty, kde se uziva V—l.“

Je nadmiru zajimavé, Ze ve své prici, uvefejnéné v r. 1834, Lobadevskij
po prvé definuje goniometrické funkce ryze analytickym zpiisobem pomoci
jejich potenéni fady a goniometrii buduje ryze analyticky pomoci Eulerova
vztahu. A¢ potenéni Fady goniometrickych funkei a uvedeny vztah byly jiz
davno znamy, nezaujal takové methodologické stanovisko pied Lobadevskym
jesté nikdo, jak ukazuji v nedavno vyslém élanku A. P. JuSKEVIC a I. G. Bas-
MAKOVA. I v tom opét souhlasi Lobafevského myslenky s mySlenkami Jana
Bolyaie, u néhoz v préaci ,,0 imagindrnich velidindch‘‘ rovnéz najdeme defi-
nici goniometrickych funkei pomoci mocninnych fad, a to hned pro jakoukoli
komplexni hodnotu proménné. Tuto myslenku objevili Jan Bolyai a N. I. Loba-
devskij nezavisle na sobé a p¥iblizné v téze dobé, jako myslenku neeuklidovské
geometrie. ‘

Z Bolyaiovy ,,Responsio’ citujeme tuto vétu: ,,Jenom takové véci a tedy
jenom takové velidiny se mohou stat pfedmétem (zdravého) zkoumsani, které
fakticky existuji (na priklad, jsou-li to materidlnf éasti télesného nebo vnéjsiho
svéta nebo alespon jsou-li pfedstavitelné a mozné).* Tim Bolyai zaujal rozhodné
stanovisko proti nespravnému idealistickému uéenf o volném vytva¥eni mate-
matickych pojmi, které, jak znamo, zastival jesté ve XX. stoletf Poincaré.
Spravné Bolyaiovo stanovisko ukazuje néasledujici véta jeho kritiky, uvedenda
v jeho ,,Responsio“ v souvislosti s uvedenou praci Gaussovou: ,,... sotva lze
odiivodnit tvrzeni, Ze jiné druhy veliéin nelze zahrnout do nauky o veli¢indch.
Nebot jsem shora velmi jasné dokazal, ze l1ze zavésti (podle vlastniho uvazenf)
jakékoli mnoZstvi druht velidin, jenom Ze se to nejevi nutngm.

Avsak souvislost mezi neeuklidovskou geometrii a soudasnou theorii kom-
plexnich ¢isel mé nejenom ideologicky a historicky charakter, nybrz mezi nimi
existuje také tzkd vécnd souvislost. Tato souvislost je osvétlena mezi jinym,
jiz v Dopliiku k Dodatku, ktery napsal Farka$ Bolyai, ktery vSak obsahuje
myslenky Jana Bolyaie. Béhem dalsiho vyvoje se tato souvislost stala jesté
jasnéj$i a v dnesni dobé je natolik obecné zndma, %e neni nutno se zastavit
u jejiho vysvétleni. Nas predeviim zajimé ideologickd stranka otazky: To, Ze
nespravné metafysické nazory na matematiku, branici jejimu rozvoji, byly
vyvraceny v prvnf poloviné XIX. stoleti ve dvou oborech: v otazce o pojmu
geometrického prostoru a v otdzce o theorii komplexnich &isel. Obé udélosti
maji revoluéni vyznam nejenom v oboru matematiky, nybr# jsou také vi-
tézstvim materialistického svétového nazoru.

Po tom vSem muZeme pfistoupit k tomu, v &em spodivd vyznam objevu
geometrie Bolyai-Lobadevského s hlediska materialistického svétového na-
zoru. Budu se to snaZit shrnout do t¥ bodi:
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1. Ditkazem toho, %e je moZno nékolik rovnocennych geometrickych sou-
stav & Ze jenom zkuSenost muZe rozhodnout, kterd z nich nejvérnéji popisuje
faktickou strukturu fysikélniho prostoru, vyvratili Bolyai a Lobadevskij idea-
listické kantovské pojeti o vrozeném a na zkulenosti nezévislém charakteru
absolutnfho pojmu prostoru. :

2. Tim, Ze svym objevem nezvratné dokézali, Ze se musi rozliSovat mezi
fysikalnim prostorem, v ném? %ijeme, a mezi riznymi matematickymi pojmy
prostoru, které slouZi k popsdni vlastnosti prostoru fysikalniho, stal se ne-
udrzitelnym vulgarni metafysicky nézor, ztotoziiujici fysikdlni realitu s odra-
fejicim ji matematickym modelem. Tim se oteviela cesta k dal$imu vyvoji
matematického pojmu prostoru a soudasné i k hlubokému studiu fysikalni
struktury prostoru.

3. Svym objevem a celou svou védeckou ¢innosti adinné piispéli k spravné-
mu materialistickému chdpanf vztahu mezi matematickou a skuteénym své-
tem. Mezi jinym bojovali uvédoméle proti idealistickym nazortim o libovol-
nosti zédkladnich postuldtd matematiky a soudasné bojovali proti metafysic-
kému nézoru, ktery podcetioval a omezoval tlohu a vyznam matematiky.

K témto tfem bodim je t¥eba pFipojit.

K bodu 1: Vyvriceni kantovské koncepce bezesporu bylo vyznamnym
vitézstvim materialismu. V knize ,,Materialismus a empiriokriticismus® pise
V. I. Lenin: ,,JestliZe materialismus uzndvé existenci objektivni reality, t. j.
pohybujici se hmoty, nezévisle na nafem védomi, musi uzndvati nutné také
objektivni realitu dasu a prostoru, na rozdil pfedevsim od kantovstvi, které
v této otazce stojf na strané idealismu a poklada &as a prostor nikoliv za objek-
tivn{ realitu, nybr% za formy lidského nazirani.“ (V. I. Lenin, ,, Materialismus
a empiriokriticismus*‘, Praha 1952, str. 160). O nékolik strinek dile Lenin
pokraduje: ,,Nebot néco jiného je otdzka, jakym zpisobem vnim4 ¢lovek prostor
pomoci riznych smyslovych organt a jak se dlouhym historickym vyvojem
z téchto vjemi vypracovévaji abstraktni pojmy prostoru — a néco zcela
jiného je otézka, odpovida-li témto vjemim a témto lidskym pojmiim objek-
tivn{ realita na lidstvu nezévisld. (Tamtéz, str. 171.) V. L. Lenin konéi tuto
myslenku témito slovy: ,,NaSe ,zkulenost‘ a nase poznéani se pfizpisobuji stle
vice objektivnimu prostoru a dasu a obraZeji je stale spravnéji a hloubg&ji.*
(Tamtéz, str. 172.)

Spolu s touto otazkou vzniks problém: kterou geometrii potvrzuje zkusenost.
Je znamo, %e se feSenim tohoto problému zabyval jiz N. I. Lobadevskij. Je
t¥eba pipomenout, %e se Lobadevskij snazil na zédklads astronomickych méfeni
zjistit soudet Ghli v trojihelnfku, p¥i ¢em#% vliv pozorovacich chyb se snaZil
odstranit pouZitim theorie pravdépodobnosti. Za timto cilem provedl velmi
cenns vySetfovani v oboru theorie pravdépodobnosti, mimo jiné zkoumal
rozdélenf soudt@t stejnomérné rozdélenych nahodnych proménnych. N. I.
Lobadevskij vysel z toho, Ze kdyby se zjistilo, Ze existuje takovy trojuhelnik,
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v némz by soucet uhlid byl mensf nez soudet dvou pravych, bylo by tim do-
kazano, ze ve fysikdlnim prostoru plati neeuklidovskd geometrie; to by viak
neodporovalo prastaré zkufenosti, Ze v pozemském méFitku plati zdkony
euklidovské geometrie v mezich presnosti méfeni, nebot kdyby byla abso-
lutni jednotka vzdélenostiv hyperbolické geometrii velmi velk4, pak by odchylka
od euklidovské geometrie byla znatelnou jenom v tom piipadé, kdybychom
zkoumali geometrické obrazce velikosti fadu odpovidajictho této jednotce
(vzhledem k souétu whlu je stav takovy, Ze defekt souétu thli je Gmérny
obsahu trojihelnika). Je tudiz nemoZné dokézat méfenim, %e v celém vesmiru
plati zdkony euklidovské geometrie, nebot vidy zbyvé moZnost, Ze ve skuted-
nosti plati hyperbolickd geometrie, jenomze jednotka vzdélenosti je v nf vel-
mi velks i ve srovnan{ s nejvétsi zméfenou vzdélenosti. Bolyai i Lobadevskij
v jistém stupni byli pod vlivem metafysického mysleni své epochy, kdy%
otazku stavéli takto: Ve skuteéném svété plati bud euklidovské, nebo neeukli-
dovské geometrie. Dnes jiz vime, Ze stavét otazku v této formé je nespravné.

Od dob Bolyaiovych a Lobadevského vyzkumit uéinila geometrie a fysika
velky krok kupfedu. Kdyz dale rozvijel a zobeciioval genialni vysledky Bolyai-
ovy a Lobadevského, objevil Riemann tietf druh geometrie: eliptickou geo-
metrii. Vysledkt Riemannovych vyzkumi pouzil EINSTEIN k vytvoFeni obecné
theorie relativity. Od dob Einsteinovych je nam znamo, Ze struktura fysikél-
nfho prostoru zavisi na rozdé€leni hmaty a.lze ji popsat pomoci eliptické geo-
metrie, odpovidajici koncentraci hmoty. Tak tedy vyzkumy Bolyaiovy a Lo-
badevského posunuly fakticky vyzkum fysikdlniho prostoru vpied, nebof
vytvofeni Riemannovy geometrie znamend pokracovani v cesté, kterou zaha-
jili Bolyai a Lobadevskij. Méné je znadmo, Ze i hyperbolicka geometrie ma velky
vyznam v theorii relativity pfi Lorentzové transformaci. Odkazuji na § 11 vy-
znamného dlanku B. N. DELONE, ,,Geometrie N. I. Lobadevského‘’, v ném#%
je uvedeno, Ze Lorentzovy transformace 1ze chépat jako pohyb hyperbolického
prostoru. :

K bodu 2. Objasnénim pojmu fysikdlntho prostoru a geometrického pojmu
prostoru se oteviela cesta k dal§imu rozvoji geometrie. Geometrie piestala byt
védou druhofadého vyznamu a stala se rovnocennou partif matematiky a tim-
se soudasné rozsifil okruh jejich problému. Soudasnd geometrie se jiZ neza-
byvéa jenom popisem obycejného fysikdlniho prostoru, nybrz pojmu prostoru
se v geometrii pouZfva v daleko obecnéjsim smyslu, na piiklad geometrie stu-
duje - prostory n-rozmérné i prostory nekoneéné dimense atd. V souvislosti
s tim se slova ,,prostor dnes v matematice pouzivd v pieneseném smyslu.
Geometrie, algebra a analysa se slévaji ve vys§i jednotu v soudasné funkecio-
nalni analyse. V téchto vyzkumech hrali a hraji vyznamnou dlohu i madar§t{
matematikové: zasluhu o vytvofeni pojmu topologického prostoru mé BEp-
RicH RiEsz, ktery nad to znadné p¥ispél k daldimu rozvoji theorie Hilbertova
prostoru. Obecné prostory maji dulezitou aplikaci i ve fysice, tak na p¥iklad .

165



&tyrrozmérny prostor v theorii relativity, n-rozmérné prostory s pojmem t. zv.
fdzového prostoru na pi. ve statistické mechanice, theorie Hilbertova prostoru
v kvantové mechanice atd. Slovem ,,geometrie“ dnes zahrnujeme daleko vice,
ne% matematicky popis fysikalnfho prostoru. Ve Velké sovétské encyklopedii
se o tom pige: ,,VySetfovani téchto abstraktnich matematickych ,,prostori‘
naprosto nemaji za sviij jediny cil vytvoreni zasoby hypothetickych soustav
k obrazeni vlastnosti realného prostoru. Praktické aplikace jsou v soudasné
geometrii velmi rozsihlé. Na piiklad stav mechanické soustavy » hmotnych
bodt je znazorfiovan bodem fézového prostoru soustavy, ktery je obecné
6n-rozmérny (bod fdzového prostoru je uréen 3n kartézskymi soufadnicemi
n hmotnych bodi a 3n komponentami jejich rychlosti), atd.« (Velkd sovétskd
encyklopedie, sv. I, str. 615.) Proto my nemuZeme souhlasit se stanoviskem
nékterych fysiku, podle nichZ se geometrie stala jednou z partii fysiky.Takové
pojeti by znamenalo ndvrat k zastaralému stanovisku mechanistického mate-
rialismu. Zastdncem takového nazoru miize byt jenom ten, kdo v protikladu
k dnes obecné pfijatému pouzivani slova, rozumi pod geometrii fysikdlni vy-
zkum fysikdlniho prostoru. Ovem v takovém piipadé toto tvrzeni nam nic
nefikéd. Ndzor, podle néhoz se geometrie stala soudasti fysiky, v podstaté zna-
mend odmitani matematiky jako samostatné védy; takovy nazor odporuje
dialektickému materialismu. Tvrzeni, Ze geometrie je soudasti fysiky, zdsadné
odporuje uvedenym sloviim soudr. J. V. Stalina o geometrii, nebot je zfejmé,
%e fysika vyklada véci nikoli jako ,,télesa bez vii konkretnosti‘“. Dialekticky
materialismus uéf, Ze pfedmétem matematiky jsou prostorové formy a kvantita-
tivni vztahy materidlnfho svéta. Pfedmétem fysiky je v8ak zkouméni samé
hmoty a zdkoni jejiho pohybu. Je zfejmé, Ze jsou to rizné véci. Z uvedeného
plyne, Ze fysikélni a matematické zkoumani musi mit tzkou souvislost, Ze
fysikové a matematikové musi GZe spolupracovat. To je na jedné strané
t¥eba zdtiraznit proto, abychom neziistali na nespravném stanovisku idealismu
propagujiciho samoudelnost matematiky, avS8ak na druhé strané i proto, Ze
v tomto oboru u nés je$té jsme nedospéli k dostateéné tésné spolupraci.
Objev geometrie Bolyai-Lobadevského méa s hlediska rozvoje matematiky
revoluéni vyznam a mél vyjimeéné velky vliv na rozvoj celé matematiky.
Vysettovin{ Bolyaiova a Lobadevského v oblasti axiomatického vybudovani
geometrie se stala pofatkem rozvoje soufasné axiomatické methody v mate-
matice. V souvislosti s neeuklidovskou geometrif po prvé vznikla otizka
o Uplnosti axiomatického systému, o jeho bezespornosti, problém konstrukce
modeli atd. V této otdzce odkazuji na pfedna$ku L. KALMARA. Jenom pozna-
mendvam, ze axiomatickd methoda nabyla velkého vyznamu nejenom v ma-
tematice, nybrz i ve fysice. Ve Velké sovétské encyklopedii se tom pife toto:
»Positivntho vyznamu nabyla axiomatickd methoda vykladu v mechanice
a v theoretické fysice. Axiomatické vybudovani statiky pochazi jiz od Archi-
meda, celé klasické mechaniky — od Newtona. Klasickym p¥fkladem axioma-
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tického vykladu partie fysiky muZe byt thermodynamika‘. (VSE, sv. I.,
str. 616.) '

Je velmi zajimavé zkoumat, do jaké miry sam Bolyai a Lobadevskij cha-
pali ideologické dusledky vlastniho objevu. Tato pfednéska je predevsim vé-
novana ideologickému vyznamu Bolyai—Lobadevského geometrie a nikoli své-
tovému nazoru Bolyaiovu a Lobatevského; v tom odkazuji na prednisky
P. ArLexiTSE a F. KarTESI. OvSem to, co jsem fekl, dokazuje, Ze Jan Bolyai
stejné jako N. I. Lobadevskij byli v podstaté bojovnymi materialisty; je
ov§em nutno pfipomenout, Ze nikdo z nich nemohl znat dialekticky materia-
lismus. V mys$leni Jana Bolyaie byly jesté metafysické prvky, ale dialektické
mysleni mu nebylo cizi. Jako priklad uvedu maly citat. V praci o komplex-
nich &islech Bolyai piSe: ,,Vezmeme mimo to vitbec jakoukoli zcela substan-
cidlni véc, na ptiklad nulu, jeZto nic je jenom negativni pojem, a sledujeme-li
tuto otazku blize, lehko pochopime, Ze neni moZno oznaéovat ,nic“ a podro-
bovat je operacim. Nelze tvrdit ani to, Ze na pf. @ + 0 je rovno a, protoze
zde nemusime k a nic pfidavat, nebot z téhoZz divodu by bylo nutno tvrdit

také, Ze g = a. Takovy presnéjsi postup ihned ukazuje, Ze se metafysika vy-

kladu nuly (0) dosud opirala o velmi fale§né odtvodnéni.*“ (Str. 240—241.)
Srovnejme nyni tato slova s Engelsovymi slovy o nule v poznamkach k ,,Di-
alektice pfirody‘: ,,Nula mé zcela uréity obsah®. (Dialektika pfirody, Praha
1950, str. 222.)

Toto srovnani, zda se, nepotfebuje komentare, zrovna tak jako Engelsovy
a Bolyaiovy vyroky, zvolené za motto této pFednasky, které nejziejméji do-
kazuji materialistické nazory Bolyaiovy.

Tim, co jsem ¥ekl, chei dokazat, jakou obrovskou, epochalni udalosti v histo-
rii matematiky byl objev geometrie Bolyai-Lobadevského a jak velky vyznam
mé pro boj materialismu s idealismem. Vidéli jsme, Ze objev geometrie Bolyai-
Lobadevského byl novym vitézstvim materialistického svétového nézoru,
vyvracejicim ,,vybajené vymysly idealismu. Ty% objev vyvratil nespravny
kantovsky nazor na prostor a soudasné osvétlil neudrzitelnost mechanistic-
kého metafysického materialismu. Tim byl sprdvné objasnén vztah mezi
matematikou a skuteénym svétem. My, madarsti matematikové, pokradujice
dale ve védeckém odkazu pychy madarské védy, Jana Bolyaie, vysoko vyzve-
ddme poznatky pokrokové védy. ,,Déjiny védy znaji nemalo state¢nych lidi,
kterf uméli botit staré a vytvaret nové pres viechny pfekazky, navzdory viemu‘
(J. V. Stalin, O Leninovi, Praha 1948.) Pravé mezi takové lidi, do jejich prv-
nich ¥ad pat¥{ Jan Bolyai. Ve své kaZdodenni praci musime &erpat sflu z pamét-
ky Jana Bolyaie, genidlniho matematika, ktery neohrozené bojoval za védec-
kou pravdu, proti starym predsudktm.

Z ruského textu preloZil Karel Winkelbauer, Praha.
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Pozndmka redakce.
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