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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 78 (1953)

VNORITELNOST SEMIGRUP

DT: 519.41/.47

{Referat o élanku Vlastimila Ptdka, Praha: ,,0 exawovenuu cemuepynn‘‘, uvefejndném
v ¢asopisu UYexocmoBankuit maTremarnyeckutt :xypHan T. 2 (77) 1952, str. 247—271).

V elementarnich udebnicich algebry se dokazuje znamé véta, podle niZ
kaZdy komutativni okruh bez déliteld nuly muze byt vnofen do télesa. V prvém
vydani své Moderni algebry vAx DER WAERDEN poloZil nasledujici otdzku:
Je totéz mozné i pro nekomutativni okruhy bez délitelt nuly??)

Bylo zjisténo MALCEVEM [2], Ze na tuto otdzku jest odpovédéti zédporns.
Jeho préace [2] obsahuje pifklad nekomutativnfho okruhu bez déliteld nuly,
ktery nelze vnofit do télesa.

Znamy, dosud nefeSeny problém spoéiva v tom, najit nutné a postactujici
podminky, aby dany nekomutativni okruh bez déliteld nuly mohl byt vnofen
do télesa. Tento problém jest obt{Znéjsi nez se snad zdé na prvnf pohled.

Jest proto udelné, zabyvati se nejprve analogickou otdzkou pro obory
s jedinou operaci. Takovym algebraickym utvarem, ktery odpovidd nekomu-
tativnimu okruhu bez délitelii nuly, jest semigrupa. Okruh bez déliteli nuly
mizeme charakterisovat také tim, e v ném je moZno kratit (s obou stran)
nebo, coz je totéz, Ze v ném podil dvou prvki (v daném poradf) jest jedno-
znaéné uréen, existuje-li. Budeme se tedy zabyvat algebraickymi obory s je-
dinou operaci, kterd spliiuje vlastnosti kraceni, totiz semigrupami. Neprazdnou
mnozinu 8, na nfZ je definovana algebraickd operace ,,nidsobeni, nazveme
semigrupou, jestlize -ndsoben{ je associativni a ma ndasledujic{ dvé vlastnosti:

ax =axr' => =2,
ya=vya=>y=1y".
Problém, ktery se (mimo jiné) fe$i v autorové praci, jest tento:

Nalézti nutné a postacujici podminky pro to, aby dand semigrupa S dala se
vwnofit do grupy. Tento problém je duleZity v algeb¥e samé jiZz proto, Ze
ka?dy okruh bez déliteli nuly se stane po odstranéni prvku 0 semigrupou
vzhledem k nasobeni. M4 vSak vyznam i v aplikacich. Divame-li se na pifklad
na levé strany linedrnich diferencidlnfch rovnic s analytickymi koeficienty

1y Litereraturu viz v Yezoca. mam, scypraa, T. 2 (77) 1952, str. 271.
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jako na operétory, zjistime snadno, Ze tvoif nekomutativni semigrupu. Jak
ukédzal WINTNER, jest tato semigrupa vnofitelnd. Vyznam podobnych vysledkil
pro analysu je nasnadé.

Ve své praci [2] uvadi Malcev nésledujicf nutnou podminku pro vnofitelnost
semigrupy:

(M) Necht S obgahuje osm prvki a, b, c, d, z, y, u, v takovijch, %ejsou splnény
ndsledujict t#i relace:

ar = by , '
cx = dy, (1)
au = by .

Potom musi byt splnéna také relace
cu=dv. (2)

Naznadfme dikaz nutnosti podminky (M): Snadno se zjist, e v kazdé
grupé relace (2) plyne z relaci (1). Jestlize nynf existuje grupa G obsahujfcf
semigrupu S, potom relace (2) je splnéna v @ a tedy i v S, nebof ndsoben{ na
S souhlasi s nasobenim v G.

Malcev sestrojil semigrupu 8, obsahujicf osm prvku a, bc d z,y u v
takovych, Ze tfi relace (1) jsou splnény, aviak relace (2)nikoliv. Z¥ejmé takova
semigrupa nemuzZe byt roziffena na grupu.

Autorova podminka je zobecnéni podminky (M). Uvahou analogickou
pfedeslé se snadno shledd, Ze nasledujicf podminka je nutnd, aby semigrupa.
byla vnofitelnou. »

(M’) Obsahuje-li S nékolik prvki ay, a,, ..., a,, které spliuji nékolik relact,
pak kterdkoli relace v S mezi proky a,, a,, ..., a,, kterd muZe bjt odvozena z danijch
relact v grupé, musi byt splnéna té£ v S.

Je-li tato podminka poruSena, semigrupa S zfejmé nemuiZe byt vno¥ena do
grupy.

Autor dokazuje, Ze tato podminka je také dostaéujici. To znamena, Ze jediny
zpusob, jakym semigrupa miZe byt nevnofitelnou, je néasledujici: V semi-
grupé existuje koneéné mnoho prvki a,, a,, ..., a,, které spliiuji nekolik relacf.
Z téchto relacf v grupé vyplyvd dalsf relace, kterda viak v S neni splnéna.

Naznad¢ime v dal§fm struéné postup dikazu a déle nékteré dalif vysledky,
tykajici se relacf v semigrupich a specialné definice semigrup pomoci genera-
tori a definujicich relaci.

Necht S je semigrupa, V systém generatorii 8. Oznaéme & a & volnou
semigrupu, resp. grupu 8 V jakoZto systémem volnych generdtori. Oznaéme E
ekvivalenci na & odpovidajici pfirozenému homomorfismu & na 8. Ped-
pokladdejme nyni, Ze S je obsazena v grups @,. Necht @ je prinikem viech pod-
grup G,, obsahujicich S. Je snadno dokézat, Ze pfirozeny homomorfismus &
na 8 miZe byt roziifen zfejmym zpusobem na homomorfismus & na G.
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Odtud plyne, Ze ekvivalence na &, odpovidajici pfirozenému homomorfismu
S na 8, jest indukovana na & regularni ekvivalenci &, t. j. normdln{ pod-
grupou N v &. (Z nekterych Setfenf Malcevovych v [6] a [7] nésleduje, Ze nor-
maln{ podgrupa N nenf jednoznadéné urcena ekvivalenci £.) Na druhé stranég,
méame-li semigrupu S takovou, Ze ekvivalence £ na & odpovidajicf p¥iroze-
nému homomorfismu & na 8§ jest indukovana na & normdlnf podgrupou RN
v &, pak 8 jest vnofitelnd. Vskutku lze snadno dokézat, Ze podmnoZina grupy
&/N, skladajici se ze vlech tifd tvaru aMN, « € S, tvoif semlgrupu isomorfn{
s S. Tyto vysledky mohou byt shrnuty takto:
S je vnoritelnd, kdyZ a jen kdyZ pro libovolné dva proky «, f e S

xEB <> af e,
kdez N jest vhodnd normdlni podgrupa v &.
Je-li S libovolnad semigrupa, utvofme nasledujicf mnozinu:

M=Ez=af", xS, eSS, «xEf].

Nazyvame ji mnozinou relaci, p¥{slusnou ekvivalenci E.

Z n&kterych dalsich vySetfovan{ vyplyvé, Ze nésledujfcf podminka je nutné.
a postadujici pro vnoritelnost:

BB <= aft [M].

Pfitom [IM] znamend nejmensi normdln{ podgrupu v & obsahujici M. To jest.
ohlageny vysledek.

Druhd &dst prdce je vénovana podrobné diskusi nékterych vlastnosti mno-
Ziny relacf.

Utvofme nejprve nejmensf podgrupu, obsahujici M; oznadime i M}
Dokéazeme déle, Ze podgrupa {IM} m4 nékteré jednoduché vlastnosti. UZivajice
téchto vlastnosti, stanovime nutnou a postadujici podminku, aby mnoZina.
R prvki tvaru «f-!, x € S, fe S byla mnoZinou relaci pifslusnou néjaké
regularni ekvivalenci s obéma kracenimi. Ukazuje se, Ze tato podminka je
zajimavou modifikac{ normality podgrupy {}.

Nisledujfci odstavec obsahuje vySetfovani, za jakych podminek podgrupa.
{IM} je normalni, t. j.

{M} = [M].
Ukazuje se, %e se to miZe stdt jen ve velmi specidlnich pifpadech.

Prace jest zakondena diskusi postadujici podminky pro vnoFitelnost, po-
chézejici od O. ORE [3]. Semigrupa 8 je vnoritelnd, jestlize ke kazdym jejim
dvéma prvkim a, b existuji dva prvky a’, b’ tak, Ze a’'a = b'6. To je mozno
dokazat primo pomoci{ konstrukce zlomku. UzZfivajice obecnych vysledkd
piedeslych vySetfovani, podavame jiny kratky dukaz této véty, ktery nam
zarovell osvétluje s jiné strany vyznam Oreovy podminky.

Viastimil Ptdk, Praha.
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