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Casopis pro p¥stovini matematiky, rok. 79 (1954)

O SYSTEMECH LINEARNICH DIFERENCNICH ROVNIC
S PERIODICKYMI KOEFICIENTY

JIRf CERMAK, Brno.
(Doslo dne 13. srpna 1953.) DT: 517.949.21

V tomto é&lanku jsou vySetfovany vlastnosti feSeni systému linedr-
nich diferenénich rovnic s periodickymi koeficienty. VySetfovéni je
provedeno methodou, ktera spoéivé na pojmech theorie podobnych
matic E. Weyra.

§ 1. Tento ¢lanek obsahuje roziifeni n&kterych vysledki T. ForTal) 0 povaze
fefeni homogenni linedrni diferen¢éni rovnice 2. fddu s periodickymi koefi-
cienty na systémy diferenénich rovnic stejného typu. BudiZz podotknuto, Ze
nékteré z Fortovych vysledkt zobecnil A. A. GNaANADOS pro linedrni rovnici
n-tého Fadu?). Toto roziifeni je v tomto ¢lanku provedeno methodou analo-
gickou methodé, jiZz se pouziva k vySetiovani vlastnosti integréld linedrnich
homogennich systému diferencidlnich rovnic s periodickymi koeficienty a ktera
je v podstaté zaloZena na vysledcich theorie podobnych matic; je zndma pod
jménem Floquetova theorie.3) Hlavni roli zde obvykle hraji pojmy Weier-
strassovy theorie elementarni¢ch déliteli. Na rozdil od theorie elementarnich
délitelt jsem v této préci uzil pojmu z theorie podobnych matic éeského mate-
matika EDvaRDA WEYRA?) a to Weyrovych charakteristickych ¢isel a soustavy
normélnich vektort matice®). Vedle toho jsou v zidvéru ¢lanku odvozeny né-

1) T'. Fort, Finite differences, Oxford (1948), 205—207.

2) A. A. Gnanados, Linear difference equations with periodic coefficients, Proceedings
of the Amer. Math. Soc., vol. 2 (1951), 699—703.

3) @. Sansone, Equazioni differenziali, I., Bologna (2. vyd. 1948), kap. VI.

L. Sauvage, Théorie générale des systémes d’équations différentielles linéaires et ho-
mogénes, Paris (1895), 129—131.

J. Germdk, O pouZiti Weyrovy theorie matic k feSenf homogennich systémii linedrnich
diferenciélnich a diferentnich rovnie, Préce moravskoslezské akademie v&d p¥irodnich,
sv. XXV, spis 12, ses. 9 (1953), 337 —356.

4) E. Weyr, O theorii forem bilinearnych, Spisy pocténé jubilejni cenou kralovské
&eské spoledénosti nauk v Praze (1889); pietisténo v Mh. Math. Phys.,sv. 1 (1890), 163 aZ 236.

5) Pojem soustavy normélnich vektori je bd%ny v soudasné literatute, i kdyZ ne-
vystupuje pod timto nézvem, na pi. 4. I. Malcev, Osnovy linejnoj algebry, Moskva-
Leningrad (1948), 137 nebo I.M.Gelfand, Lekcii po linejnoj algebre, Moskva-Leningrad
(2. vyd. 1951), 1567—160. Domnivédm se, %e tento pojem nélezf Weyrovi; viz také po-
znémku J. Dieudonné v ¢lanku: Sur la réduction canonique des couples de matrices,
Bulletin de la Société Mathématique de France, 74 (1946), 131.
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které vlastnosti fefeni linedrnich nehomogennich systémi diferenénich rovnic
s periodickymi koeficienty, které se jevi jako jednoduché pfeneseni znamych
vét z theorie linedrnich diferencialnich rovnic s periodickymi koeficienty.

§2. Abyclfom se v dal§im vyhnuli opakovani, stanovime, %e prom&nné x
muze nabyvati pouze hodnot z mnoZiny celych ¢&isel. Vyrok ,,pro viechna x*¢
znadi, Ze x je libovolné celé ¢islo.

UvaZujme o linedrnim homogennim systému diferenénich rovnic

u(x + 1) = ip,-,(x) ui(x), ¢t =1,2,...,n, (1)

i=1
kde koeficienty p;; jsou definovany pro vSechna z a jsou periodické s periodou
w (w je celé kladné ¢&islo), tedy

Pis(x + @) = py(x) (2)
pro viechna z; déle determinant |p;;(x)| + 0 také pro viechna z.

Soustava koeficientil p;; tvoii étvercovou matici P fadu n, jejiz prvky jsou
oviem funkce nezivisle proménné x. Matice budeme oznalovati velkymi
latinskymi pismeny, matice (p;;(x)), (u;5(x)), jejichz prvky jsou funkee pro-
ménné z, budeme znadit P(z), U(x), nékdy také prosté P, U. Determinant
matice 4 budeme znadit |4|, matici jednotkovou E. Vektory v n-rozmérném
vektorovém prostoru identifikujeme s jednosloupcovymi maticemi o » prveich
a budeme oznadovati malymi tuénymi pismeny. Jednotlivé vektory budeme
rozliSovati riznymi pismeny nebo indexy.

V maticové notaci pifeme systém (1) u(x + 1) = P(z)u(z), P(x + w) = P(z).
Mnozinu n partikuldrnich TFeSeni
U(T), Ugk(X)s +.o, (@), k£ =1,2,...,m (3)

identifikujeme s vektory u'(x), u®(z), ..., u"(z) a oznadime matict U(x) tak,
%e sloupce U(x) budou pravé partlkulami feSeni (3).

~ Z theorie systémt typu (1) je zndmo, Ze jejich feSeni tvofi n-rozmérny
vektorovy prostor nad télesem komplexnich ¢&isel®), jehoZ base se nazyva
fundamentélni soustava FeSeni. Soustava n FeSeni tvofi basi, je-li |U(x)| % 0

¢) To je jeden z duivodil, proé se v piipads, Ze = je reilnd proménné, vySetfovani ome-
zuje obvykle na z z mnoZiny celych &isel. Kdyby # byla prom&nnéd v mnoZing vSech
reé.lnych &fsel, feSeni by tvofila vektorovy prostor nad okruhem periodickych funkei
s periodou 1.

Pozndmka redakce: Ze vEechna feSeni systému (1) tvoli n-rozmérny prostor, miZe
&tenat dokdzati takto:

Je-li v libovolny n-rozmérny vektor, snadno zjistime, Ze existuje takové FesSeni u(x)
systému (1), e u(0) = v (hodnoty (1), u(2), ..., u(—1), u(—2), ... lze ze vztahu (l)
vypoéitat protoZe matice (py;) je podle pi'edpokladu regulérni); plati-li pro feseni u, ,.

2oy Uy, 4 vztah u(0).= E oq u;4(0), je u(x) = 2 a¢u¢(z) pro- kaZdé =z, jak se rovné% snadno

zjlsti ProtoZe hodnoty vﬁoch fefenf v bodé O tvofi n-rozmérny prostor, tvofi i viechna
feSeni n-rozmérny prostor.
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pro viechna x. KaZzdé feSeni systému (1) 1ze pak obdrfeti jako linedrni kombi-
naci vektori fundamentdlni soustavy fefeni. Je tedy dano vzorcem u(zx) =
= U(x)c, kde c je néjaky konstantni vektor.

§ 3. Lema 1. Bud U(z) fundamentdlni soustava fefent; potom U(x + w) je
také fundamentdlni soustava Fedent.

Dikaz. Bud U(x) fundamentdlni soustava fefeni systému (1); pak zména
proménné x na z + w nechavad vzhledem k (2) nezménénu rovnici (1), jest
tedy U(x 4+ w) také soustava FeSeni. Dile podle predpokladu |U(z)| # 0
pro viechna z, jest tedy také |U(x 4+ w)| + 0 pro vSechna x a tedy U(zx 4 o)
je fundamentélni soustava FeSeni.

Dale necht U(x) je fundamentélni soustava FeSeni.

Véta 1. Existuje konstanini?) matice A takovd, Ze

Ux+ ) =U@)4, |4] £0. (4)

Dukaz plyne ihned z lematu 1.

Definice. A nazveme fundamentdlni matict pFislusnow fundamentdlni soustavé
U(a).

Rozepiseme-li relaci (4) dostavame soustavu rovnic

Uz + o) = aul(z) + ayu?(@) + ... + a,u"(T)
U2 + 0) = a;,u' () + agu?(2) + -+ Gnau (x) (5)
u"(x + a’) = alnul(x) + a’znuz(x) + + AnnU (x) s
co% je systém linedrnich homogennich diferenénich rovnic s konstantnimi
koeficienty pro vektory fundamentdlni soustavy, kde ov8em rozpéti neni
rovno 1 nybrz «8). MizZeme tedy vyslovit vétu 1. také takto:

Systém diferenénich rovnic s periodickymi koeficienty (1) lze transformovati
v systém diferenénich rovnic s konstaninimi koeficienty (5).

Relace (4) ddvd A = U-(x) U(x + ). Je-li U(z) fundamentélni soustava
feSeni, pak jakakoli jind fundamentélni soustava U(x) je ddna rovnici U(z) =
=U(x)Q, |@| + 0. Zména fundamentélni soustavy U(z) v U(x) mé tedy za
nisledek, Ze pivodni fundamentdlni matice 4 pFislusnd k fundamentdlni
soustavé U(x) prejde v matici QU Y(x)U(x 4 w)Q = @ 14Q. Jest tedy fun-
damentéIni matice ptisluini k nové fundamentélni soustavd feSeni U(z) po-
dobné s matici 4. Dokézali jsme takto tuto vétu:

Véta 2. Fundamentdlnt matice je uréena aZ na podobnost.

§ 4. Nyni uvedu bez diukazu nékteré véty z theorie podobnych matic,
které budu v daldim potiebovat. Pfipomelime jeité pro uplnost, Ze étvercové
matice A, B n-tého Fddu se nazyvaji podobné, existuje-li reguldrni (1. j. jejiz
' 7) Konstantni matlci rozumime matici, jejiZ prvky jsou komplexni é&isla.

8) V theorii diferenénich rovnic se obvykle uvaZuje o rovnicich v t. zv. normélnim

tvaru, u kterych je rozp&ti rovno 1; toho lze viak vidy docilit’ vhodnou substituci ne-
zavisle proménné.
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determinant je razny od nuly) tvercovd matice Q n-tého ¥ddu takovd, %e B =
= Q-14Q.

(4.1) Podobné matice majt stejny charakteristicky polynom a stejné charakte-
ristické kofeny.?)

Nadaéle necht A je étvercovd matice n-tého fadu, jejiz prvky jsou kom-
plexni é&isla, a a jeden z jejich charakteristickych kofent. Potom nula je cha-
rakteristicky kofen matice 4 — aE. Ma-li @ ndsobnost «(=> 1), ozna¢me

Oy Ky + gy 6y + Xg gy ey Xy g+ ol X, =, .l
nulity!®) postupnych mocnin
A—aB,(A—aE)? (A—aE)?. ...,(A—aK)e,...
kde ¢ je prvni celé ¢islo, které ddvé nejvyssi nulitu «.1)

Cisla oy, oig, ..., o, jsOU PFirozend a nazyvajt se charakteristickd Eisla nebo také
Weyrova charakteristika matice A pFislusnd ke kofenu a. Dé se ukazati, Ze spliiuji
nerovnosti

Ky 2 0 = 03 = oo 2 04

Déle se da ukézat, Ze ke kofenu a matice A 1ze pfitadit soustavu oy + o + ...
.+« + &, = &« linedrn& nezdvislych vektori

11 1,2
a’,...,a’e,
a’l, ..., a%%  ag¥%tl . a¥%-1 (8)
ael’ , a%% a%%+1 s ..., @®%1 a%%-1+1 , a®*

kterd se nazyva normélni soustava vektori piislu§nd ke kofenu a matice 4,
vyznadujicich se tim, e se kazdy vektor, pokud jeho symbol neni v poslednim
fadku, transformuje matici A — aF ve vektor, jehoZ symbol je prévé pod nim,
kdeZto vektory v poslednim fadku se transformuji ve vektor 0.

Plati tedy vzorce:

(A—aE)arw =ar+t» pro 1S u<Lp—1

(A—aE)ar» =0 pro u=p

které mtizeme rozepsat také timto zpisobem:

Aaw =aar 4 ar+?» pro 1S pu<Lo—1
Aaw = aar pro u =p

}‘V =1,2,.., Ko—p+1 5 (7)

}v = 1, 2, seay (xe_"_’.l . (7’)

Necht a, b, ..., f znadt vlechny vzdjemné rizné charakteristické kofeny matice
Aaw,p,... ¢ jejich ndsobnosti. Potom ke kaZdému kofenu pFislust jistd normdint

%) Je-li 4 &tvercova matice, pak vyraz |4 — AE| se nazyvé charakteristicky polynom
matice 4 a kofeny tohoto polynomu jsou charakteristické kofeny matice 4.

18) Je-li A hodnost matice A, potom n — k se nazyvé nulitou matice 4.

11) Dé se ukézat, fe v posloupnosti matic A — aF (4 — aK)3, ... existuje prvni ma-
tice takové, ¥e jeji nulita je « a vSechny nésledujici maji také nulitu «.
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soustava vektort, a tyto jednotlivé normdlnt soustavy obsahujt celkem x +  + ...
«oo + @ = n vektori. Soustava téchto n vektori se mazyvd mormdini soustava
vektort, prisludnd k matici A a dd se ukdzat, Ze viechny tyto vektory jsou nezdvislé.

(4.2) Weyrovy charakteristiky pfislusné ke vSem charakteristickym kofenim
matice A, struénéji Weyrova charakteristika matice A, tvoft dplnou soustavu
tnvariant® podobnosti v tom smyslu, Ze dvé matice jsou st podobné tehdy a jen
tehdy, maji-li stejné charakteristické kofeny a stejnow Weyrovu charakteristiku.

Matice muzZe byt interpretovana jako linedrni homogenni transformace ve
vektorovém prostoru. S tohoto hlediska podobné matice predstavuji tutéz
transformaci vzhledem k riznym basim.'2)

(4.3) Necht je ve vektorovém prostoru nad télesem komplexnich &isel zaddna
transformace zprostiedkovand matict A. Vezmeme-li za bast prostoru Weyrovu
normdlnt soustavu vektori prislu§nouw k matici A, pak podle vzorcd (7') matice
transformace nabyvd t. zv. Jordaniv kanonicky tvar

(@ 10....0 ]
10al.... 0
000...al
000...0¢a
. =0 . (8)
f10....0
0f1....0
000...11
000...0 f

Jinymi slovy lze (4.3) formulovat také takto:
Ezxistuje reguldrnt matice Q, jejtz proky jsou komplexnt &isla takovd, Ze
A =Q10Q .

Abychom mohli matici C' 1épe popsati, oznatime podet vektor stojicich
v prvnim sloupci schematu (6) ¢islem e,, v druhém e, atd. aZ v poslednim e, .
Matice C jest potom tvaru

4,
kde 4; jsou &tvercové matice a 0 matice nulové a na pf. ke kofenu a patii
&, matic 4, o fddech e,, ey, ..., e,, pfi tem% matice 4, ¢ =1, 2, ..., &;, maji

13) I. M. Gelfand, 1. c. 99.
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zvlast jednoduchy tvar, jak ukézdno v (8). Podobné se daji popsat matice
piisludné k ostatnim charakteristickym kofentm.

Poznédmkg. Snadno zjistime, vypotteme-li elementéarni délitele matice 4
prisludné k charakteristickému kotenu a, Ze Cisla e,, e,, ..., e, jsou pravé expo-
nenty téchto elementarnich déliteli, t. zv. Segreho charakteristika pFislusnd ke
kofenu a.l3)

(4.4) Ma-li matice vesmés jednoduché kofeny sy, S,, ..., S, jest jejt Jordaniv
kanonicky tvar diag (s, 8, ..., 8,), t. j. matice, jejiZ vechny proky mimo hlavnt
diagondlu jsou rovny nule.

(4.5) Ma-li matice A kofeny a, b, ..., f o ndsobnostech o, B, ..., p a je-lt A —
— all nulity x, A — bE nulity B, ..., A — fE nulity ¢,1*) potom kanonicky tvar
matice obsahuje v hlavni diagondle « proki a, f proka b, ..., ¢ proka f; proky
mamo hlavni diagondlu jsou vesmés rovny nule.1%)

§ 5. Nyni ukdzeme, Ze povaha fefeni systému (1) je tésné spjata s charakteris-
tickymi kofeny a Weyrovou a Segreho charakteristikou fundamentalni matice.

Predné plyne z véty 2, dale (4.1), (4.2) a poznamky predeslého odstavece

Véta 3. Charakteristicky polynom, charakteristické kofeny a Weyrova ¢ Segreho
charakteristika fundamentdlnt matice nezdvist na volbé fundamentdlni soustavy
Fedent systému (1).

Protoze @ je libovolnd regularni matice a je bezpodstatné, jakou fundamen-
talni soustavu feSeni k uréeni fundamentalni matice zvolime, miiZeme podle
(4.3) dale predpokladati, ze U(x) je takova fundamentdlni soustava, ze funda-
mentélnf matice ma kanonicky Jordaniv tvar.

Necht mé fundamentdlni matice koteny a, b, ..., f1%) o ndsobnostech «, 3, ...
..., @ & Weyrovych charakteristikdch (x4, ..., %,), (B1, ++0s Bo)s oo or (P15 oo 0 Po)-

Pak z relace (4) vzhledem ke kanonickému tvaru popsanému matici (8)
vidime ihned, %e u'(x 4 w), u%(z 4 w), ..., u*(x 4+ ) jsou linedrni homogenni
funkce jedné neb dvou z hodnot ul(z), u?(z),..., ux(z), dile u*+l(z + w),
w2z + o), ..., ue+f(x 4+ w) linedrni homogenni funkce jedné neb dvou
z hodnot ue+1(z), ue+2(z), ..., us+8(z) atd.

- Jeliko, jak z kanonického tvaru (8) vychazi, souvislost téchto skupin je
zcela obdobnd, staéi vziti v Gvahu souvislost ve skupiné prvni (feSeni pfifaze-
nych ke kofenu a), t. j. souvislost Fefeni ul(z + w), v?(z + w), ..., u*(z + o)

1) 4. I. Malcev, 1. c. 186.
C. C.Mac Duffee, The theory of matrices, Berlin (1933), 73 (Ergebnisse der Math. u.
ihrer Grenzgeb.).

14) To je ekvivalentnf vyroku, e Weyrova charakteristika ke kaZdému kofenu obsahuje
pouze prvni charakteristické &fslo.

18) Jordanliv kanonicky tvar uvedeny v (4.4) a (4.5) se oznaduje jako diagondlni
matice.

1¢) Vzhledem k (4) a (4.1) jsou vBechny charakteristické koteny rizné od nuly.
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s fefenimi u'(z), u2(), ..., u%(z). Snadno se vidi, Ze se téchto « fefeni rozpadd na
o, podskupin, které jsou charakterisovany fadou relaci tvaru

“(lk)(x + w) = a"(lk)(x)
"(21.:)(3"' + w) = u(lm(x) + “"(gk)(x)

............................. (9)
uph(x + o) = uf,’g)“ () + aui(z), k=1,2,...,
Jest tedy takto dokdzana
Véta 4. Ma-li fundamentdini matice kofeny a, b, ..., f o ndsobnostech «, f, ...
@ a Weyrovych charakteristikdch (xq, ..., %p), (B1s o5 Bo)s eoes (@15 oves @)y

pak ke kaZdému kofenu existuje skupina nezdvislyjch Fedent, 7e;nchz pocet je roven
ndsobnosti kofene. KaZdd takovd skupina se dd rozdéliti na podskupiny FeSent,
které jsou charakterisovany relacemi tvarwu (9). Polet téchto podskupin je roven
pronimu charakteristickému Eislu v pFislusné Weyrové charakteristice.

Poznimka. Je-li kanonicky tvar fundament4lni matice matice diagondlni,
redukuji se relace (9) na vztah ui(x + w) = sui(z), kde s je néktery zcharak-
teristickych kofenti.

Vezmeme-li nyni za vychodisko vlastnosti feSeni popsané ve vété 4, da se
snadno odvoditi analyticky tvar feSeni. Staéi opét, kdyz se omezime na skupinu
feSeni pfifazenou kofenu a. Relace (9) tvofi zvldstni linedrni systém diferenc-
nich rovnic s konstantnimi koeficienty, jenZ je tak jednoduchy, Ze analyticky
tvar obecného feSeni tohoto systému se dad najit, aniZ vezmeme na pomoc
obecnou theorii systému linedrnich diferen¢nich rovnic s konstantnimi koefi-
cienty.

Zpusob odvozeni je dobfe zndm?'?) a tak uvedeme pouze vysledek.

Oznadime-li -6-01— log a = r (log je hlavni hodnota logaritmu), potom nejobec-

néj8i analyticky tvar FeSeni je tento:

"(k)(x) =" ‘kk)(x)

Uy (@) = e[qa(®) + 2qg(x)]

.......................... (10)

ult (x) = e[ qiHx) + xqik) + ... + 2! qt@)], k=1,2, ..., 05
sloiky vektorlt qQ3" jsou periodické funkce s periodou w a Zaddny z vektord
q,’ neni identicky roven nule (m,n =1, 2, ..., ¢).

Prévé odvozené vlastnosti feSeni systému (l) ndm umoziiuji vySetfovat na p¥.
asymptotické vlastnosti FeSeni, existenci periodickych fefeni a podobnd.
Omezime se na tyto dvé véty:

17) E. Goursat, Cours d’Analyse mathématique, II., Paris (4. vyd. 1924), 513.
L. Sauvage, 1. c. 131—133.
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Vé&ta 5. Postabujict podminka, aby systém (1) mél netrividlini periodické Fedent
8 periodou w, je, aby fundamentdlni matice méla charakteristicky kofen roven 1.

Dikaz plyne ihned z véty 4.

Dodatek k v&t& 5. Podminka ve vété 5 je nutnd.

Dukaz. UvaZme, %e obecné fefeni systému (1) je ddno vzorcem u(z) =
= U(x)ec. M4-li nynf existovat nenulovy vektor ¢ a konstanta p tak, aby pla-
tilo u(z 4+ ) = pu(x), pak vzhledem k (4) dostaneme

Ux)dc = pU(x)c
coz implikuje

U@x){4d —oEB}c =0 ,
8 ponévadi |U(z)| == 0 a vektor ¢ nemé byt nulovy, niusi byt ¢ kofenem cha-
rakteristického polynomu |4 — gF| fundamentalni matice. Ma-li tedy existo-
vati periodické feSeni u(x) s periodou w, t. j. u(z + w) = u(x), je nutné, aby
fundamentilni matice méla charakteristicky kofen rovny 1.18)

Vé&ta 6. Postalujict podminka, aby vdechna fedent skupiny odpovidajict charak-
teristickému kofenu a méla pro x — oo limitu rovnou nule, je, aby redlnd Edst
éisla r byla zdpornd nebo, cof je ekvivalentnt, aby absolutni hodnota charakteristic-
kého kofene a byla menst nef 1. Postaéujict podminka, aby vechna fedent systému
(1) méla pro x — oo limitu rovnou nule je, aby vechny charakteristické koreny
fundamentdlInt matice byly co do absolutnt hodnoty menst nef 1.

Dikaz plyne ze vzorcu (10).

Pozndmka. Podobné jako u véty 5 se dé ukazat, Ze podminka ve vété 6
je nutna.

§ 6. Uvazujme nakonec o nehomogennim linedrnim systému diferenénich
rovnic 8 periodickymi koeficienty a periodickou pravou stranou

ui(x Zpij u!(x + b, (x) i = 1? 2’ ceny My, (11)

j=1
[py()] *+ 0, py(r + @) = py(x), bix + w) = by(x) pro viechna z.

Je-li b;(x) = 0, dostaneme ze systému (11) systém (1), ktery nazyvame homo-

gennt systém prislusny k (11).
V maticové notaci piseme (11)
u(z + 1) = P(x)u(x) 4+ b(x) .
Hledejme, zda existuje fefeni systému (11), které je periodické s periodou w.

- Necht uy(z) je partikuldrni feSeni systému (11) a U(z) fundamentdlni sou-
stava Fefeni piislu§ného homogenniho systému (1). Potom, jak je zndmo,

18) Snadno se vidi, e podet linedrnd nezévislych FeSeni s periodou w je roven prvnimu
charakteristickému dislu Weyrovy charakteristiky ptisluiné ke kofenu 1. Déle se dé
ukézat, Ze mé-li fundamentélni matice k-ndsobny kofen 1, pak k tomuto kofenu piislusi
teeni 8 periodou kw & naopak.
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obecné Fefeni systému (11) u(z) se dostane jako soudet obecného Fefeni piislus-
ného homogennfho systému (1) a néjakého partikulérniho feSeni systému (11),
tedy

u(z) = U(z)e + uy(z) .
Protoze, jak se snadno vidi, uy(x 4+ ) je také feSeni systému (11), existuje
konstantni vektor k takovy, Ze

uy(x 4 o) = U(x)k 4 uy(z) .
Nyni
uxz + o) = Uz + w)c 4 up(x + o) = U(x) {dc + k} + uy(z)
a u(z) bude TeSeni periodické s periodou o tehdy a jen tehdy, bude-li platit
Act+k=c ¢li (4A—E)c=—k. (12)

Mohou nastat dvé moznosti: 1. |4 — E| % 0.V tomto pfipadé charakteristicky
polynom fundamentdlni matice nema Zadny kofen rovny 1 a (1) nemé podle
véty 5 periodické feSeni s periodou w. Systém linedrnich rovnic (12) m4é jediné
TeSeni a existuje tedy jedno a pouze jedno periodické FeSeni systému (11)
s periodou w. :

2. |4 — E| = 0. V tomto piipadé mé charakteristicky polynom fundamen-
talni matice aspoil jeden kofen rovny 1 a (1) mé podle véty 5 aspoti jedno perio-
dické fefeni s periodou w. Je-li systém linedrnich rovnic (12) inkompatibilni,
nem4 systém periodické feSeni s periodou w, je-li kompatibilni, existuje ne-
koneénd mnoho periodickych FeSeni s periodou w.

Shrneme-li tyto vysledky, dostavame tuto vétu:

Véta 7. Nemd-li homogennt systém (1) periodické Fedent s periodouw w, potom
nehomogenni systém (11) md jedno a pouze jedno periodické Fedent s periodou w.
Ma-li homogennt systém (1) aspor jedno periodické Fefeni 8 periodou w, potom
nehomogennt systém (11) bud nemd Zddné periodické Fedeni s periodou w nebo
md takovych FeSent mekoneéné mnoho.

Peswome.

O JINHENHBIX CUCTEMAX PA3BHOCTHBIX YPABHEHUN
C HEPUOANYECKNMI KOEOOUIIMEHTAMU

VP¥M YEPMAK (Jiti Cermék), Bpmo.
(ITocrynnao B pemakiyio 13. VIII 1953 r.)

Conep:xanueM sTOi CTATBM ABIAETCA pacCUIMpeHNe HEKOTOPHX pPesyiabTaToB
T. ®opra o xapakrepe (IpHpOje) peuleHu#t OJHOPOAHOro JMHEHHOYO pas-
HOCTHOYO ypaBHEHUA 2-0ro MOPANKA ¢ IMepHOfUYECKUMM KodPdumuerTaMu Ha
CHCTeMH PABHOCTHHIX ypaBHEHUIf TOro ke TUIA. OTO NMPOAETAHO DU MOMOIU
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MeTO/ia, M3BECTHOTO IIOX HasBaHMeM Teopuy (IIOKe, MCIOJNb3YeMOH OOBIKHO-
BEHHO IIPY MCCJIEOBAHNH CBOCTB MHTETPAJIOB OXHOPOJHEIX JMHEHHHIX CHCTEM
nuddepeHEaNbHHX ypaBHeHUl ¢ nepuoandecknmyu Koapduuuenramu. B npo-
THBOIOJIOKHOCTh TEOPUY DIIEMEHTAPHEIX flesiuTeqelt Beitepmrpaca, Ha KoTopoit
O0OKYHO OCHOBHIBA€TCA YKasaHHI MeTox, B Hacrosameil pabore MCIOJIH30BAHEL
HOHATAA Teopuu mOROOHEX Marpurm O. Beiipa. Ilomumo sToro BrIBefeHH
B BaKJIIOYEHNH CTAThY HEKOTOPHIE CBOMCTBA pellleHn it HeOHOPOTHEIX JINHEeHHEIX
cHCTeM PABHOCTHHIX ypaBHEHUIl, KOTOPHE IPEACTABIAIOT CO60M IMIIb IPOCTYIO
nepedpasupoBKy HMBBECTHHIX TeOpeM TeopuM JuHedHHX nuddeperiuambHbIx
ypaBHeHuit ¢ nepuoandecKknMn kosdduimenramu.

Zusammenfassung.

UBER LINEARE SYSTEME VON DIFFERENZENGLEICHUNGEN MIT
PERIODISCHEN KOEFFIZIENTEN

JIRI CERMAK, Brno.
(Eingelangt 13. VIII. 1953.)

Diese Arbeit enthilt eine Erweiterung einiger Resultate von T. Forr iiber
die Natur der Losungen der homogenen linearen Differenzengleichung 2.
Ordnung mit periodischen Koeffizienten auf Systeme von Differenzenglei-
chungen gleichen Typus. Die Erweiterung ist durch eine Methode durchgefiihrt,
die den Namen Floquetsche Theorie trigt und die man zur Untersuchung der
Eigenschaften der Integrale von homogenen linearen Systemen der Differen-
tialgleichungen mit periodischen Koeffizienten beniitzt. Zum Unterschied
von der Weierstrassschen Elementarteilertheorie, die man gewdhnlich bei
dieser Methode herannimmt, sind in dieser Arbeit die Begriffe aus der Theorie
der dhnlichen Matrizen von E. WEYR beniitzt. Zum Schluss der Arbeit sind
noch einige Eigenschaften der Losungen der linearen unhomogenen Systeme
von Differenzengleichungen abgeleitet, die als einfache Ubertragung bekannter
Sitze aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit periodischen
Koeffizienten angesehen werden kénnen.
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