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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 79 (1954)

STUDIE O KONOIDU 5. STUPNE VYTVORENEM VRCHOLY HYPER-
BOLICKYCH PARABOLOIDU JDOUCICH DVEMA KOLMYMI
MIMOBEZKAMI

VLADIMIR MASEK, Brno.
(Doslo dne 28. dubna 1953.) 513.627.24

V tomto élanku se budeme zabyvati studiem rovinnych fezu ko-
noidu 5. stupnd vytvofeného vrcholy viech oo? hyperbolickych para-
boloid obsaZenych v linedrni kongruenci stanovené dvéma kolmymi
mimobé&zkami a, b. Pro nékteré zvlastni polohy roviny seéné uvedeme
nékteré vlastnosti priseénych ktivek plynouci jak z jejich vytvoreni,
tak z ptisluSnych rovnie.

1. Volme dvé kolmé mimobézky a, b tak (obr. 1), aby prva byla totoZna
8 osou 7 a druh4 stdla kolmo k = ve vzdélenosti y = — 2r od osy . Osa 0 mimo-
bézek a, b lezi v z a protind je v bodech 4 a B. Geometrickym mistem vrcholi
ac? hyperbolickych paraboloidi obsazenych v linedrni kongruenci stanovené
mimobézkami a a b jest konoid 5. st.') Oznadme jej K5. Osou konoidu jest osa o
mimobézek a, b a rovina k ni kolm4 jest jeho rovinou ridici.

Rovina totoZnosti, jdouei mimobézkou a, protina konoid K°® jesté v kiivce
afinni ku cisoidé Diokletové, jejimZ primétem do roviny padorysné i narysné
je cisoida Diokletova ¢;, o zakladni kruZnici & opsané nad primérem 4,B,
a zékladni pfimce a = z. P¥imky rovnobézné s narysnou, které protinaji osu o
a kiivku ¢ 3. stupng, vytvofi plochu 6. stupné, kterd se rozpada v konoid K*°
a prumétnu .

Oznaéme @ prisedik piimky b s rovinou totoznosti a vytknéme na libovol-
ném paprsku m protinajicim k¥ivku ¢ a jdoucim bodem @ jeji prisecik P
8 kiivkou ¢ a pfimku p konoidu jim prochazejici (p, | 2; p, = P14,,).

1) Rasche: ,,Untersuchung der Fldchen zweiten Grades, welche durch zwei Wind-
schiefe Gerade gehen* (Padeborn 1882). — J. Kloboudek: ,,Methodické poznémky ku
theorii komplexu 42‘‘ (Rozpravy feské akademie, 1905). — J. Kloboudek: ,,0 komplexu
os ploch 2. st., které prochazeji dv&ma real. mimobdzkami*, XXX. ro¢. Zprava redlky
v Karling, — J. Simandl: ,,0 uritém konoidu st. 5%, Cas. mat. a fys., rod. XLII. —
M. Lerch: ,,Poznamky o soustav® paraboloidi prochézejicich dv&éma danymi mimob&z-
kami a utvarech ptilehlych*, Casopis mat. rod. XLVI. — Viadimir Madek: ,,Poznémky
ku ploSe naplngné vrcholy hyperbolickych paraboloidi prochézejicich dvéma kolmymi
mimobd&zkami‘‘. Jubilejni védecky Sbornik éeské vysoké Skoly technické v Brné, 1924. -
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“Uva¥ujme Pliicker(iv konoid definovany jako geometric;ké misto pfimek pro-
tinajicich kolmo osu danych mimobéZek a libovolnou jejich piicku.

Pi{mku konoidu Pliickerova protinajici kolmo zvolenou pri¢ku m mimo-
b&%ek a, b a jejich osu o oznadme q . (g; | m,; ¢, || «). Bod 8 rozpolujici vzda-
lenost 4, B, na ose o je stfedem konoidu K®. Jim prochézejici #dicf rovinu y
kolmo k o jmenujme rovinou stfedovou. K sobé kolmé p¥imky konoidu lezici

Obr. 1.

v roving stfedové oznadéme h a &', Je-li R bod Pliickerova konoidu na p¥iéce m
a K prisedik paprsku m s rovinou st¥edovou y, plati R;,K = KP,,. Jest tudiz
z obrazce p¥{mo patrno, %e kenoid K® a p¥idruZeny konoid Pliickertv jsou
plochy zborcend symetrické vzhledem k roving stiedové y, jakoZto roviny
zborcené symetrie, a pfimkam a, b jako osdm.

Pro konstrukei povrchovych pfimek konoidu bylo vyhodné poloZiti jeho ii-
dici kfivku ¢ do roviny totoZnosti. Pro Gvahy analytické je vyhodné&jsi zavésti
novy pravothly soufadnicovy systém, ktery dostaneme z pivodniho posunu-
tim o 2r ve sméru osy —y. Primét m, dfive uvazované piicky m mimobé&zek
a, b do nové roviny (z, 2) jest

‘ 2—2r =2, y=0.
Pak p¥mka p jest stanovens rovnicemi

. 2r
Y=ty @’
2z =—Ax.
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Z nich eliminaci parametru A plyne ihned rovnice konoidu ve tvaru

By = —yp. M
Posunutim poédtku do stfedu S plochy piejde rovnice (1) na tvar
2(r + y)* = 2*(r —y)*. (2)

Mimobézky a, b a osa o jsou dvojnymi piimkami plochy. Svazek rovir pro-
chézejicich nékterou z danych mimobézek a, b protina konoid v kiivkach, jeZ se
do roviny stiedové promitaji jako cisoidy Diokletovy. Tyto jsou zfejmé homo-
thetické vzhledem k bodu 8 jako stfedu homothetie.

Zabyvati se budeme rovinnymi fezy konoidu K° Rovina o dané rovnici

Yy
b
kde abc + 0, protne konoid dany rovnici (2) v kiivce e, jejiZz pramét &, do ro-
viny stfedové obdrzime vylou¢enim y z rovnice roviny a rovnice (2) ve tvaru

2*[acr + abc — bex — abz]® = 2*[acr — abc + bex + abz}, y =0. (3)

x 2 ,
Z-i" +'—c"=1’ (2)

Zavedenim homogennich soufadnic z = g—‘, z = g—’i v roviné y = 0 obdrzime
3 3
pro z; = 0:
(% + af)(axy 4+ cx,)®* = 0.
Z toho plyne zajimava vlastnost konoidu K5: Kfivka 6. stupné, ve které libo-
volnd rovina o vyjadrend rov. (2') konotd protind, promitd se do roviny stiedové
jako kfivka cirkuldrni. Tato ma v nekoneénu trojnasobny bod dany smérem
% = — %, t. j. smérem p¥{mky konoidu rovnobézné s rovinou seénou o.
1
Uvedend véta plati i pro roviny jdouci podatkem O a pro roviny kolmé
k rovindm soufadnicovym, pokud nejsou rovnobé&zné s osou o konoidu anebo na
ni kolmé.
Nevlastni pfimka dand smérem ¥i{dicf roviny konoidu jest tudiZ jeho troj-
nasobnou p¥imkou.

K témuz vysledku piijdeme, protneme-li konoid K® rovinou jdouci jeho
osou, ale nikoliv pfimkou @ nebo b, tedy rovinou z = Az, 4 + 0. Pak pidorys
fezu mé rovnice

Ay =a?(2r—y), 2z =0.
Obdrzime

1. 2 = 0; t. j. osa y jest dvojnou piimkou plochy;
2. P — (2r —y)® = 0.
Z rovnice 2 plyne (rozkladem jeji levé strany)
(a) y(/ﬁ + 1) — 2r = 0 anebo
(b) Aty + aby(2r —y) + 2r —y) = 0.
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Rovnice (a) vede (uvaZujeme oviem pouze redlné roviny) k piimce

2r
A’
rovnob&Zné s osou z. Rovnice (b) vede, pokud je 4 # 0, t. j. s vyloudenim pido-
rysny, ke dvéma imagindrnim p¥imkdm. Rovina z = Az protne tudizZ plochu K®
v dvojné ose 0, jedné piimce realné a dvou pfimkéach imagindrnich.

=0

y:

- Zavedenim soufadnic homogennich z = i— , Y = 22 z = ;—3 do rov. (1)
4 4 4
plochy obdrzime po poloZeni z, = 0:
Zylay + 23) =0.

Nevlastni rovina protiné tedy konoid v nevlastnich pfimkach isotropickych
rovin z} + g = 0, jejichZ prisednice je osa o konoidu, a v trojndsobné piimce
dané smérem roviny ¥idici.

Pramét pidorysny &,, v némz rovina % —}—%
obdr#ime po eliminaci z z p¥fslu§nych rovnic ve tvaru

(abc — bex — acy)*(r+ y)® = a?b*}(r —y)}, z = 0. (4)

+ -z— = 1 konoid protind,

Zavedenim homogennich soufadnic z = ;1, Y = :72 vrovinéz = 0 dostaneme
plizg =0 * ’

23[cX(bx, + ax,)? + a?b?x}] = 0.
M4 tudiZ kfivka g, v nekonedénu bod trojnasobny dany smérem osy x. Ddle
protindg nekonedéné vzdalenou pfimku pudorysny ve dvou bodech imaginar-
nich, v nich% nekonedéné vzdalenou pfimku protinaji imagindrni p¥imky
o smérnicich — % +i % .

"V rovnici roviny se¢né o je abc + 0. Ze zhomogenisované rovnice primétu ¢,
pruseéné kiivky plyne, %e pudorysy &; rovinnych fezii konoidu pii abc + 0
nejsou kiivkami cirkuldrnimi. A

Pudorysy ¢, budou kfivkami cirkuldrnimi pouze v tom pripadé, kdyz nérys
gy i pidorys &, budou kiivky shodné, tedy pfi dané poloze priméten pidorysy
priseénych kiivek s rovinou soumérnosti a totoZnosti a s rovinami s nimi rovno-
béinymi. -

Roviny rovnobéiné s osou o konoidu protinaji jej v kfivkach majicich v ne-
koneénu jeden redlny bod trojnisobny, v ném# rovina seéné proting v nekoned-
nu lezici trojndsobnou piimku plochy a jeden dvojndsobny redlny bod isolova-
ny, v ném¥ tato rovina protina osu konoidu.

2. BliZe uvaZujme priseéné kiivky konoidu se svazkem rovin, jeho# osa s
jde priseéikem B pfimky b s # rovnobézné s pnmkou a, 8 vyloudenim ptado-
Tysny a rovmy rovnobézné s nirysnou.
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Pii poloze poéatku os soufadnic odpovidajici rovnici (1) konoidu jsou uve-
dené seéné roviny vyjadieny rovnici

z2=2%. (5)
Rovnice priuméta (e,) do roviny stfedové jsou:
B =2k —2pP, y=r. (6)

Tyto kiivky jsou 5. stupné a s kolmym primétem osy z do roviny stiedové
maji pétibodovy styk v bodé S. Z rovnice je patrno, Ze k¥ivka je soumérna
podle p¥mky & = 0, y = r. Stied S konoidu je bodem vratu kfivek (e,) a
piimka z = 0,y = r jest tenou v ném.

Ponévadz trojnasobny bod kiivky (e,) leZi v nekoneénu ve sméru osy z, je
usek, ktery teéna v tomto bodé utind na piimece z = 0, y = r, roven 2ri.

Libovolné dvé roviny svazku (s) vytinaji na pfimkach konoidu K° tsetky
téhoZ poméru méfené od osy o konoidu. Jsou proto ndrysné praméty (ep)
kiivek (&), v némz svazek rovin (s) sete konoid, kfivky homothetické vzhledem
ku primétu o, osy o jako stfedu homothetie.

PonévadZ pudorysy pifimek konoidu jsou rovnob&zné, pak z divodu praveé
uvedeného, pudorysy (e;) priuseénych kiivek jsou vzdjemné afinni vzhledem
k ose o= y konoidu jako ose afinity.

Rovnici kiivek (,) obdrzime po vyloudeni z z rovnice (1) a (5) ve tvaru

Ays =a2¥2r—y)R, z2=0. (7)

Z rovnice je zfejmo, Ze ktivky maji v poéatku B, bod vratu.

Délime-li rovnici (7) 4%, je vztah afinni mezi kiivkami (e,) zfejmy. Ze (7)
plyne, %e piimka y = 2r, z = 0 je spoleénou asymptotou kiivek (e,).

Z rovin svazku o ose (s) volme rovinu o svirajici s 7 thel 45° (A = 1). V tomto
piipadé pudorys i ndrys jsou kiivky shodné, soumérné polozené ku p¥imce y,
jdouci stfedem S plochy rovnobézné k ose x. Pak rovnice

Y =22r—yP,2=0 (8)
vyjadfuji padorys e, kiivky ¢ a rovnice
2 =a(2r—2z)p, y =2r (9)

jejf narys e,.

Piimka z = r, y = 2r, protne nirys e, v bodech o tsetkdch x,, = 4 7.
Totéz plyne pro ptdorys ¢; a piimku y = r, z = 0. Podle diive uvedeného jsou
kiivky ¢, a ¢, cirkuldrni. Pidorys ¢, mé asymptotu y = 2r, 2 = 0 a narys &
mé asymptotu z = 2r, y = 2r. »

Body priuméti ¢, a &, sestrojime néasledovné: Rovina totoZnosti (obr. 1)
jde mimob&zkou a = z a protne konoid K° jesté v kfivce ¢, jejimZ primétem
do roviny narysné i pidorysné jest cisoida Diokletova o zakladni kruZnici &k
opsané nad prumérem A,B; a zakladni pfimce a= x. V naSem p¥ipadé
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¢, = ¢,. Na paprsku m bodem B, (obr. 2) vyznaéme bod Py, cisoidy Diokle-
tovy a p¥{mku p konoidu jim jdouci (p, || #; p, = Py,4,,). Vyznadéme po oto-
deni do narysny tieti primét o, roviny o. Je-li p, tfetim primétem piimky p,
obdrzime v pruseéfku p, a g, stranorys X; bodu X priseéné k¥ivky ¢ roviny o
s konoidém. Praiméty X, a X, jsou na primétech piimky p.

Budtez H;q a H,, prisediky pidorysu y, stfedové roviny s kruznici k. Je-li
L prisedik pH{mky p, se o4, je z obrazu pfimo patrno, %e X H,, = H,L.
Zna¥f-li N prisedik p¥mek p, a y;, plati P,,N = NX,. Je tudiZ konstrukce
nérysu priseéné k¥ivky konoidu s rovinou ¢ velmi jednoducha. Stadéi vést

Obr. 2.

koncovym bodem A4,, pruméru kruZnice k libovolny paprsek a prenésti
vzdalenost jeho priseciku.P,, cisoidou Diokletovou od priseéfku N s pfim-
kou y, na druhou stranu. Tim obdrzime bod X, pramé&tu &, kiivky e.

Je-li bod M prisedik pfimky p, s teénou s, kruznice £ v bodu B,, plati:
A M — A, Py, = P,;M = A,,X,. Sezndvame, Ze na libovolny paprsek
jdoucf{ bodem A4,, nané¥fme od bodu 4,, rozdil privodiét boda Py, a M,
v nichZ tento paprsek protiné cisoidu Diokletovu ¢,, a pevnou pifmku s,. Jest
tudtf ndrysny pramét e, priaseéné kfivky e roviny 8 s konoidem K° cisoidou vy-
tvorenou z dané cisoidy Diokletovy c,5 a a pevné primky s, co tdtvard zdkladnich
vzhledem k polu 0 = A4,,. '

Konstrukee k¥ivky &, v nejjednodussi tpravé jest vyznadena v obr. 3. Bo-
dem B, kruZnice k vedeme libovolny paprsek a vyznaéime jeho priseéik R
8 kruZnicf a prisedik K s piimkouy;. Pfenesenim RK = KP,, obdrzime od P,
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cisoidy Diokletovy. Spojime-li P;, s bodem 4,, a udinime-li P1eN = NX,
obdrizime bod X, k¥ivky e,.

Z obr. 2 vidime, %e vzdilenost priméti X, a X, od pHimky y; je té%, leZi
proto pramét X, na spojnici bodu B; kruZnice k s bodem N. Priméty ¢, a ¢,
jsou v nasem pripadé kiivky shodné, soumérné ku piimee y,.

Z rovnic (8) a (9) pidorysu &, a nirysu ¢, plyne, Ze ¢, m4 pétibodovy styk
v bodu B, s osou y a kfivka ¢, pétibodovy styk v bodu B, s osou z. Z rovnic

Obr. 3.

piimo je pak patrno, Ze kfivky ¢; a ¢, jsou soum&rné k ose y resp. ose z. B, je
bodem vratu kfivky ¢, a B, bodem vratu kiivky e,.

Z konstrukce plyne, %e ob& kfivky prochizeji body H,, a H;,, ve kterych
piimka y, protind kruZnici k, nebot tyto body jsou praméty prisesika H a H’
piimek % a kA’ konoidu leZicich v roving stfedové y s rovinou seénou o. Asympto-
ta kfivky e, je podle dFivéjiiho stopa ne roviny sené o a asymptotou kiivky &,
jest pfimka a,, = 2.

Teénu v bodu X, ku k¥ivce ¢, (obr. 3) obdrzime jako priseénici roviny
teéné konoidu v bodu X s rovinou seénou o. Teéna rovina v bodé X je uréena
piimkou p a teénou ke kfivce, v ni% (kromé& pfimky a) sede konoid rovina
jdouci p¥imkou @ = = a bodem X. Tato priseénd kiivka promitd se do na-
rysny jako cisoida Diokletova homothetickd k zdkladni cisoid§ ¢,,. Tedy
néarys t; teény k nf v bodu X, je rovnobé#ny s teénou ¢, v bodu P,, cisoidy
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zékladni c,,. Spojime-li bod P, s bodem A4, a je-li N priseéfk této spojnice
s pHimkou y, a bod § stiedem kru#nice % a udinime-li na stopé n* SN = B, T,
je spojnice TP,, teénou v bodu P,, k cisoidé Diokletové c,,. Pak te¢na t,’
jde bodem X, rovnob&#né s t,. Jeji pdorysny stopnik = lezi na stopé = roviny
(aX) a jim prochdz{ ndrysné stopa n || p, te¢né roviny konoidu v bodu X.
Bodem », v ndm¥ narysna stopa n sede narysnou stopu n7 se¢né roviny, pro-
chézf hledand tedna t, v bodu X, k¥ivky &,. Po vytéens sméru teény v bodu P,
cisotdy Diokletovy c,, vyZaduje konstrukce teény v bodu X, kfivky &, vedent pou-
ze dvou rovnobéZek.

PouZijeme-li uvedené konstrukce teény k sestrojeni teden v bodech H,
resp. H,, plyne z obr. 4 piimo, #e smérnice teten v téchto bodech jsou } resp.
— }. Totéz plyne podetné, dosadime-li do derivace 2’ vypo&tené z rovnice (9;)
hodnoty * =r,z =r,resp. x = —r, 2 =r.

Vypodlteme-li z rovnice (9,) druhou derivaci 2” a dosadime-li do ni x = 7,
1+

7 za 2

a 2" piislusné hodnoty pro z = r a z = r, obdrzime polomér ki¥ivosti v bodu

z = r, obdrzime 2" = — 13%r, a dosadime-li do vzorce R =

b,
f L
2 S, s SN i Jdr or
SETIRITN o
/ N )'“. S 7
/ m\ \‘\: tl & g
H,/ TN A i
34L Ve . //
h{ 7~
\ v 3 7
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H;: R= ~1—711—/51~7 r. Soufadnice stfedu k¥ivosti 2 jsou: X = $%r = 2r +

+ &r, Z = — 3r — 4. %r a lze je jednoduSe sestrojiti.

V pfipadé uvazovaném, kdy seéna rovina ¢ svird s primétnou thel 45°, jsou
kiivky e, a ¢, symetrické ku p¥imce y, a tedy teény v bodech X, a X, se proti-
naji na pf¥imce y,.

Odvodme ptimou konstrukei teény v bodu X, (obr. 5). Teéna v bodu X ku
priseéné kiivee roviny o s konoidem je uréena piimkou p konoidu, na niz bod X
lezi, a te¢nou ku priisené kiivee roviny jdouci piimkou a a bodem X, jejiz
padorys je se .zakladni cisoidou Diokletovou, pomoci které pfimky konoidu
sestrojujeme, ve vztahu afinnim vzhledem k ose o konoidu jako ose afinity.
Je-li te¢na v bodu P, cisoidy Diokletovy t;, pak jejim priseéikem J s osou o,
jde te¢na t; v bodu X, ku ptdorysu priseéné kiivky konoidu s rovinou (X, a)
o pidorysné stopé a. V priseéiku ¢’ teény 6.X, se stopou a je pidorysny stopnik
teény t’. Spojnice piidorysného stopniku 6" piimky p a pidorysného stopniku ¢’
teény t’ je ptidorysnou stopou p7 teéné roviny konoidu v bodu X, a proto v pri-
setiku jejim & se stopou p° roviny seéné je pidorysny stopnik & hledané teény ¢.
Tedy £X, jest teéna ¢, v bodu X, ku kfivee ¢,. Konstrukce teény », vyzaduje po
vytéeni teény v bodé P, zdkladni cisoidy Diokletovy sestrojeni pouze dvou
pfimek. ‘ e

Libovolné roviny uvazovaného svazku rovin o ose 8, jdouci bodem B rovno-
b&#né ku a, protinajf konoid v kiivkach (), je% se do nirysny promitaji jako
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kfivky homothetické ke k¥ivce ¢, vzhledem k bodu B, jako stfedu homothetie.
Pudorysy (e,) pruseénych kiivek (¢), leZicich v jednotlivych rovindch svazku
(8), jsou kiivky afinni vzhledem k ose o jako ose afinity ku prdvé vyznadené
kiivce ¢,.

Je-li bod <P, (obr. 6) bodem zékladni cisoidy Diokletovy a bod X, piidorysem
prisetiku piimky p konoidu jim jdouei s rovinou svazku (s) svirajici s @ < 45°,
obdrzime pudorys X,’ priseéiku X piimky p s libovolnou rovinou o svazku (s)
jako bod afinné sdruzeny s X, v poméru daném pomérem homothetie praméti
narysnych téchto kiivek. Sestrojime-li k bodu P, zakladni cisoidy Diokletovy

Obr. 6.

bod P; afinnd sdrufeny v uvedeném poméru, miZeme sestrojiti pudorys X,
priseéiku X’ pfimky p se zvolenou rovinou svazku (s) pouZitim konstrukce
uvedené difve v obr. 2. Bod P; spojime s bodem A4, a prisedik N této spojnice
8 pHimkou y, spojime s B,. Tato spojnice protne p¥imku p, v hledaném ptdo-
rysném primétu X, pHimky p s rovinou o.

Telnu v bodu X; sestrojime presn& touz konstrukei, jako jsme v obr. 5 se-
strojili teénu ku pidorysu &, pruseéné kfivky konoidu s rovinou svazku (s)
svirajici s = <X 45°.

3. Poutijeme-li pfimku ' || b jdouci priseéikem 4 osy o s mimobé&zikou a za
osu svazku seénych rovin, obdrzime samoziejmé tytéz priseéné kiivky. Jejich
bod vratu bude viak prise¢ikem mimob&iky a s osou b’ svazku seénych rovin.
Piijdeme k novému jednoduchému vytvoreni primétu e, priseéné kfivky e.

V obr. 7 zvolena je poloha mimobéZek a, b shodné jako d¥ive a vyznaden
je bod P,, zdkladni cisoidy Diokletovy c,,, v niZ rovina totoZnosti protina
konoid, Za senou rovinu volme rovinu svazku o ose b’ svirajicf s ndrysnou
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<X 45° o pudorysné stopé o, Vv obraze 7 vyznadené. Jsou-li p; & p; pruméty
p¥imky konoidu jdouci bodem P,,, pak v pruseéiku stopy o, & pHmky p, je
pudorys bodu X, pruseéné kfivky. Jeho narys X, lezi na py. Primét ¢, je
vytvofen vrcholem X, proménného pravoihlého trojuhelnika P,,X,X,, jehof
vrchol P, opisuje cisoidu Diokletovu ¢,y a vrchol X, pfimku o,, p¥i éemz strana
P, X, jde stadle bodem A4,, a strana P, X, jest rovnobéZnd s osou z.
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Obr. 7.

Teénd rovina konoidu v bodu X je uréena pfimkou p a teénou ke kiivce,
v ni% rovina (¢X) konoid protiné a jeZ se promitd do narysny jako cisoida homo-
thetickd k zédkladni cisoid$ c,, vzhledem k bodu 4,, jako stfedu homothetie.
Proto tena t, k ni v bodu X, jest rovnob&Zn4 s tednou t, cisoidy v bodu P;,.
Jejim pidorysnym stopnikem 7 na stopé a,, roviny (aX) prochdzi ndrysni
stopa n7 || p, tetné roviny 7 konoidu v bodu X. Prisedikem t, narysnych stop
n7 a ne jde tedna ¢y v bodu X, kfivky &,.

Té% pouZitim plidorysné stopy p* tedné roviny 7 snadno sestrojime teénu
v bodu X3 Stopa ptidorysné p* spojuje bod n se stopnikem é piimky p. Stadi
jeji prusedik m; se oy promftnout na osu z do bodu #;. Pak spojnice 73X, je
teénou kfivky &, v bodu X,. ~
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Je-li rovinou seénou libovolné rovina svazku o ose b’, tvoii stopy pudorysné
t&chto rovin svazek o sttedu 4,. Konstrukce nirysu priseéné kiivky s kono-
idem se pro uréitou polohu stopy o; neméni (pokud oviem rovina ¢ nejde Zad-
nou z pfimek a, b) a konstrukce teény v libovolném jejim bodu X rovnéz zastavé
taz. .

4. Otoéme konoid K® okolo jeho osy o o 45° tak, aby otodeny primét b,
piimky b sviral tihel 45° s kladnym smérem osy z. Tim rovnice (2) konoidu
prejde ve tvar

(z+ 2Pr + 9P = (z—2(r —y), (10)
pfi éem?Z podatek soutadnic lezi ve stfedu S plochy.

Roviny rovnobézné s x protinaji konoid v kiivkach 5. stupné, majicich v pri-
se¢icich s mimobézkami a, b body vratu V a V’'. Teény v nich jsou rovnobé&zny
8 ogsou ¥, nebot jsou to priseénice roviny seéné s rovinami jdoucimi osou o
konoidu a danymi mimobézkami a, b. .

Priméty piidorysné priseénych kiivek jsou mezi sebou afinni vzhledem
k ose o konoidu jako ose afinity, nebot dvé roviny rovnobéiné s = protinaji libo-
volnou pfimku konoidu v bodech, jichZ pomér vzdalenosti od osy o je konstant-
ni pro vechny povrchové piimky konoidu a tedy i pro jejich pidorysné pri-
méty.

Z rovin seénych rovnobéinych s 7 volme rovinu ¢ ve vzdalenosti z = r od
prumétny z. VloZime-li do rovnice (10) z = r, obdrzime rovnice piidorysného
prumsétu ¢, pruseéné kfivky ¢ ve tvaru

(r+2(r+yP =0—2P(r—yP 2=0. (11)
z
Zavedenim homogennich soufadnic z = Z—l , Y= ;: obdrzime pro
3 .
xa = 0:
xi . 2d = 0.

Kfivka mé v nekoneénu jeden bod trojndsobny, ktery je prusetikem v ne-
koneénu leZici trojndsobné pfimky konoidu dané smérem roviny ridici s rovinou
seénou ¢ a bod dvojnasobny isolovany dany nekoneéné vzdalenym prusecikem
osy konoidu jako pfimky dvojndsobné s rovinou seénou.

Pro # = + r obdriime z rovnice (11): (y + r)® = 0. Odpovidajici body
V, aV; jsou body vratu o tetndch rovnob&inych s osou y. Z rovnice (11) plyne
pro # = 0, %e kiivka jde polatkem, a ponévadZ tato rovnice zaménénim x za
(—x) a y za (— y) se neméni, jest kfivka &, k potdtku soumérnd a poditek je
jejim bodem inflexnim.

Vypocteme-li z rovnice (11) derivaci ', obdrzime po dosazeni do ni hodnot
@ = 0, ¥ = 0 smérnici tédny inflexni: y’ = — %, coz podavé snadnou jeji kon-
strukei.

240



V roviné stiedové y konoidu leif jeho piimky h | A’. Z nich b le#f v =x.

Konstrukce bodi kiivky &,: Volme mimob&zku b odchylenou od = o 45°
a mimobéiku a o 135° (obr. 8). Abychom sestrojili povrchovou p¥{mku p
konoidu, otoéme konoid okolo osy o zp&t do polohy ptvodn{, aby otodend
mimobé&zka (b) stdla kolmo k =. Pak vytkneme bod (P,,) zédkladni cisoidy

Obr. 8 N®

Diokletovy a jim prochazejici piimku (p), kterou otoéime zpét o 45°. Padorys
(p); = p, se neméni, a narys p, piimky p po otodenf zpétném bude svirati
X 45° 8 narysem (p), = (P,)A4,. V pruseéiku narysu p, se stopou o, roviny
seéné o, obdriime narys X,. Jeho pludorys X, lez{ na p,.

Konstrukee jednotlivych bodi pudorysu &, jest tudiZ nésledujici: Okolo
vrcholu 4, otééime tihel 45° (viz obr. 8) a bodem (Pj,), v néniz rameno prvé
protne cisoidu Diokletovu, vedeme pudorys p¥imky p, || . Pak kolmice
spudténd ku p; z prusediku X, druhého ramene se stopou o, protne p, v bodu
X, pudorysu ¢,. TéZ plati: Vztyéime-li v bodu (P,,) cisoidy Diokletovy kol-
mici ku (p,) a pfeneseme-li (P;)4; = (P,,)N, obdriime body X, kfivky e,
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pti -pohybu proménného pravothlého trojuhelnika A,(P,,)N, spustime-li
vidy s prisediku X, jeho pfepony se stopou o, roviny seéné kolmici ku pifm-
ce P,. .

Piimka (p,’) soumérnd ku (p,) vzhledem ku priimétu osy y, protne po otodeni
zpdt o X 456° rovinu o v bodu X', jehoZ ptadorys lezi na piimce p," = p,.
Vidime, %e pfimky (p,) & (p,’) sviraji s pi{imkou (a) = x stejné thly «, coZ zlsté-
vé v platnosti i po otofeni do piivodni polohy. Jsou-li body H, a H, lezici na
kruznici k pruseéiky stopy o, s tenami v bodech vratu V, a V,’, plati, Ze pa-
prsky 0,H,, 0,Hy, 0,X 5, 0,X; tvofi harmonickou &tvefinu. Nrysy spojnic pri-
seéiki X,, X,, ... atd. s bodem o, tvoii paprskovou involuci o samodruznych
paprscich 0,H, a 0,H,. Plati tudi#: Ndrysné praméty viech boda prisetné kfFivky
€ konoidu s rovinou o tvofi (uvedenym zphsobem) na pfimce o, pdry involuce.
Jejimi samodrungmi body jsou prisetiky Hy a H, 8teénami v bodech vratu a bo-
dem centrdlnym je stied S kruZnice k.

Kruznice ! jdouci E)dpovidajicimi body X, a X," uvedené involuce a majici
stfed na p¥imce b,, dotykaji se primétu o, osy o konoidu v bodu B,, a to vzhle-
dem k tomu, Ze body H,; a H,’ jsou body samodruzné a bod § bodem centrsl-
nym uvazované involuce. Naopak kruZnice svazku dotykajici se primétu o,
osy o v bod$ B, protinaji primét ¢, = g, ve dvojicich odpovidajicich si bodi
X, a X,

O ktivce ¢, plati: Libovolnd pFimka p, rovnobéind s jejt asymptotou protind ji
ve dvou bodech X, a X, jejich% spojnice s bodem E, vzddlenym od jejiho prisedilku
0 8 osou 0, o délku poloméru r, sviraji se spojnict bodu E s R resp. R’', v nichZ
pFtmka p, protind teény v bodech vratu Vy a V;, rovné ihly. Této vlastnosti lze
pouziti ku jednoduchému sestrojent bodu X;, zndme-li bod X,.

5. V roviné stiedové y leii pfimka A konoidu kolmé k #. Na ni jsou inflexni
body priseénych kiivek konoidu s rovinami rovnob&Znymi s z. Pfisludné in-
flexni tedny jsou asymptotickymi teénami plochy v jednotlivych bodech piim-
ky h a napliiuji oskuladni hyperbolicky paraboloid konoidu podél pfimky A.
Rovina ptidorysné jest jednou jeho rovinou ¥dicf a rovina stiedové druhou.
Jest to hyperbolicky paraboloid orthogonélni.

Smérnice v inflexnim bodé kiivky e, leZici v roviné o || # ve vzdalenosti r od
n byla y’ = — %, prodeZ roviny rovnobéiné s nirysnou a mimobg&zkami a resp.
b prochéazejici, protinaji tento oskula¢ni hyperbolicky paraboloid v pfimkéch
m a m' o smérnicich — £, resp. + § (obr. 9). Vrcholem jeho je stied plochy S.
P#imka A’ lezici v  je jeho osou. Jednou jeho hlavni pfimkou je osa o konoidu
a druhou hlavni pfimkou je pfimka A konoidu, podél niZ konoid oskuluje. Prii-
sednd k¥ivka 10. stupné uvaZovaného oskulaéniho hyperbolického paraboloidu
8 konoidem K?® rozpadé se v osu o konoidu dvojndsob po¢itanou, v pfimku ko-
noidu v nekoneénu trojnédsob poéitanou a v p¥imku %, podél ni% plochu osku-
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luje, rovnd% trojndsob poditanou. Zbyvajicf ddst priseku jest stupnd 10 —
— (3 4+ 3 + 2) = 2 a sest4dv4 ze dvou piimek « a u’ danych rovnicemi

z=:l:172§x,
5

Piimky % a u’ prochézeji body E a F (obr. 9), ve kterych inflexnf te¢na ¢ pro-
tind kiivku ¢, a jsou povrchovymi piimkami plochy K°® i oskulaéniho hyperbo-
lického paraboloidu.

Vysettime-li prisetiky E a F kiivky ¢, s teénou inflexni o rovnici y = — §=,
obdrzime po tGpravé

= -
x=:izr—l£—; y==Fr—V3~§

R " . - 75
a muZeme ihned psati uvedené rovnice pfimek u a u’. Konstruktivng —Z—

rovna se tseéce A,D neb DV, jit piimka k] vytind na spojnici bodu 4,
s bodem vratu V, nebo pro konstrukei vyhodn&jsi tseéce SJ, kterou na pa-
prsku vedeném stiedem 8 rovnobéZné s 4,V odtiné teéna kruznice ¥ vbodu B,.

Obr. 9.
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Volime-li roviny seéné kolmé ku piimce A’ lefici v primétn& =, protnou ko-
noid obdobné v kfivkach 5. stupné majicich inflexni body na pfimce &’. Teény
inflexni napliiuji oskula¢ni hyperbolicky paraboloid plochy K® podél pfimky &'.
Ridicimi rovinami jsou rovina stiedova a rovina kolms ku piimece 4’. Jednou
jeho hlavnt piimkou je osa o a druhou pfimka &', podél niZ konoid oskuluje.
Vrcholem jeho je stied S plochy.

Oskulaéni hyperbolické paraboloidy podél piimek % a &’ v roviné stiedové
konoidu K® maji spoleénou p¥imku v nekoneénu, danou smérem roviny stie-
dové, a spoletnou pfimku v ose o konoidu. Zbyvajici é4st jejich priniku jsou
piimky g a g’ rovnobézné s rovinou narysnou a svirajici s = Ghly 45° resp. 135°.
Primky ¢ a g’ ndle#i obéma hyperbolickym paraboloidm a jsou vyplnény pri-
setiky teden inflexnich kiivek (¢) s odpovidajicimi teénami v bodech vratu.
Jejich rovnice jsou tudiz

2=+, y="TF §r.

6. Teénu v bodu X, (obr. 8) ke kiivce ¢, sestrojime jako pidorys prisecénice
roviny teéné r konoidu v bodu X a roviny se¢né o. Teénd rovina konoidu v bodu
X jest uréena povrchovou pfimku p jim jdouci a teénou v bodé X ku priseéné
kiivce, ve které rovina uréend mimobézkou a a bodem X jesté konoid protne.
Jejim nérysem jest cisoida Diokletova. Vyjdeme-li od konoidu otoéeného
0 45°, bude tedna t, v bodu X, svirat tthel 45° s te¢nou (t;) v bodu (P,) cisoidy
otodené, vzhledem k homotheti¢nosti naryst pruseénych kiivek konoidu s rovi-
nami jdoucimi mimobézkou a. Narysny stopnik », teény t lezi na pfimce a,,
stopé narysné roviny (Xa). Jim prochédzi ndrysnd stopa n” hledané teéné roviny
rovnob#Zng s primétem p, piimky p. Vyznadime-li ndrysv, a padorys
priisediku »’ stopy »7 s rovinou seénou o, prochdzi bodem »; teéna ¢, k¥ivky e,
v bodu X,.

Tuto te¢nu téz obdrzime, vytkneme-li piidorysnou stopu p7 roviny teéné z,
jez spojuje prisesik z; stopy n” a osy « s pidorysnou stopnikem § pi{mky p.
Pak teéna t, kfivky &, v bodé X, je rovnobéZnd se stopou p7, nebot seénd rovina o
je rovnobéina s 7.

7. Ototime-li konoid K® do takové polohy, aby mimobézka a lezela v 7 a
aby mimobézka b byla k & kolmd, a zvolime-li za rovinu se¢nou rovinu ¢’
kolmou k narysné, vytinajici na osich z a x iseky rovné 2r (je-li r polomérem
zéakladni kruznice cisoidy Diokletovy, do niZ se promitd prisetné kfivka konoi-
du s rovinou totoZnosti), pfijdeme k nové jednoduché konstrukei pravé uvazo-
vané kiivky.

Je-li podétek soufadnic ve stiedu S plochy K?®, je rovnice konoidu déna rov-
nici (2):

2(r+yP =2(r—y).
Rovnice roviny seéné ¢’ je
2—2r=—u. (12)

244



Eliminaci z z rovnice konoidu a z rovnice (12) obdrzime po pfeloZeni poddtku do
inflexniho bodu O’(r, 0, 0) primé&tu ¢,” kfivky ¢’ do roviny z = 0 rovnice ptido-
rysu &' ve tvaru
(r—xPr+yP =+ r(r—y3 2=0. (13)
Zaménou x za (— x) piejde rovnice (13) ve tvar

(r + 2)(r + y)* = (r —2P(r —y)*,

Obr. 10.

t. j. na rovnici totoZnou s rovnici (11), ¢m# je dokézéno, e kiivky e, e,
piejdou v sebe translaci, pievadgjici bod O’ ve st¥ed S konoidu a pak symetrii
podle osy o konoidu.

Prusetik libovolné piimky p konoidu s rovinou o’ (obr. 10) je ddn ndrysem
X,, v ném% piimka p, protind praimét o, roviny ¢’. Padorys X, lezi na pfimce
P,. K¥ivku ¢, optde tudif vrchol X, pravého hlu proménného pravoihlého troj-
dhelntka o odvésndch rovnobénych s osami x a y, jehof pFepona se otdét okolo
bodu A, a jehoZ vrchol P,, opisuje danou cisoidu Diokletovu a vrchol X, pevnou
pFimku og. .

Teéné rovina t v bodu X kfivky ¢ je uréena teénou t ku priseéné kiivce,
v ni% rovina (eX) konoid protne, a piimkou p. Jak bylo jiZ diive uvedeno, pro-
chézi t, bodem X, rovnob&zng s te¢nou t, v bodu Py, & mé piidorysny stopnik
n na pfimce a. Pidorysné stopa p™ teéné roviny spojuje bod = s padorysnym
stopnikem L, pfimky p. Priseéik K, pidorysné stopy p* roviny teéné t a pido-
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rysné stopy p° roviny seéné o je pidorysnym stopnikem tedény ¢ v bodu X.
Po vytteni teény t; cisoidy Diokletovy vyZaduje konstrukce teény v bodu X,
pouze dvou pomocnych p¥imek.

Nérysné stopa n tetné roviny jde stopnikem z rovnob&zné ku p, a proting
nérysnou stopu o, roviny seéné v bodu v, jeho# pidorysem », rovnéi musi
teéna ¢, prochdzeti.

Je-li se¢nou rovinou libovoln4 rovina kolmé4 k ndrysn& neprochézejici osou o
konoidu, neméni se uvedend konstrukce bodi a teten piidorysného pramétu
priseéné kiivky. Méni se pouze poloha stopy o,.

Obr. 11.

, 8. Uvazujme prése¢nou kiivku konoidu K® v poloze pravé uvedené s rovi-
nami rovnob&Znymi s z. Pidorysy priiseénych kiivek jsou mezi sebou afinni
vzhledem k ose o konoidu jako ose afinity.

Je-li priisedik pifmky b s 7 poddtkem, je rovnice konoidu vyjadfena rovnicf
22y = a¥(2r — y)3. (1)
Z rovin senych volme rovinu o ve vzdélenosti z =  od primétny n; pidorys

prisetné kiivky je
yr: =a¥(2r —y), 2 =0. (14)

Z rovnice (14) plyne p¥imo, %e potitek B, je bodem vratu k¥ivky &, s te¢nou
v 086 Y.
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Zavedenim homogennich soufadnic obdrZime pro z; = 0
xl.xy =0.
Kiivka mé v nekoneénu dvojny bod isolovany dany smérem osy y a bod troj-
nésobny dany smérem osy z, jenZ je pruseéikem seéné roviny s trojnasobnou
pfimkou konoidu v nekoneénu danou smérem #dici roviny.

Je-li bod P, bodem zikladni cisoidy Diokletovy a p pifimka konoidu jim
jdouci, jest narys X, prusediku X piimky p s rovinou ¢ v priseé¢iku o, a p,.
Pudorys X, lezi na pfimce p,.

Konstrukce pudorysu e; prisetné krivky e odvodi se tudiZz jednoduse
z bodu dané zdkladni cisoidy (obr. 11). Staéi zvoleny bod cisoidy spojit s bodem
A,, a z prusec¢iku této spojnice s piimkou ¢, = 7, spustit kolmici ku rovnobé&zce
vedené bodem cisoidy s jeji asymptotou. Patou této kolmice je bod X, kiivky
;. Kfivka &, je tudiz vytvorena vrcholem X, proménného pravoihlého trojihelnika,
jehoZ prodlouend prepona jde bodem A, pFi emé vrchol Py opisuje danou cisoidu
Diokletovu a druhy vrchol X, pfimku o, Tohoto vytvoreni lze pouZiti ke kon-
strukci normdly a teény v libovolném bodé X, kfivky ¢,. Snadnéjsi konstrukei
teény dostaneme v8ak, jako v predchéazejicich piipadech, sestrojujeme-li teénu
v bodé X jako priisecnici roviny te¢né konoidu v bodu X s rovinou se¢nou o.

Rovina teénd v bodu X je uréena pfimkou p konoidu a teénou ku priseéné
kiivee konoidu s rovinou (aX), jeZ se promita do roviny nédrysné jako cisoida
Diokletova homothetickad ku cisoidé Diokletové zékladni. Tedy te¢na t, k ni
v bodé X, jest rovnob&Zna s teénou t, v bodu P, cisoidy Diokletovy. V prise-
¢iku jejim 7 s osou z je stopnik pidorysny teény t. Pak spojnice = s ptidorys-
nym stopnikem =’ pfimky p je pidorysnd stopa p’ tecné roviny t konoidu
v bodu X. PonévadZ seéna rovina ¢ je rovnobéina s pramsétnou z, je teéna
v bodu X, kiivky &, rovnobézna se stopou p.

Teéna ¢, téZ musi prochdzeti pidorysem », priseéiku » ndrysné stopy n7 || pg
roviny teéné t a narysné stopy o, roviny seéné o.

Po vytleni tedény t, mizeme teénu ¢, v bodu X, kiivky ¢, rysovat jiz p¥imo,
vedeme-li bodem X, rovnobézku se spojnici #n’, kterou neni tieba vyznadovat.

Piimky h a &' konoidu leZici v roving st¥edové protinaji konoid v bodech
H a H',jich% pudorysy H, a H; jsou priseéiky kruznice k se stopou y, roviny
stfedové. Tyto body naleii téz zakladni cisoidé Diokletové. Smérnice teden
cisoidy Diokletovy v nich je - . Oznatme =" priseéik teény t; cisoidy
v bodu H; s pfimkou a. Pak podle uvedené konstrukce teény je tedna v bodu
H, kiivky &, rovnobézina se spojnici z”S,. Z obr. 11 je patrne, Ze vzdalenost
n"A, = 3r. Jsou proto smérnice teden 1, a 1, k¥ivky e, v bodech H, a H,
rovny -+ %.

Volime-li za poéatek soufadnic stied S plochy, pfejde rovnice (14) kfivky &,
ve tvar

r’r+yP—2*(r—yP=02=0. (15)
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Vypoéteme-li z rovnice (15) druhou derivaci y” a dosadime-li do nf z =

= 4+ r, y = 0, obdrzime y” = —-——317—. Pak délka R poloméru kfivosti v bo-
dech H; a H, je
‘ 107}/10
R = 9 -
Seznavame, %e délka R poloméru k¥ivosti v téchto bodech je pfeponou
10 10r

pravouhlého trojahelnika o odvésnach 5 &3

Soutadnice X, Y stfedu kfivosti 2 a 2’ v bodech H, a H ; jsou pak
r r
X=:{:2r+§,Y=—(3r+—§),

coz vede ku snadnému jich zobrazeni.

Zvolime-li nékterou z pfmek % neb A’ za osu svazku seénych rovin, promitajf
se jejich (zbyvajici) priiseéné kiivky 4. stupné s konoidem K5 do roviny stie-
dové vesmeés jako dvojrohy (bicorne) homothetické ku primétu osy o ko-
noidu jako stiedu homothetie, jak jsem odvodil i s vlastnostmi dvojrohu z to-
hoto vytvoreni plynoucimi v praci ,,0 dvojrohu*.?)

Zde budiZ pouze uvedeno, ze pidorysy téchto priseénych kiivek jsou kiivky
afinni ke dvojrohu, jenz je piidorysem priseéné kiivky konoidu s onou rovinou
svazku uvaZovanych rovin, jez svira s pidorysnou i narysnou tyz uhel. Osou
afinity jest osa o konoidu.

Prisek konoidu s rovinou jdouci osou o a nékterou z danych mimobézek
a, b sestavd z dvojnasob poéitané osy o a z trojndsob poéitané piislusné mimo-
béiky, jak z pfislusnych rovnic ihned plyne. Pouze tyto roviny maji s konoidem
v piimee a resp. b tiipfimkovy styk. '

Libovolné rovina protinajici ob& dané mimobézky a, b a zaujimajici k nim
polohu zcela obecnou protne tedy konoid v kiivee 5. stupné majici na mimo-
‘bézkach a, b body vratu. Teény v nich jsou priseénice roviny seéné s rovinami
uréenymi mimobé&zkami a, b a osou o konoidu.

%), Viadimir Masek: ,Q dvajrohu‘. _Casopis pro p8stovani matematiky a fysiky, roé. LI,
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