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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 80 (1955)

ZPRAVY

VEDECKE PRACE M. KOSSLERA
VOJTECH JARNIK, Praha.

V pfedeslém é&isle tohoto Easopisu vystihl akademik EDUARD Czcr vielymi slovy kras-
nou osobnost naSeho milého jubilanta, prof. MiLo$ K6sSsLERA, ktery se tohoto roku doZil
sedmdesatky. Tento ¢lanek je pak vnovan Kosslerové védecké éinnosti. Jeho vyznamna
badatelské prace je aZ na malé vyjimky vénovana dvéma oborim matematiky: teorii
analytickych funkei a teorii Sisel — a oviem té% stydnym obortim {&chto dvou oblasti.
V tomto informativnim ¢lanku se nikterak nepokousim o tplnost a podédvam piehled jen
o n8kterych pracich Késslerovych; snaZil jsem se vybrat ty, které co nejlépe ukazuji vé-
decky profil autortiv a z nich opé&t ty, o nichZ si étendf na zdkladé nékalikaiadkového
vykladu muZe utvofiti pomérné jasny obraz. Pfirozend je takovy vybér subjektivn
a omlouvam se prof. Kosslerovi i étenéfi, jestliZe jsem jej nékde provedl nevhodné; bylo by
vSak v kazdém piipadé pred8asné, hodnotit uplné a definitivné praci védce, ktery je stile
intensivné védecky ¢inny.

V dilezitém oboru analytickych funkci, ktery hraje tak velkou roli ve
vnitini vystavbé matematiky i v jejich aplikacich, je Kossler dosud jedinym
nasim zralym specialistou. Jiz v podatecich jeho védecké Ginnosti se setkdvame
s dvéma obSirnymi pracemi [5] (z r. 1915—16), vénovanymi theorii ana-

lytickych funkei. Obsah téchto praci vyli¢im jen zlomkovité — podrobny re-
ferat by vyplnil cely ¢lanek. Necht vztah

z=g(t) (1)
zobrazuje konformné a vzdjemné jednoznaéné jisté mezikruzi r < t| < R
(r <1< R); oznatme C obraz kruznice [f| == 1, t. j. mnoZinu vSech boda
g(e'®) (0 < ¢ < 2r). Potom lze nalézti posloupnost funkei b,(2), by(2), ..., regu-
larnich uvnit¥ C a na C,!) s témito vlastnostmi: Je-li ¥ libovolns funkce regu-
larni uvnitt kfivky C a na ni, existuje posloupnost é&isel 4, tak, Ze je

F2) = 3 Axbif2) (2)

v kazdém bodé z uvniti C, pii ¢emZ konvergence je absolutni a stejnomérna
na kazdé kompaktni mnozing, lezici uvnit¥ C. Funkce b,(z) a ¢isla 4, jsou defi-

1) Rikém, ¥e analytické funkce f je regularni v n&jaké mno#ind, jestli%e ji lze v okoli
ka#dého bodu této mnoZiny rozvinouti v Taylorovu fadu; terminologie v literatufe
pondkud kolisé. V dalsim jde vyhradn® o jednoznadné vétve analytickych funkei.
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novéna jistymi kfivkovymi integraly (pfipominajicimi vzorce pro koeficienty
Laurentova rozvoje). ZavaZnou je otdzka, zda rozvoj (2) je jediny tohoto
tvaru — jinak Feleno, zda existuje fada tvaru X B b,(z), majici asponi jeden
koeficient B, rizny od nuly, jejiz soucet by byl roven nule v§ude uvnit¥ C.
Kossler fesi tuto otdzku v nékterych dileZitych piipadech; odpovéd je nékdy
kladné, n8kdy zdpornd. Na druhé strané se ukazuje, Ze funkce b,(z) lze i pfi
daném C voliti mnoha zplsoby. Jako zvlastni piipad jsou v Kdsslerovych
rozvojich obsazeny na p¥. Faberovy polynomické rozvoje. Podobné vysledky
plati také pro rozvoje funkei, platné vné kiivky C.

Dalsi prace Kosslerovy z teorie analytickych funkei se tykaji prevazné
teorie mocninnych fad (vyjimku tvofi hlavné price o funkei £, o nichz se zmi-
nim v odstavei, vénovaném teorii ¢isel). Polomér konvergence mocninné rady

1) =ay + az + a2 + ... (3)

1
je, jak zndmo, roven pievricené hodnoté ¢isla lim sup |a,|". Poznamenejme,

n-—>

ze Kossler ve své praci [29] (1949) upozornil na to, Ze v mnohych otédzkach

v vz

teorie funkei je vyhodno uiZiti prosté &isla sup lanl’%. Timto zplisobem se
v fadé otdzek dostanou presné odhady, na p¥. pro polomér konvergence fady
pro funkei inversni k f, pro nejmensi vzdalenost nulového bodu funkce f od
podatku atd. Vratme se viak k starsim pracim Kosslerovym.

Spoleénou thematiku maji prace [13], [14], [15], [16], [17] (1923—24), po-
jednévajici o singularitdch mocninné fady na konvergenéni kruznici. Necht
fada (3) mé polomér konvergence.rovny jedné. Potom na kruznici |z| = 1 lez{
aspoil jeden singuldrni bod funkce f. Jak nyni rozhodnout, zda dany bod kruz-
nice, na pf. bod z = 1, je singularnim bodem? Késsler dosazuje do (3)

z=ux + 322, (4)
¢imz dostane novou fadu
Fx)=f(x + 3x?) = A, + Az + 4,2 + ... (5)

Kruh |z| < § se zobrazuje transformaci (4) na obor, ktery s vyjimkou bodu
z = 1 (odpovidajiciho hodnot& x = ) lezi cely uvnit¥ kruznice |z| = 1. Rada
(5) mé tedy polomér konvergence > %, pfi ¢emz znameni rovnosti plati tehdy
a jen tehdy, nelze-li f analyticky pokracovati pfes bod z = 1. Tedy: bod z = 1
je singularnim bodem funkece f(z) tehdy a jen tehdy, jestlize

1
lim sup |4,|" =} .

7n— o

Tuto podminku lze napsati pomoci koeficientl a;.2) Vyraz, ktery takto vyjde,

%) Substituci z = tei? lze ovSem ihned napéati podminku pro singuldrnost bodu ei¢
(p realné). :
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vypadé na pohled zna¢né slozité; ale vhodnou tpravou dostdva z ného Kossler
postacujici podminku pro singularnost bodu z = 1, ze které s prekvapujici
snadnosti plynou podstatnd zobecnéni vét predtim znamych. Uvedme jen
jeden pfiklad. Znam4é véta Vivanti-Dienesova pravi: Jestlize existuje realné y
a 0 > 0 tak, %e vSechny vektory a, = |a,|e!® lezi v Ghlu —}x + 0 < ¢, —
— 1y < $m— 4, je z = 1 singulérnim bodem. Z Késslerovych tavah plyne toto
zobecnéni: Bod z = 1 je singuldrnim bodem funkece f, jestlize existuje u > 0,
é > 0, posloupnost redlnych ¢isel y;, v,, ... a posloupnost indexiin, <n, < ...,
majici tyto vlastnosti

I. lim |a, % = 1,

q—>®©
IL |y, —@a| < dm— 0 pro |n—mn,| < um,.

Je vidét charakter zobecnéni: Podminka II nemusi byt splnéna pro vSechny
indexy n, nybrz jen pro n z jistych skupin indexi n, — un, < n < ny + uny,
pti demz ¢&isla m, mohou leZeti libovolné ,,fidko* (jen kdyZ spliiuji podminku I);
mimoto poloha thlu, v ném# lezi koeficienty a, z ¢-té skupiny, se maze ménit
od skupiny ke skupiné (y, zavisi na ¢). Podminka II je ostatné u Kosslera na-

hrazena podminkou je$té mnohem obecnéjsi
1
ITa. |y, — @n] < 37 Pro [n —n [ < un,, lim (cos (y, — Pn))" = 1.
g—>©

Podobné lze obdrzeti dalsi kriterium Szészovo, dale vétu Fatou-Pélyovu
(zménou znameni u nékterych a, lze dosdhnouti toho, Ze vSechny body kruz-
nice |z| = 1 jsou singularni) a véty Hadamardovu a Fabryovu o ,,mezerovi-
tych Faddch* (je-li v (3) ,,pFili§ mnoho** koeeficient@ rovnych nule, je kazdy
bod kruZnice |z| = 1 singuldrnim) — v8e oviem stéle za predpokladu, zZe fada
(3) ma polomér konvergence rovny jedné.

V dalsich pracich se Kossler zabyval t. zv. ,,ohrani¢enymi fadami‘‘. I. ScCHUR
nalezl nutné a postacéujici podminky, které musi spliiovati koeficienty a,, @, ..
aby pro funkei (3) platilo toto:

'

f(z) je reguldrni a |f(z)] < 1 pro 2] < 1. (7)

Z téchto podminek plyne na pr., Ze Zadny nulovy bod funkce f nemize lezeti
v kruhu |z| < |a,| (je-li @y 3= 0). Kossler v praci [20] (1930) fesi tuto obecnou
otdzku: Kde mohou leZeti nulové body funkei (3), spliiujicich podminku (7),
u kterych prvnich n koeficientt

oy gy o ooy By (8)
je predepsdno? Kossler nachéazi pro kazdé » oblast K,, zavislou pouze na
&islech (8) a ohranitenou algebraickou kiivkou, kterd mé tuto vlastnost:
Funkce (3) s vlastnostmi (7) a s danymi koeficienty (8) nema nulovych bodit
v K, miZe v8ak — pii vhodné zvolenych dalsich koeficientech a,, @51, ... —
miti nulovy bod v kterémkoliv pfedem daném bodé hranice oblasti K.
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V praci [24] (1935) vySetfuje Kossler funkei

f) = Sae (tedy f(0) = 0

a pta se, kdy tato funkce je pro |z| << 1 reguldrni a spliiuje tam vSude nerov-
nosti
—b=3fE) =m—b3?

pfitom b je dané &islo, 0 << b < =. Odpovéd zni: tehdy a jen tehdy, jestlize
existuje redlnd funkece g tak, Ze

27
0<gl@<mpro 0 @< 2r, [g(p)dp = 2nb,
0

27

iz ;
f(z) = p= eT‘Z(ir_Z—zdgv pro |z| < 1; (9)

misto (9) lze téz psati
o
a, =-f;fg(¢> eedp (n=1,2,3,...).
0

Tim jsou urdeny podminky pro a,; Kossler pretvotuje tyto podminky téz na
aritmeticky tvar.

Predeslé dvé prace se tykaly funkei f(z), které jsou jistym zptsobem ohrani-
¢eny v kruhu |z| < 1. Prace [21], [22] (1931—32) a [23] (1934) se tykaji t. zv.
funkei prostych (ognonucrusie ¢., schlichte F.). Budeme fikat, Ze funkce f(z) je
prostd v otevieném kruhu |z| < 7, je-li tam regularni a jestlize pro |z,| <7,
2o <7, 2y =24 je vidy f(z,) = f(2,). BudiZ nyni f prostd v kruhu |z| < 1;
potom funkee f zobrazuje tento kruh na jistou oblast jednoduse souvislou. Pfi-
tom je stile f'(z) == 0 pro |z| < 1; bez Gjmy obecnosti miZzeme piedpokladati
f(0) = 0, f'(0) = 1, takze

f2) =2z + ap?® + a2 + ... pro |z| < 1. (10)
Vezméme libovolny bod z (|z| < 1), piejdéme do ,,blizkého* bodu z + 4z a
vySetfujme, jaky je vztah mezi Az a Af(z) = f(z + Az) — f(z). Pro mald 4z
bude priblizné Af(z) = f'(z) . 4z a tedy (srovnanim jednak absolutnich hodnot,
jednak amplitud) '

|4f(z)| = |f')| - |4z|, ampl 4f(z) = ampl f'(2) + ampl 4z .

Tedy |f'(2)| m&Fi ,,pomér zvétieni,* ampl f'(z) mé¥i ,,otodeni, které musime pro-
vésti, abychom od 4z presli k Af(z) (pfiblizné). Jestlize nyni funkce (10) je
prostd pro |z| < 1, plati pro |z| < 1 tyto Bieberbachovy odhady (Bieberbach
jim Fikéd ,,Verzerrungssatz‘ a ,,Drehungssatz‘):

3) Rz, Iz znadi redlnou a imagindrni 8ast Sisla 2.
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1|

Sl 1+ |2 1+ 2|
(I F 7= If'(2)] < T = e’ lampl f'(z)| < 21g T A (1)

Odhad pro [f'| je pfesny,5) avSak odhad pro |ampl f'(z)| nikoliv a Kéossler jej
zlep&uje v pracich [21], [22]; pfesny odhad byl pozdéji (1936) ddn GOLUZINEM
a VASILIEVICEM. Vedle toho dokazuje Kdssler v praci [21] novou nerovnost
F@) < 1— lag] — 628 — [a®] + |4
b Eﬁ(z f'(z)) = (I —[22D(1 + |agz| + [2%) °
tato nerovnost je presna (pro prosté funkce (10) s libovolné predepsanym
la,| < 2). Vyznam této nerovnosti je patrny z této pozndmky: Obraz kruznice
|z| =  (t. j. mnozZina viech bodi f(re'?), ¢ realné) je konvexni tehdy a jen tehdy,

je-li
"(2) )
1+§R( 7e) =0

v ka%dém bodé kruznice |z| = r.

V praci [23] sestrojuje Kossler tii znac¢né obecné tfidy prostych funkei. Na
pf. jedna z nich je definovana takto: Vezméme libovolnou funkei o(z), kde ¢ je
regularni a |g(z)] < 1 pro |2| < 1 a definujme funkei f(z) rovnici

1 1 z
Ty =— + 0f(._)(t) d¢
potom f je regularni a prostd pro |z| < 1 a piSeme-li f ve tvaru (10), je
’ o, <1 (n=2,3,..). (12)
Podobnd u jiné z téchto i t¥d dokazuje Kossler
o, <n (n=2,3,...). (13)

Je dosud nedokdzanou domnénkou, 7e (13) plati pro kazdou funkei prostou
pro [z| < 1 tvaru (10); dlouho se udrzovala domnénka, Ze (12) plati pro kazdou
funkei prostou pro |z| < 1 tvaru (10), kterd je licha (t.j. a, = a, = ag = ... =
= 0), ale tato domnénka byla vyvricena r. 1943. Pfesto v8ak (13) resp. (12)
plati pro rozsahlé tiidy prostych (resp. lichych prostych) funkei.

Specidlnim pripadem mocninnych fad jsou polynomy

Pz)=1cy+ ¢z + ... + c,2"; (14)

piSeme-li zde z = e'?, dostdvame t. zv. trigonometricky polynom, t. j. funkei
tvaru

T(p) = ay + i (ax cos kg — by sin kp) . (15)
k=1

4) JeZto f'(2z) % 0 pro |z| <_1; existuje spojit4 v&tev funkce ampl f'(z) v kruhu lzJ
V posledni nerovnosti (11) je min¥na ona spojitéd v8tev, pro kterou je ampl f
= ampl 1 = 0 (a nikoliv = 2kw pro ndkteré celé k + 0).

5 T. j. GXIStUJf prosté funkce tV&ru (10), pro n&% plati znameni rovnosti; stadi vziti
funkei
(I+2

H.

()

37 8 derivacf (——;)1 8 dosadit jednou 1 > z > 0, podruhé — 1 < z < 0.
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Polynomy a trigonometrickymi polynomy se zabyvaji dvé vyznamné prace
Kosslerovy [28], [30]. Jestlize v (15) neni a,, = b, = 0, ¥ikdme, Ze T' je n-tého
stupné. Pouhym ,fizovym posunutim‘ (t. j. zavedenim nové proménné
@' = @ — const) lze dociliti toho, Ze b, = 0. Kossler pak (viz [28], 1949) Fesi
tuto otazku: Necht polynom (15) (@, == 0, b, = 0) ma redlné koeficienty; kdy
je T'(¢) = 0 pro vSechna realnd ¢? Tehdy a jen tehdy, lze-li psati

T(p) = A}E(n + cos (p — 1)) (16)

A >0, y, =1, g, redlnd, p, + ... + v, = 0. Je-li nyni dan (algebraicky)
polynom P(z) a ptame-li se, za jakych podminek je R P(z) = 0, resp. |P(z)| < 1
v kruhu [z| < 1, miZeme postupovati takto: k tomu, aby uvedené nerovnosti
byly splnény pro |z| < 1, stadi, aby byly splnény pro |z| =1, t. j. z = €',
@ realné. Jde tedy o nerovnosti

RP(ei?) > 0, 1— P(ci?). Pel) >0

Vs owr

(z znadi &islo komplexné sdruzené k z), kde vlevo jsou trigonometrické poly-
nomy s realnymi koeficienty. Problém je tedy v podstaté reSen vzorcem (16).
Obdobny problém pro mocninné fady byl i'efen jiz diive (CARATHEODORY,
Torpritz, I. ScHUR). Nutné a postacujici podminky jsou dany soustavou
nekoneéné mnoha nerovnosti mezi koeficienty fady. Je zajimavo, Ze ve specidl-
nim piipadé polynomu se tyto podminky neredukuji na koneény pocet
nerovnosti, kdezto FeSeni Kosslerovo je dano koneénym poétem podminek.
Prace [30] se zabyva otdzkou: Jakd je nutnd a postacujici podminka, aby

polynom
PQ)=12z2+ a2+ a,;z® + ... + a,z* (a, +0) (17)

(s komplexnimi koeficienty) byl prosty v nékterém kruhu |z| < r s polomérem
> 1. Sestrojme rovnice
14+ Sl + 222+ ...+24)=0,
E=2 - (18)
n
AT+ S e T T T A s 4 T = 0.
k=2
Nutné a posta.éujiéi podminka je, aby pro Zidné FeSenf z;, z, nebylo |z,| =

= |z,| = 1. Jiny tvar nutné a postacujici podminky: pro zadné fesenf z;, 2,
neni ani |z;| < 1, |2,] £ 1,ani |25 = 1, |2,| = 1. Zavedeme-li do (18) substitu-

ce 2z, = Y, 2y = i;—a. potom jesté y 4 _;- = u, dostaneme misto (18) rovnice
tvaru

14 Sa@t P () =0, 2"+ 3@ * P ) =0,  (19)
r=2 . =2
kde polynomy P,(u) = u, Py(u) = u*—1, P,(u) = u3 — 2u atd. se snadno vy-
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pottou. Nutné a postalujici podminka ma pak tvar: Rovnice (19) nemaji Zadné
feSeni z, u, kde — 2 < u < 2. Rovnice (19) pojimejme jako rovnice v x; potom
tyto rovnice maji (pfi urditém u) spoletné fefeni tehdy a jen tehdy, je-li jejich
resultant R(%) (to je polynom v u) roven nule. Ukazuje se: Hledana nutn4 a po-
stacujici podminka je, aby R(u) == 0 pro — 2 < u < 2. To je tedy v zasads
velmi jednoduché podminka algebraického razu. OvSem efektivni zjisténi, zda
je v daném piipadé splnéna, je obtiZné, jak ukazuje jiz pfipad » = 3, v praci
podrobné prodiskutovany.

Druhym oborem matematiky, ve kterém Kossler dosahl vyznamnych Gspé-
chu, je theorie ¢isel. Hlavni interes Kosslerv je zde vénovan jednak problé-
mum rozdéleni prvocisel, jednak problému déliteli.

Oznaéme znakem n(x) podet prvoéisel, jez jsou < . Slavna prvoéiselnd véta
pravi, Ze

n(x) = 1ng + R), kde R(z)=o (Exx') 9) (20)
Dalsi vyvoj analytické theorie prvoéisel vedl mimo jiné k presnéjsim odhadim
funkce R(z) v ,,asymptotickém* vzorci (20). V tomto problému hraje hlavni
alohu t. zv. Riemannova funkce {(s) (s = o + it), definovand v. poloroviné
¢ > 1 rovnici

w0 =35 =T =0= (21)

soudin vpravo (kde se ndsobi pfes v8echna prvoéisla p)?) ukazuje zietelné na
souvislost funkce ¢ s prvodisly.

Oznaéme nyni znakem d(n) pocet délitelu ¢&isla n; polozme

T(x) = Zd(n) . (22)
Snadno se dokaZe vzorec -
T(x) = zlgz + (2C — 1) + R,(), kde R,(x) = O(|/z) (23)

(C je Eulerova konstanta). Na rozdil od vzorce (20) se zde ,,hlavni ¢len“ v rov-
nici (23) odvodi snadno; obtiZe vznikaji teprve pii stanoveni ¥adové velikosti
funkce R,(x) — tento problém neni dosud definitivné roziefen (podobné jako
u funkce R(z) v (20)).

Kosslerovy prace, majici vztah k theorii éisel, se rozpadaji methodicky ve
dvé skupiny. Prvni skupina stoji na rozhrani theorie funkei a theorie &isel;
druhd pak mé raz vyslovend ¢iselnd theoreticky a uZivad vice elementarnich

H(z) f(z)

8) Znak f(x) = o(g(:c)) znadi, ¥ lim ——= = 0; znak f(z) = O(g(x)) znaéi, %e funkce —=
z—>+ o g() 9(z)

je omezend v jistém intervalu (@, 4+ ©); pfedpokladé se g(z) > 0.
7) Pismenem p budu oznadovati vihradn§ prvodisla.
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method (matematik ovSem vi, Ze ,,elementdrni“ v matematice neznamens
,»snadny‘ — dGasto spiSe naopak). Abych nerozptyloval ¢tendiovu pozornost,
vyberu z kazdé skupiny jen dvé prace.

Z prvni skupiny jsem vybral prace [6], [25], tykajici se pfedevsim funkce
{(s) (nemluvim o jistych zobecnénich, obsaZenych v téchto pracich). Pri otdzce
o fadové velikosti ,,zbytku‘ R ve vzorci (20) je lhostejné, vySetiuji-li funkei
a(z) nebo funkei

f@) = n(@) + dn(a?) + dah) + ...

Pro funkei f udal jiz RIEMANN vyjadieni ur¢itym integrélem, z néhoz Kossler
v praci [6] (1916) odvozuje vyjadieni nekoneénou fadou absolutné konver-
gentni; pfitom uzivé za integra¢nim znamenim Lagrangeovy fady (slusi ostatné
poznamenati, Ze zobecnéni Lagrangeovy rady se zajimavymi aplikacemi na
FeSeni rovnic vénoval Kossler zvlastni praci [12] (1922)). Prace [25] (1941)
nemd mnoho souvislosti s theorii éisel; jde v ni na pi. o TeSeni této otazky:
Hodnoty ((2k) (k=1,2,3,...) lze snadno vyjadiiti Bernoulliovymi ¢isly,
nezname viak jednoduchého vyjadieni hodnot {(2k + 1). UzZitim funkcionélni
rovnice pro funkei ¢ odvozuje Kossler asymptotické rozvoje pro {(s), vhodné
pro numerické vypocty.

Z druhé skupiny jsem vybral price [26], [27] (1942—43), které pat¥i k nej-
zajimavéj§im. V praci [26] odvozuje Kossler dvé elementarni identity.
Prvni z nich vypada takto: Budiz ddna posloupnost p¥irozenych &isel ¢, <

< ¢, < ... a dv& funkece f(n), »(n). Zvolme ptirozené ¢islo N a sestrojme
m

funkce V(k) = > v(nk), m = [—Z/g], F(n) = 2 f(q:). PFitom [#] znadéi nejvet
n=1 ax/n

celé ¢islo < x; znak g,/n pfi soudtu znadi, Ze se séitd pres ona &isla gy, jez jsou
déliteli ¢isla n. Potom plati

. _
2 f@) Vi) = ZII" (n) v(n) . (24)

“=w
Identity tohoto druhu (mezi souéty) jsou v theorii ¢isel ¢asto dilezité: at proto,
Ze pfimo ukazuji jisté zajimavé zakonitosti, at proto, Ze umoziiuji dikaz asym-
ptotickych vzorct pro souéty v nich obsazené. Kosslerova identita (24) je velmi
obecného razu. To by ovSem je$té mnoho nefikalo o jejim vyznamu; ukazuje
se viak, Ze z ni plyne specialisaci mnoho dulezitych a vyznamnych identit.

Zvolime-li na pf. za ¢, ¢,, ... véechny mocniny prvodisel, t. j. &isla tvaru
p* (k ptirozené ¢islo) a klademe-li f(p*) = lg p, obdrzime z (24) identitu
N
Dlgp>V(pr) = o) lgn; (25)
PN k n=1

piitom ve vnitinim souétu vlevo se s¢ita pii pevném p pres vSechna pfirozena k,
pro ktera je p* < N. Specialni volbou funkce v(n) dostava Kossler fadu zaji-
mavych identit, které dovoluji poéitati rizné soudty, obsahujici prvodisla
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(uvddomme si, Ze prava strana v (25) — na rozdil od levé — neobsahuje ,,expli-
citn&“ prvodisla: je to vyraz, ktery p¥i nepfili8 sloZité funkei v(n) je pomérné
jednoduchy a pro ktery &asto miiZeme udati velmi piesné asymptotické
vzorce). Vedle (24) odvozuje Kossler jedté tuto obecnou identitu:

& N\ < N 3 N
2.9(k) f([—,;]) = 2 g(k) f([—k—]) + 2,(1(k) — f(k — 1)) G([f]) — fe) 6();
(26)
N
T 1], 1(0) =0, G() =
= Zlg(n). Z detnych disledkt této identity uvedme pro ilustraci jen jeden:

Budiz d,,(n) podet onéch déliteld &fsla n, kteff jsou = 0 nebo = 1 (mod 4);
obdobny vyznam necht mé d,4(n). Potom je8)

N —
'S (doa(n) —doy(m)) = Hm—21g 2) N + O(/N) . (27)

=l

pfitom N, o jsou pfirozend disla, o < N, r = [
k

Zajimavé je srovnani s (23); piseme-li v (27) vlevo 4 misto —, dostaneme vyraz
T(N), ktery podle (23) je ¥4du N lg N. Dalsi velmi detné disledky identit (24),
(26), uvedené v praci [26], nebudu uvadéti.
Na identitd (26) je zaloZena té%Z prace [27]. Oznadme znakem o,(n) soudet
¢t-tych mocnin vSech déliteld &isla n; Kossler vySetiuje funkei
(k)
T(N,t,8) = > £,

R
je zfejmé oy(k) = d(k), takZe (viz (22))
T(N,0,0) = T(N).

Kdezto problém zbytku R, v (23) je dosud nerozieSen, ukazuje Kossler mimo
jiné, Ze pro nékteré hodnoty ¢t # 0 lze dosdhnouti vysledku jiz celkem defi-

nitivnich. Jako pf{klad vezméme piipad ¢ > 1. Budiz r, = _11\0_7_ [%]
t. zv. lomens &4st ¥sla —l]g a poloime O(N,f) = >, % : 2, -,%;,kde celé &islo
E=1 K E=1

» > 0 je urdeno nerovnostmi v(» + 1) < N < (» + 1)(» + 2) (tedy pfiblizné
v = |/ N pro velké N; &fslo N je celé). Potom je prot > 1

1— 1
N TN, b, 8) = N*8(o) Elo —t) + N A
T L) NG — O(N, 1)) + O(NI+D + N (28)

(pro 8 =14a ¢ =1t + 1 pozbyv4 pravi strana smyslu a je nutno provésti

*) Znak O se zde i v nasledujfefm tyks pHpadu N — + oo.
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jisty limitni pfechod). Velikost funkce @(N, ¢) zavisi na aritmetické povaze
¢isla N. Jestlize ¢islo N je délitelno éisly 1, 2, 3, ..., n, kde n je ,,velké‘ &fslo,
plat{ pro N = N’ rovnice r; = r, = ... = r, = 0; naopak pro N = N’ —1

jer, =1 —% (k=1,2,...,n). Odtud plyne, Ze O(N’, t) je ptiblizné rovno
nule, a O(N' — 1,¢) je pfiblizné rovno 1 — C—(la—j)——t) > 0. Odtud pak je pa-
trno toto: Ve vyrazu (28) vpravo tvoii prvni tii ¢leny velmi jednoduchou
analytickou funkei proménné N, posledni dva dleny tvoif pak jakysi oscilujici
,,zbytek¢; jeho oscilace maji velikost Fadu N*t. Je zajimavé, ze tento oscilu-
jici élen — aZ na O-Clen, ktery je fadu niz$iho nez Nt -—nezavisi na s. Charak-
ter funkce T (N, ¢, s) je tim popsan s Uplnosti, kterd neni dastd v analytické
theorii éisel.

Vyznam Késslertiv neni, jak poznamenal akademik Cech ve svém &lanku,
vycerpan jeho pavodnimi pracemi. Kossler pristupoval také ke svym uditel-
skym tkoltim s velkou svédomitosti, spojenou s vielym zajmem o Zdka a s vro-
zenym pedagogickym nadanim. Tyto jeho vlastnosti se odrazeji v jeho nevelké
knizce ,,Uvod do poétu diferencidlniho* (1926), ve které latka jeho tvodnich
universitnich prednasek je vylozena zptsobem dokonale promyslenym, peda-
gogicky vytfibenym a pii velké ,,otFepanosti‘ thematu piekvapivé netradiénim
a puvodnim.

Prof. Kossler intensivné pokracuje ve své védecké i uditelské praci; praveé
nyni mé v tisku novou praci o mocninnych radach, kterd mozna vyjde diive
nez tento ¢lanek.*) NaSe matematickd vefejnost vzpomind vdééné jeho dila
a pieje mu do dalsi prace mnoho zdaru.

* *
*

SEZNAM VEDECKYCH PRACI PROFESORA DR M. KOSSLERA

A) PovopNi VEDECKA POJEDNAN(:

1. O zondlnt funkci harmonické. Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky, XLIT, 1913,
s. 7.

2. Resent algebraické rovnice vijrazy meznymsi. Casopis pro péstovani matematiky a fysiky,
XLIII, 1914, s. 8. ' .

3. Vztah mezi podtem prvodisel v dangch mezich a vétou Wilsonovou. Cas. pro p&st. mat. a
fys., XLIV, 1915, s. 6.

4. Soudet fady Lambertovy a polet délitelds celistvého étsla. Cas. pro pést. mat. a fys., XLV,
1916, s. 11.

5. O rozvojich platnyjch pro funkesi analytickou v daném oboru. Cést I a II. Rozpravy Ceské
akademie, II. t¥., XXIV, N. 41, 1915 a XXV, N. 54, 1916. S. 34 a 38.

6. Novy rozvoj pro Riemannovu funkci prooéiselnou. Rozpravy Ceské akademie, I1. tt.,
XXV, N. 26, 19186, s. 23.

*) Viz Seznam védeckych praci profesora Dr M. Kosslera, ¢. 31.
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7.

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.
23.
24.
24'.
25.
26.

27.
28.

29.

30.

O rekurentnim vzorci pro prvodisla. Rozpravy Ceské akademie, IT. t¥., XXVI, N, 48,
1917, s. 6.

. Integrdl Cauchyiw a Dirichletdw problém v roviné. Cas. pro p&st. mat. a fys., LI, 1922,

8. 5.

. Pfispévek k teorii Borelova pokrafovdnt funkct. Véstnik Kral. ¢eské spoled. nauk. TFida

mat.-ptr. 1921—1922, N. 7, s. 14,

O thlech nesouméfitelngjch. Cas. pro pést. mat. a fys., LII, 1923, s. 5.

Potenént fady s pFirozenou hranict a jejich pokradovdni ve smyslu Borelové. Rozpravy
Ceské akademie, II. ti., XXXI, N. 19, 1922, s. 8.

On a generalization of the Lagrange series. Proceedings of the London Mathematical
Society (2) XX, 1922, s. 9.

O singularitdch fady mocninné, le¥icich na krusnici konvergenéni. Rozpravy Ces. aka-
demie, II. t¥., XXXII, N. 35, 1923, s. 15.

Sur les singularités des séries entiéres. Accademia dei Lincei. Rendiconti (5), XXXII,
1923, 8. 26—29.

Nouveaux théorémes sur les singularités des séries entiéres. Accademia dei Lincei. Rendi-
conti (5), XXXII, 1923, s. 3.

Sur les singularités des séries entiéres. Accademia dei Lincei. Rendiconti (5), XXXII,
1923, s. 528—531.

On a generalization of Fabry and Szdsz’s theorems concerning the singularities of power
series. Proceedings Congress Toronto, I, s. 10.
+n

Souétovy vzorec S = T/h: z e~ #**, (Cas. pro pést. mat. a fys., LIII, 1924, s. 5.

T k=-n
Duvé pozndmky k theoris &tselné. Cas. pro p&st. mat. a fys., LVIII, 1929, s. 7.
Uber die o-Stellen von beschrinkten Potenzreihen. Vstnik Kral. Ses. spol. nauk. T¥.
mat.-ptir. 1930, N. 11, s. 12.
Ein Beitrag zur Theorie der schlichten Potenzreihen. Véstnik Kral. des. spol. nauk. T¥.
mat.-piir. 1932, N. 5, s. 8.
Eine Verschdrfung des Drehungssatzes von L. Bieberbach. Jahresbericht der deutschen
Mathematiker Vereinig., B. 41, 1931, s. 3.
Uber besondere Klassen von schlicht abbildenden Potenzreihen. Vstnik Kral. Ses. spol.
nauk. T¥. mat.-pfir. 1934, N. 14, s. 7.
Uber Potenzreihen mit beschrinktem Imagindrteile. Véstnik Kral. &es. spoles. nauk.
Tf. mat.-piir. 1935, N. 2, s. 8.
Uber Potenzrethen mit beschrinktem Imagindrteile, Zpravy o druhém sjezdu mate-
matikt zemi slovanskych, Praha, 23.—28. IX. 1934, s. 1.
Asymptotické rozvoje pro funkce L(s) a {(a, s). Rozpravy Ces. akademie, II. ti., LI, 1941,
N. 32, s. 10.
Einige Sitze aus der elementaren Zahlentheorie. Véstnik Kral. &es. spol. nauk. TF. mat.-
prir. 1942, N. 20, s. 18.
Uber ein Teslerproblem. Véstnik Krél. &es. spol. nauk. T¥. mat.-piir. 1943, N. 11, s. 18.

Some properties of trigonometric and algebraic polynomials. Véstnik Kral. ées. spol.
nauk. TF. mat.-pfir. 1948, N. 15, s. 6.

1 .
O vyznamu &isla sup |a,|" v teoris mocninnych fad. Cas. pro pést. mat. a fys., LXXIV,
1949, 8. 7.

IIpocmuie mrozounens. YexocnoBankult MaTeM. ypHaua. Simple Polynomials. Czecho-
slovak Math. Journal, Vol. 1 (76) 1951, s. 11.
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31. Uber reelle Charakteristiken von Potenzrethen. UexocaoBankuit MaTeM. ypHai, 4(79)
1954, s. 9.

32. O manimdlnich grafech, obsahujicich n dangch bodd; spole¥nd s V. Jarntkem, Cas.
pro psst. mat. a fys. LXTIT (1934), s. 13.

B) KN12Nf PUBLIKACE:

33. Uvod do podtu diferencidlniho. Jednota Cs. mat. a fys., Praha, 1926, s. 147,

34. Karel Petr. Struény ndstin jeho Zivota a struény prehled jeho pract. Napsali Frant. Nusl
a M. Kossler. Sbornik praci matematickych a fysikélnich, vydany na podest Sedesé-
tého vyrodi narozenin dr Karla Petra. Jednota Cs. mat. a fys., Praha, 1928, s. 14.

C) V¥TaRY z PRACE, OTISTENYCH V RozZPRAVACH CESKE aAkADEMIE II. k. (Cisla se
vztahuji k §asti A) tohoto seznamu.)

Uber Entwicklungen fir analytische Funktionen (vytah z préce &. 5), Bulletin inter-
national de I’Académie des Sciences de Bohéme XXI1 (1917), s. 20.

Eine neue Reihe fiir die Riemannsche Primzahlfunktion (vytah z prace &. 6), Bulletin
XXI (1917), 5. 4.

Sur une formule de récurrence relative aux mnombres premiers (vytah z préce &.7),
Bulletin XXTIT (1918), s. 3.

Sur les singularités des séries entiéres situées sur le cercle de convergence (vytah z pré-
ce ¢. 13), Bulletin XXIV (1924), s. 3.

Redakce.

ZA PROFESOREM GINO LORIOU

Dne 30. ledna 1954 skonal v Janov§ jeden z nejvyznamngjSich italskych geometru
a historikii matematiky svétového jména, profesor GiNo Lori1a. I éeska véda vzdala profe-
soru Loriovi sviij hold, zvoliv§i ho zahraniénim &lenem Ceské Kralovské spolednosti nauk.

Profesor Loria se narodil 19. kvétna 1862 v Mantové jako syn bankére. Jsa hospodaisky
nezavisly, mohl se ihned po universitnich studiich v Turing a Pavii vénovati védecké Gin-
nosti. Po dvouleté asistentuie na université v Turiné se tam habilitoval r. 1886 a stal se
téhoZ roku mimoradnym:’ a r. 1891 fadnym profesorem university v Janové pro vyssi
geometrii, kterou piednésel aZ do r. 1935, kdy odeSel do vysluZzby. Nevzdal se vSak uplng
své uditelské Sinnosti, nybrZ prednésel ddle d&jiny matematiky na Janovské universits,
kteryZ pfedmét tam byl zavedl.

Literarni v&deck4 ¢innost profesora Lorii je ohromné. V letech 1883 aZ 1937 napsal 278
spisti, mezi nimi éetnd i n8kolikasvazkové dila kniZni, a to nejen v jazyce italském, nybrZ
i v jazycich anglickém, francouzském, n&meckém a Spanslském. K tomu pristupuji detné
spisy napsané v letech 1937—1953. V zasedacich zpravach Ceské Kral. spoleénosti nauk
otiskl tato pojednéni: ,,I poligoni di Steiner nelle cubiche razionali* (1896), ,,Integrali euleri-
ani e spirali sinusotdi‘‘ (1897), ,,Sopra una classe notevole di alternanti di ordine qualsi-
voglia‘* (1897) a ,,Le curve panalgebriche* (1901).

Ackoli prof. Loria napsal n&kolik cennych praci z algebry a analysy, pfece jeho hlavnimi
obory byly vySSi geometrie véetnd geometrie deskriptivni a zvld§té d&jiny matematiky.
Prvnim velkym spisem, kterym se rdzem vySinul na svStovou uroveri, byl spis ,,Il passato
ed il presente delle principali teorie geometriche' (1887, 2. vyd. 1897, 3. vyd. 1907, 4. vyd.
1931), preloZeny do politiny a do néméiny. Dalsimi spisy, zndmymi vSem matematikam,
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