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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 80 (1955) .

NEKTERA PORADOVA ROZDELENI A JEJICH POUZITI

~JAROSLAV HAJEK, Praha.
(Doslo dne 24. bfezna 1954.) DT:519.5

S pouzitim vysledktt kombinatorickych tvah o mnoZind &isel
1,2, ..., N jsou zde odvozeny dva pofadové testy, schopné nahradit
t — test s asymptotickou vydatnosti 0,955.

1. Uvod a shrnuti. Tato prace, aZ na malé zmény, je jednou zé t¥i édsti diser-
tace, kterou jsem podal v roce 1949. Jsou z ni odvozeny tii zdkony rozdéleni,
vyplyvajici z jednoduchych Gvah o souboru éisel 1, 2, ..., N, a dale je v ni na-
znadeno pouiti téchto rozdéleni na testovani nulovych hypothes. Cisla 1, 2, ...,
N v téchto testech hraji roli poradi, takize béii o tak zvané poradové testy.
Rozdéleni a test, oznadené pismenem «, se zde patrné vyskytuji po prvé. Aviak
za pivodce myslenky, na které je tento test zaloZen, je nutno pokladat R. A.
Fisagera, ktery v 1II. kapitole svého ,,The Design of Experiments‘ uvadi test,
zaloZeny na stejném principu jen s tim rozdilem, Ze nebere za zaklad poradi
hodnot, ale hodnoty samy. Tim se ovS8em test stava po poctarské strance velmi
pracnym, nebot pro kazdy konkretni pripad si musime vypoécist zvlastni zdkon
rozdéleni. PFi x-testu naopak, jakmile je jednou rozdéleni x vypoéteno a tabelo-
vano, je provedeni testu dilem nékolika minut. Rozsahld tabulka kritickych
hodnot « pro 5 stuptitt vyznamnosti a pro 10 az 50 par pozorovani je uvedena
v této praci. _

K rozdéleni a testu, ozna¢enému pismenem f, dospél jiz v roce 1945 WiL-
CcOXON v ¢lanku [1], u nas nepfistupném. Proto se jim budu zabyvat jen potud,
pokud se ma metoda jeho zpracovani jevi jako originalni. Tfeti rozdéleni a test,
oznatené pismenem y, tvorici s pfedeslymi uceleny systém, je dobie ve statis-
tice znam z Gloh o poradovém koeficientu korelace 7.

Pro osud test, uvedenych v této praci, rozhodujici jsou jejich prednosti
a nedostatky vzhledem k béZnému Studentovu #-testu, kterého se pouziva
k zjisténi vyznamnosti

(i) rozdilu mezi praméry dvou sparovanych vybérd, -
(ii) rozdilu mezi priméry dvou nesparovanych vybéri,
(iii) regresniho koeficientu.
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V ptipadé (i) miZe byt i-test nahrazen x-testem, v piipadé (ii) B-testem
(t. j. Wilcoxonovym testem resp. testem pomocf Mann-Whitneyovy U-statis-
tiky), a v piipadé (iii) y-testem.!) Hlavni vyhodou uvedenych potadovych
testl je jejich jednoduchost a rychlost, a to, Ze vychazejf z obecnéjsich, a tim
redlndjdich predpokladi. Také jejich vydatnost neni §patna, nebof jak ukazal

VAN DER VAERDEN Vv praci [3] asymptotickd vydatnost g-testu éinf % = 0,955.

Stejny vysledek plati i pro «-test, coz bych chtél ukazat ve zvlastnim élanku.
Nesmime viak pii viech kladech pofadovych testii zapominat na tu dileZitou
okolnost, Ze ptipady, kdy je nutno provést jen test vyznamnosti, jsou pomér-
né H{dké. Vidy, jakmile je vyznamnost prokazana, je nutno zaroveii stanovit
interval spolehlivosti, a tu, zatim co -test jej poskytuje bezprostifedns, pora-
dové testy jej mohou poskytnout jen s netmérné velkymi podtafskymiobti-
Zemi.

2, x-rozdéleni. Vyjdéme od mnoziny ¢&isel 1, 2, ..., N a uvazujme vSechny
jeil podmnoziny, ddvajice kazdé z nich jakozto elementdrnimu jevu stejnou
pravdépodobnost 277, Soudet ¢isel v jednotlivych podmnoZindch — oznatme
jej « — bude potom nahodnou veli¢inou, nabyvajici celodiselnych hodnot
v mezich :

0< <INV +1).

Vytvotujici polynom pro rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny «
snadno nalezneme, uvédomime-li si, Ze « je souétem » nezavislych nahodnych
veliéin -
& =0+ &g+ ... + xy,
kde
o = k (kdyZ &islo k£ je v dané podmnoZiné),
= 0 (v opa¢ném piipadé).
Pri tom obé moznosti jsou stejné pravdépodobné, nebot poéet podmnozin,
které &islo & obsahuji, je pravé takovy jako téch, které je neobsahuji. Rozklad «
na soudet oy + a5 + ... + &y md redlny prot&jek v tom, Ze vytvoreni obecné
podmnoziny mizeme rozdélit na N nezavislych krokt: V prvém zahrneme ¢i
nezahrneme do podmnoZiny éislo 1, v druhém ¢&islo 2 atd. pro viech N ¢&isel.
Vytvotujici polynomy nahodnych veliéin «; jsou rovny

31+ #)
a tedy vytvorujici polynom « je dan vztahem

Pyt) 2" = (L4 (1 + ) ... (14+1).

1) Pro strudnost oznaduji jednim pismenem jednak formu zékona rozdéleni, jednak né-
hodnou velifinu, ovlddanou timto zékonem rozdsleni, a také i pfislusny test.
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Koeficienty polynomt P¥(t) 27, které po vyd&leni 2¥ d4vaji pravdépodobnosti
pfisludnych hodnot «, 1ze poditat pomoci oéividného rekurentniho vztahu -

P,(t) 2" = P, _,(t) 2"} (1 + ).

To jest, napisi-li pod posloupnost koeficientit P, _,(t) 2"~ tutéZ posloupnost,
posunutou o N mist, a seétu, dostanu koeficienty 2% P,(t). JelikoZ rozdéleni
nahodnych veli¢in «; jsou symetricka, plati to i o rozdéleni «. Stiedni hodnotu,
rozptyl a plochost rozdéleni & vypoéteme snadno pomoci odpovidajicich cha-
rakteristik velidin o

E(x) = 3k

D¥(o,) = 1h?

palor) = ekt

%g(o) = palog) — 3D% o) = — k¢
a tedy
E(x) = iNWN 4 1)
D) = 7NV + 1)(2N 4 1)
%y(x) = — zisN(N + 1)(2N 4 1)(3N2 + 3N — 1)

_ #y(x) 18
Ya () ——;@—)‘ ~ TN

Konvergence «-rozdéleni k normalnimu rozdéleni bezprostiednd vyplyva
z Liapunovovy véty: Tteti absolutni momenty velidin «; jsou rovny £32-3 a je-
jich soucet

N
S I2-3 = NN + 1)2.
k=1

Podil t¥eti odmocniny tohoto souétu a standardni odchylky D(x) pro N — oo
konverguje k nule.

3. y-rozdé&leni. Vyjdéme opét od mnoZiny é&fsel 1,2,..., N a uvaZujme

viechny permutace, davajice ka#dé z nich jakoZto elementdrnimu jevu
1 v . . .

stejnou pravdépodobnost ik Potom podlet inversi — oznacme si jej y —

bude nahodnou veliéinou. Nahodnd velidina y nabyva celoéiselnych hodnot
v mezich
0<y<ININ—I)

a opét ji lze rozloZit na soudet (N — 1) nezavislych slozek
Y=vi+vat ..o+ Vras

kde y; je podet inversi, zplsobenych tim, Ze ¢&islo (k + 1) predchdzi nékteré

z Gisel mensich, t. j. n8které z ¢isel 1, 2, ..., k. Tento rozklad ndhodné velidiny y

mé realny protéjiek v tom, Ze vytvoreni obecné permutace lze rozloZit na
N — 1 nezévislych krokt: V prvnim ddme ¢&slo 2 bud za nebo pted 1; v druhém

19



dame 3 bud za obé& piedchézejici éisla nebo mezi né anebo pred né obé, atd. az
v (N — 1)-nim kroku ddme ¢islo N bud za (N — 1) pfedchazejicich &isel nebo
do nékteré z (N — 2) mezer mezi nimi anebo pfed né vSechny.

JelikoZz ndhodné veli¢iny y, nabyvaji hodnot 0, 1, 2, ..., k, a to se stejnymi
pravd&podobnostmd, nebot kazdé eventualité odpovida stejny podet permutaci
— elementérnich jevi, jsou jejich vytvorujici polynomy rovny

1 1 _
prT (Ut H e+ ) = o (=1 — )

a vytvorujici polynom y je dén vztahem
R()N(1—¢t) = (1 —8)(1—8)...(1—1¢). (1)

Konvergenci rozdéleni y k normalnimu rozdéleni, jeho symetrii, jakoZ i hlavni
momenty, bychom odvodili do pismene stejnym zpisobem jako tomu bylo
u rozdéleni x. Uvedme si pouze

Bly) = NN —1),
D¥y) = 7 N(N — 1)(2N + 5).

4, f-rozdé&leni. I nyni vyjdéme od &isel 1,2, ..., N a uvazujme viechny
moznosti jak je rozdélit na dvé skupiny, jednu o » a druhou komplementarni
o (N — n) prveich, davajice kazdé skupiné o n prveich jakozto elementdrnimu

jevu stejnou pravdépodobnost -—%T—— Potom podet inversi mezi skupinami
(*)

a jejich komplementy — oznaéme jej f — bude ndhodnou veli¢inou. Inversi
mezi skupinami budeme rozumét zjev, Ze ve skupiné o n prveich se vyskytuje
¢islo v&tai nez nékteré éislo z komplementarni skupiny a celkovy podet inversi
zjistime, kdy% prozkoumame viech n(N — n) dvojic éisel, z nichZ prvni je ze
skupiny o n prveich a druhé z komplementarni skupiny. Nahodnd veli¢ina
tedy nabyva celodiselnych hodnot v mezich

0<B< (N —n).

Vratme se nyni k nahodné veli¢ing y, sledované v predeslém paragrafu.
Rozdélime-li kazdou permutaci na dvé ¢asti — na prvnich » a na poslednich
(N — n) prvki — pak vidime, Ze ndhodnou velidinu -y 1ze rozloZit na soudet tii
nezavislych veliéin

y=yl+72+ﬂ’

kde y, je podet inversi uvnitt prvé &éasti, y, je podet inversi uvniti druhé éasti
a f je potet inversi mezi ob&ma &éastmi. Tento rozklad ndhodné veli¢iny y mé
redlny protéjiek v tom, Ze vytvoreni obecné permutace lze rozdélit na t¥i neza-
vislé kroky: v prvém uréime ¢&isla, kterd budou na prvnich n mistech, a tim
i éisla pro poslednich (N — 7) mist; v druhém kroku zpermutujeme mezi sebou
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&isla urdend pro prvnich n mist a ve tietim kroku provedeme toté% se zbyvaji-
cimi (N —mn) &isly.
Vytvotujici polynomy ¥, ¥, a ¥, jsou ddny vztahem (1). Oznaéime-li si vytvo-
fujici polynom g pismenem @y ,(¢), pak ze vatahu
Ry(t) = R, (t) By_a(t) QN,n(t)
ihned plyne

= —=p)... (1= (2)

Qr,n(?) (IZ) _ (=M1 =) ... (1 —ni

Piteme-li formalni obdobu faktoridli

(1 —t)(1—2) ... (1 —¢t+) = (1 —¢*)!,
mame .

. Ny (1 — %)
Qu(?) (n) T A=l (1 =)

takZe vytvorujici polynom f je jakousi obdobou kombinaénich &isel mezi poly-
nomy. Vidime, Ze se neméni, dosadime-li (N — n) misto n

QN,n(t) = QN,N-n(t) .
Avsak @y y_,(t) je vytvofujici polynom pro rozdéleni ndhodné veli¢iny n(N —
— n) — B, z tehoz je ihned vidét, Ze rozdéleni 8 je symetrické.

nl® pomocinich i pravdépodobnosti piislu§nych hodnot
B nalezneme snadno z rekurentniho vztahu

Bon) (3)) = Besat (V1) B (T ).

ktery si étenaf, uzivaje (2), snadno ovéri. Redlny smysl tohoto vztahu je v tom,
Ze pri rozdéleni ¢isel 1, 2, ..., N do dvou skupin lze rozloZit dva piipady, podle
toho, zda ¢&islo NV prijde do komplementédrni skupiny ¢&i do skupiny o n prveich.
V prvém piipadé bude inversi pravé tolik, jako kdybychom p¥islusnym zptso-
bem rozdélili jen é&isla 1,2,..., N — 1, kde#to v druhém piipadé jich bude
o (N —mn) vice.

Oznadime-li si soutet &isel ve skuping o n prvcich S, snadno si lze ovéfit, Ze

p=8—inn-41).

S je souttem n &isel vybranych bez vraceni a se stejnymi pravdépodobnostmi
ze zékladniho souboru 1, 2, ..., N, v ném? zékladni rozptyl je 6% = 75(N2 — 1).
Tudiz -

Koeficienty Qy ,(t) (N

N —n
N —1

- D*8) = no? = Tl-2-n(N —n)(N + 1)

a tedy i
D*(B) = 1yn(N —n)(N + 1).
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Stiedni hodnotu # nalezneme vzhledem ke symetrii jako primér krajnich hod-
not 0 a n(N — n):
B(B) = (N —n).

Zévérem se ptejme, k jakému rozdéleni konverguje rozdéleni g pfi N — co.
Zde je nutno rozliit dva piipady:

a) n zistdvé pevné. V tomto pifpadé budeme sledovat rozdéleni velidiny

1—‘%—. Charakteristickou funkei ¢(t) rozdéleni Veliéiny—]fz—r nalezneme, kdy% ve
vyhovujfefm polynomu (2) nahradime ¢ vyrazem elt/¥:
uX (Y-t F—nt1
(1—e ¥)(1—e ¥)...(1l—e ¥~ )1.2...7m
7(H) = T it 2 it > )
1l—e ¥)(1—e M...(1—e ) NW—1)...(N—n +1)
Jelikoz
N—k+1
lim(l—e ¥ )=1—¢t k=1,2,...,m
N>
k
lim (1 ___e“F) N—k+1 = —it,
) N-o>w k
dostavame ‘
. eit —1|"
me—gﬁ*f

To je charakteristickd funkce souétu n nezavislych nadhodnych velidin, maji-
cich spojité rovnomérné rozdéleni nad intervalem (0, 1).

b) n - 0 a (N — n) - oo. Jelikoz rozdéleni soucétu n nezavislych hodnot
vybranych z rovnomérného rozdéleni konverguje pfi » — co0 k normélnimu
rozdéleni, miZeme z toho ihned vyvodit, Ze p¥i nékterém zplsobu spoleéné
konvergence n a (N — n) k nekoneénu bude rozdéleni § konvergovat k normal-
nimu rozdéleni. Av8ak bylo dokdzdno, viz na pi. [2], Ze konvergence k normal-
nimu rozdéleni nastévé ptijakékoliv konvergencin — oo a (N — n) — 0.

5. a-test. Nyni si ukdZeme jak lze pouZit vysledkd odvozenych v minulych
paragrafech k testovani nulovych hypothes. Méjme N part pozorovani (z,, #,),
(@3, Y3), -+ > (n, ¥n) vesmés nezavislych a takovych, Ze pozorovani z; byla zi-
skana za podminek 4, kdeZto pozorovani y; za podminek B. Kromé toho necht
tu plsobily vedlejsi podminky, které sice byly pro kazdy par pozorovani stejné,
ale od paru k paru se ménily (viz dale uvedeny piiklad). Nyni testujme nulovou
hypothesu, %e zména podminek 4 v podminky B neméla vliv na velikost pozoro-
vanych hodnot, a Ze v8echny rozdily uvnitf para lze povaZovat za nahodné.
Jinymi slovy, testujme nulovou hypotesu, Ze kazdy par pozorovani piedstavuje
dv8 hodnoty nezévisle vybrané z tého% spojitého rozdéleni, které se oviem
miZe od paru k paru méniti.
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Vytvofme rozdily
di:xi'—“yi, 7:=1,2,"'7N

a sefadme je podle absoluint velikosti. Spojitost rozdgleni vyluduje piipady
|d;] = |d;| pro i + § a také pripady d; = 0. Rozdily uspotddané podle absolutnt
velikosti si oznaéme d®,d®, ..., d®™, takie

O] < 1d®| < ... < [d9].
Potom lze kazdé Ffad® pard pozorovani (z;, y;) prifadit podmnozinu ¢&isel
1,2, ..., N tak, %e &islo k bude do ni pojato tehdy a jen tehdy, je-li rozdil d®

Tabulka 1.

1, k z; Yi d; d(k)
1 188 139 49 6
2 96 163 —67 8
3 168 160 8 14
4 176 160 16 16
5 153 147 6 23
6 172 149 23 24
7 177 149 28 28
8 163 122 41 29
9 146 132 14 41

10 173 144 29 —48
11 186 130 56 49
12 168 144 24 56
13 177 102 75 60
14 184 124 60 —67
15 96 144 —48 75

kladny. Z nulové hypothesy bezprostiedné vyplyva, Ze kazda takova podmnozi-
na bude mit stejnou pravdépodobnost a soudet pofadi kladnych rozdila v jejich
usporadani podle absolutni velikosti bude mit rozdéleni «.

Test provedeme tedy takto: vypodteme rozdily mezi pary pozorovani, sefa-
dime je podle absolutnich hodnot, seéteme porfadové indexy kladnych rozdili
a potom srovname zjisténé « s tabulovanou kritickou hodnotou pro ptislusny
stupell vyznamnosti. Samoziejmé, otekévame-li poruseni nulové hypothesy jen
jednim smérem, redukuje se stupefi vyznamnosti na jednu polovinu. Abychom
nemuseli tabelovat horni kritické hodnoty pro «, miizeme vyuzit toho, Ze je na
nasi vili, zda budeme séitat pofadové indexy kladnych &i zdpornych rozdili.
Oznadime-li si « zaloZené na kladnych rozdilech x, a x zaloZené nazdpornych
rozdilech «_, pak plati

o, +x-=34NWN+1),

takZe horni kritickou hodnotu piekroéi o, pravé tehdy, prekroéi-li «_ kritickou
hodnotu dolni. To ndm umoZiiuje tabelovat jen kritické hodnoty dolni, se kte-
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rymi srovndvame « zaloZené na rozdilech toho znaménka, které se vyskytuje
méné Casto.

Priklad. PouZijme «-test k rozboru klasického Darwinova experimentu,
uvedeného v ,, The Design of Experiments“ R. A. Fishera. Zde je zkouméno,
zda potomstvo rostliny, vzniklé kiiZzenim, se li8i vyznamné co do své vysky od
potomstva vzniklého samooplodnénim. Bylo vypéstovano 15 part exemplai
urdité rostliny, v nich% kaZdy jedinec byl vystaven pokud moZno stejné pédi
a stejnym pavodnim podminkam, takze prisluSnici kazdého paru se aZ na na-
hodné vlivy li8ili pouze tim, Ze jeden vznikl kiiZenim a druhy samooplodnénim.
V tabulce 1 jsou v druhém sloupci udany vysledky dosaZené u exemplaia
vzniklych kfiZzenim a v tietim sloupci soubézné vysledky u jedinct vzniklych
samooplodnénim, pii éemZ jednotkou je 1 palce. Ve ¢tvrtém sloupcei jsou dany
rozdily a v patém jsou tyto rozdily sefazeny podle absolutni velikosti. Cisla
. v prvém sloupci uréuji pofadi, a to jak d,, tak i d®. JelikoZ zdporné rozdily jsou
jen dva, zaloZime x-test na nich. Jelikoz —48 m4 poradi 10 a — 67 ma poradi 14,
dostavame : '
o =10+ 14 = 24,

V tabulce 2 nachdzime, Ze pro N = 15 je 5%,-ni kritickd hodnota 25,3, takze
spokojime-li se.s 5%¢-nim stupném vyznamnosti, je nalezena hodnota x vy-
znamné malé a soudime, Z¢ zptisob vzniku rostliny na jeji vySku vliv ma. Po-
uzijeme-li ¢-test, dostdvame ¢ = 2,148, coZ je také hodnota nepatrné vétsi nez
59%,-ni hodnota, takZe oba testy davaji v podstaté stejny vysledek.

V tabulce 2 jsou vypoéteny dolni kritické hodnoty pro 10%,-ni, 5% -ni, 2%,-ni,
19%-ni a 0,1%-ni stupné vyznamnosti. Pro mald N bylo pouZito skuteéného
a-rozdéleni. Pro vét§i N bylo moZno pouzit aproximace pomoci normalniho
rozdéleni, opraveného v ¢len Edgeworthovy rady, berouci zietel na plochost.

Poznédmka 1. Je-li v tabulce 2 na misté 5%-ni kritické hodnoty uvedeno
¢islo a, g5, Znamend to, ze

P, < ao,os) + Plx_ < ao,os) = 0,05.

Je-li ¢éislo a, o5 necelé, na pt. a,¢; = 25,3, znamena to, Ze s pravdépodobnosti
0,3 mieme za vyznamnou povafovat i hodnotu 26, aniz by pravdépodobnost
zamitnuti nulové hypothesy, je-li spravna, stoupla nad 0,05. _-

Poznédmka 2. Pii skuteénych experimentech se bude stéavat, Ze nékteré roz-
dily budou rovny nule, a jiné zase budou stejné co do své absolutni hodnoty.
Tento piipad lze pfevést na predesly tim, Ze dodatetné jednak kazdy nulovy
rozdil prohlésime s pravdépodobnosti 0,5 za kladny a s pravdépodobnosti 0,5 za.
zéporny, a jednak skupinky co do absolutni velikosti stejné velkych rozdili
nédhodng sefadime podle ,,velikosti* tak, #e kazdé sefazeni bude mit stejnou
pravdépodobnost. Po tomte umélém ,,doplnéni!‘ experimentu, bude mozno
u#it «-test presnd tak, jako by se jednalo o vybér ze spojitého rozdéleni. Jeho
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Tabulka 2.
Dolni kritické hodnoty pro x-test.

Podet para Stupeti vyznamnosti

N 10% 5% 2% t 1% 0,1%
10 10,8 8,0 4,9 3,0

11 13,9 10,7 7,1 4,8

12 17,56 13,8 9,6 7,0 0,8
13 21,4 17,2 12,6 9,6 2.4
14 25,7 21,0 15,8 12,4 4,2
15 30,5 25,3 19,5 15,7 6,3
16 35,6 29,9 23,5 19,3 8,8
17 41,2 34,9 27,9 23,3 11,6
18 47,1 40,3 32,6 27,6 14,7
19 53,6 46,1 37,8 32,3 18,1
20 60,4 52,3 43,3 37,3 21,9
21 67,6 58,9 49,1 42,7 25,9
22 75,2 66,0 55,4 48,8 30,3
23 83,3 73,4 62,2 54,7 35,1
24 91,8 81,2 69,3 61,4 40,3
25 100,8 89,5 76,7 68,3 45,8
26 110,1 98,2 84,6 75,7 51,6
27 119,9 107,3 92,9 83,4 57,7
28 130,2 116,8 101,6 91,6 64,2
29 140,8 126,8 110,7 100,0 11,2
30 151,9 137,1 120,2 108,9 78,8
31 163,4 147,9 . 130,2 118,2 86,3
32 175,5 159,1 140,5 128,0 91,3
33 187,9 170,7 “151,2 138,2 102,7
34 200,7 182,8 162,3 148,8 111,5
35 214,0 195,3 173,9 159,8 120,7
36 227,7 208,2 185,9 171,0 : 130,2
37 241,9 221,5 198,3 182,7 140,1
38 256,5 235,3 211,1 195,0 150,4
39 271,5 249,6 224,4 207,6 161,1
40 287,0 264,2 238,1 220,6 172,1
41 303,0 279;2 252,1 233,8 183,6.
42 319,3 294,7 266,5 247,5 195,4
43 336,2 310,6 281,5 261,8 207,7
44 353,4 327,0 296,9 276,6 - 220,4
45 371,2 343,8 312,7 291,6 233,5
46 389,3 361,1 328,9 307,1 . 247,0.
47 408,0 378,7 345,5 322,8 260,8
48 427,0 396,8 © 362,5 339,0 275,0
49 446,5 415,4 380,0 355,8 289,7
50 466,5 434,4 397,9 ) 373,0 304,7

citlivost se tim ovSem zmensi. Pro aplikaci v8ak bude stadit uzit misto ,,do-
pliiovani® experimentu nésledujiciho polovmového pravidla:

1° vyskytu]e li se mezi diferencemi k nul, pfipoéteme na vrub « %(1 + 2 +
4+ ...+ k). » ‘ o :

2° vyskytuje-li se na mistech,r +1,...,» —k + 1 k co do absolutn{
hodnoty stejnych diferenci, mezi nimi# je k., kladnych a k_ zédpornych,
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k. + k_ =k, pak pfipoéteme na vrub « (r + E_z_l) k., resp. (r + ———2——> k_

podle toho, zda pouzivime «x., &i x_.

V téch skupinkéach, kde jsou viechny rozdily stejného znaménka, nebude
samoziejmé tieba-délat Zadnd opatieni. Statistika «, ziskana z polovinového
- pravidla nebude jiZ sice mit pfesné to rozdéleni, které mame tabelovano, ale lze
odekéavat, Ze v ptripadé, kdy nul a absolutné rovnych rozdili nebude mnoho,
budou tabulky i naddle pouzitelné.

Tabulka 3.
n
\ 3 4 5 6 7 8 9 10
m

4 — 0,7 Dolni 8 %-ni kritické hodnoty pro B-test

5 0,4 1,6 2,8

6 1,0 2,4 3,9 5,4

7 1,5 3,3 5,1 6,9 8,8

8 2,0 4,1 6,2 8,4 10,7 13,0

9 2,5 5,0 7,4 10,0 12,6 15,3 18,0

10 ) 3,0 5,7 8,5 11,5 14,5 17,6 20,6 23,7

Tabulka 4.

3
3
2
w
'S
[}
(=]
-
®
©
=

3 — 0,0 Dolni 10 %-ni kritické hodnoty pro B-test
4 — 0,7 1,8
5 0,1 1,4 2,8 4,1
6 0,4 2,1 3,7 5,4 7,2
7 0,8 2,7 4,7 6,8 8,9 11,1
8 1,2 3,3 5,7 8,2 10,7 13,2 15,8
9 1,6 4,0 6,8 9,6 12,5 15,4 18,3 21,3
10 1,9 4,6 7,8 11,0 14,2 17,5 21,0 24,3 27,6

Poznamka 3. Je-li nulovd hypothesa vyvracena, vyvstavd tdloha najit
interval spolehlivosti pro nezndmou stiedni hodnotu u. Lze pfi tom postupovat
nésledujicim zplisobem: Vezmeme libovolné u a na chvili budeme pfedpoklé-
dat, Ze stiedni hodnota je skuteénd rovna tomuto x. Pak oviem s pfislunou
pravdépodobnosti, fekngme 0,95, nesmi « vypoétené z hodnot (d, — u),
(ds—p), ..., (dy — p) padnout do kritického oboru. Cili ta u, pro které se to
stane, budou tvofit interval spolehlivosti. Vypotet krajnich bodi tohoto inter-
valu by se vSak muselo délat patrné zkusmo, coz by bylo velmi obtiZné.

Pozndmka 4. PouZiti x-testu se neomezuje jen na sparované vybéry. Lze
jim testovat i ponékud obecnéj’i hypothesu, Ze stfedni hodnota n pozorovéni
majicich symetrické rozdéleni, je rovna uréité konstanté. (U sparovanych vy-
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béra testujeme hypothesu, Ze stfedni hodnota rozdili je rovna nule.) Jinym
zobecnénim by byl necentralni « test, pfi kterém by v8ak bylo nutno specifi-
kovat formu distribuéni funkce.

6. p-test. Mame-li dva nesparované nezavislé vybéry z,, x,, ..., 2z, a ¥,
Ya, - - - Ym, 1z nulovou hypothesu, pravici, Ze vSech 2 + m hodnot bylo vybrano
z téhoz rozdéleni, otestovat pomoci B-testu. Staéi zjistit podet inversi mezi obg-
ma vybéry, t. j. podet pfipadld, Zey, < y;proi =1,2,....maj=1,2,...,n.
Za predpokladu, Ze nulovd hypothesa plati, bude mit tento pocet inversi
p-rozdéleni, kde N — n = m. Dolni 5%,-ni a 10%,-ni kritické hodnoty pro =,
m < 10 jsou pro S-test uvedeny v tabulkich 3. a 4. S tabelovanymi kritickymi
hodnotami opét srovnivame g vypoltené na zakladé téch inversi, kterych je
méné.

7. y-test. M&jme N nezavislych para pozorovani (zy, ¥,), (3, ¥2), -+, (Tx, Yx)
z dvojrozmérného rozdéleni. Nulovou hypotesu, %e = a y jsou nezavislé, lze
pak otestovat pomoci y-testu. Staéi zjistit potet inversi v posloupnosti y®,
y®, ..., y™ vytvorené tak, ze odpovidajici hodnoty z; tvofi rostouci posloup-
nost 2 < 2® < ... < 2™, Za predpokladu, Ze nulov4 hypothesa plati, bude
mit tento pocet inversi y-rozdéleni.
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Peswome

HEROTOPBLIE IIOPAJKOBBIE PACIIPEEJEHUA
1 X NPMIJIOKEHUA

APOCJIAB XAEK (Jaroslav Héjek), ITpara.
(Tlocrymuiao B pemaxuuio 24/IIT 1954 r.)

\
B npennaraemoit paGore BHBOAATCA TPH THIIA pAacIpefieseHIit I TPU COOTBET-
CTBYIOIIUNX TeCTa &, (5, ¥ 7; IPH BEIBOJIe MCIIOIBBYIOTCA BIIeMEHTAPHEIE PACCYHK-
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AeHMsA o MuOmecTBe {1, 2, ..., N} marypanasHex unces 1, 2, ..., N. AcumnroTu-
4ecKaA sPeKTUBHOCTD x-TecTa M f-recta pasHa 0,955,

«-pacupepedenne. Mu GymeM cuuTaTh BCe ITOAMHOKECTBA MHOMKECTB&
{1, 2, ..., N} snemenraputiM coGurruamun. Ilycts BepoATHOCTH Kaskmoro oaie-
MeHTapHOro cobrtusa paBHa 2. CyMma & BceX YMces B KasK/OM BIEMeHTapHOM
COGHITUY eCTh CJydYaiiHas BeJIMYMHA, IPOUBBOJALNIMN IOJIMHOM KoTOpo#t P y(t)
JaQH COOTHOIIEHUEM .

N
Py(t) 2 I‘[ + %)

Cpenusas sennuuna F(«), nucnepensa D?(x) n ocrajbHbIe XapaKTePUCTUKM JaHBI
dopmymamMu Ha cTp. 19. a-pacmpefiesieHNe CTPEMHUTCS K HOPMalJbHOMY pac-
NPe/lelIeHNI0, KaK HelmoCcpeJCTBeHHO BEITeKaeT U3 TeopeMH JlAanmyHosa.

y-pacnpefierenne. Pacemorpum Bce mepecraHoBku MHOkecTBa {1, 2, ..., N},
cumTas KAy U3 HUX ajieMeHTapHEM coburruem. Ilyers (N!)™! ects Beposr-
HOCTB KaK/[Or0 Takoro coberrus. Ymeso y Bcex mmBepcmit B Kam/Iolt mepecra-
HOBHKe ABJIAETCA CJIy4YallHOi#l BeIMYNHOIM. HponsBonﬂmnﬁ noauHoM R y(t) MmoxHO
COCTaBUTh IO ypaBHeHuwo (1).

p-pacupenmexenne. PaccMoTpuM cucTeMy BceX ITOMHOMKECTB, COEpAIMUX 7
siemeHToB (n < N) muoskecrsa {1, 2,..., N}, npudyeM ycJ0BUMCA CYHTATH
KaRjioe ITIOMHOKECTBO BJIeMeHTapHEIM cobhtueM. Uucio f Bcex WHBepcuit
Me Iy IOAMHOMKEeCTBOM M JIOIOJHUTEJIbHBM K HeMY MHOKECTBOM B MHO3{eCTBe
{1, 2,..., N} asuserca ciayuaitnoit Beauuunoii. Ilox UHBepcuell MeXAY OBYMs
MHOteCTBaMH MH IOpasyMeBaeM KaayIo napy uuced (p, q), rie p > q U pupu-
HAJIJIeKUT [IePBOMY, @ ¢ — BTOPOMY MHOKECTBY.

OJIeMeHTHl Ka /[0l IepecTaHOBKY MOKHO PasfesuTh HA J{Be I'PYIIIB; IepBad
Ipyfna cofep#uT IepBEle 7 JJIEMEHTOB IIePeCTaHOBKM, & BTOPAaA COJEPHUT
ocrasbaele N — n daementoB. Hrar, y = y; + y, + f, rme uepes y;(y,) o06o-
BHAYEHO YMCJIO BCeX MHBepCHil B mepBoit (BTopoil) rpynme, a f o3HavYaeT YMCJIO0
BceX WMHBepcuii Me:xay obemvum rpymmamu. IlpomsBopsugue moaMHOMEL y, y
U p, naHu ypaBeHHuem (1). Orcioma cieayer, YTO HPOMBBOMAIIUAN ITOJHMHOM
Qy.(t) B-pacnpeneneHns yRoBIeTBOPAET CJENYIONIEMY COOTHOIIEHMIO:

Ry(t) = R.(t) By_,(t) @Qua(t) .
[Monunom @y ,(t) Mokuo BEumcanTs no gopmyie (2). Ogesnano,

QN,,.(t) = QN,N—-,;(t) )

3HAYUT, f-pacnpenernenue cummerpudno. Gopmynr mus cpenueit E(f) u muc-
nepcun D*(f) npusenens Ha ctp. 21 u 22.

[Iycrs reneps N — oo. IIpexnnosnosxum, 9ro n mocrosguno. Ecau B (2) saMennrs
t puipamenyeM e~ 1o moayumrca xapaxrepueruyeckas QyHEIMA @(t) pac-
npefieenrs BN—1, orkypma caeayer, uro f-pacmpefieiieHue CTPEMHTCA K pac-
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npefleIeHNI0 CYMMBI 7 HEe3aBHCHUMBIX OPTOTOHAJBHHEIX CJHYYalifHBIX BEJIUYNH.
B Tom cayuae, Korma Kak n— 00, Tak U N — 00, IOJyYBM HOpMaJbHOE pacipe-
JleJIeHMe.

a-TeeT. Ilycre mano N nap HesaBUCHMBIX HaOmofennit (z;, y,), . = 1,2, ..., N,
NpH KOTOPHIX ycioBUA A BINAIN HA HAGIIONEHMA Z,, a yeaoBuA B pansamm na
Halmofenus y;. Ilycrs, kpome Toro, mansueitmme ycaosua C Bausaan Ha o6e
BeJINYMHBEL &; U Y; OJAMHAKOBEIM 00pasoM, HO M3MEHAJNCh OT Iaphkl K Iape.
Haureit 3agadveit Gyaer npoBepuTh HYJIEeBYI0 I'MIOTe3y: Kasjas Iapa Haluio-
AeHEil IpeacTaBisAeT ABe BeJIMYMHBI, BEIODAHHBIE HE3ABMCHMO APYr OT Apyra
W3 OJ[HOTO H TOYO #e€ HelpPePLIBHOTO paclpefleleHns, KOTOPOe, KOHEYHO, MOeT
MEHATHhCA OT Naph K mape. PacnososuM a6cosoTHBIE BeJIMYWHEL pasHOCTEl
d; = x;, — y; B Buje Bo3pacTamlleil MOCIe[0BATEIHLHOCTH

AV < [d®] < ... < [dD]

U [OCTaBUM B COGTBETCTBUe HeOJMIOMeHHAM (x; ¥;) = 1,2, ..., N, moaMHo-
’KecTBO MHOkectBa {1, 2,..., N}, comep:xauiee Bce uuciaa k, AJIA KOTOPHIX
d® > 0. U3 myaesoil runmoress! cIefyeT, 4T0 BEPOATHOCTH BCEX TAKUX MOJMHO-
HeCTB 0lUHAKOBE. Hpome TOro, CyMMa HOPAAKOBEIX UHIEKCOB IIOJOHUTENBHBIX
pasnocreif, pacroJoKeHHbIX 110 abCcoII0THOIl BeJMYNHe, NMeeT x-paclpejeJie-
nue. Ci1e0BaTeTbHO, MOKHO CTABHUTH BEIYUCJIEHHOE & ¢ Ta0yIMPOBAHHEIM KpHU-
THYECKAM BHAYEHMEM MJI COOTBETCTBYION[EIl CTEIIeHN B3HAYUTENBHOCTH. X-TECT
HCIIOJIb30BAH JIIA aHAIN3a KJaccuyecKoro onsTa JlapBuna, omy61nKOBaHHOTO
B ,,The Design of Experiments’‘ m kacaolieroca pacTeHuif, BOSHUKIINX CKpe-
IUBaHMEM M CAMOOILIONOTBOpeHMeM. B oroM coaydae mul moayuumm o = 24,
B rabaune 2 gasgt N = 15 u 59, Mol naxonum sHauenue 25,3. i-rect Crblofenra
maer t = 2,148. Hrak, o6a Tecra Ja0T MIPAKTUYECKU OJUHAKOBEIE PE3YJIbTATHL.

&-TE€CTOM MOKHO II0JIH30BATBCA Jaske B TOM CJIydae, KOrJa AAHHEIE paclpe-
JeJIeHNA He ABIAIOTCA HEIpPepHIBHEIMIL. _

p-reer. IIycrs @y, @, ..., Zp M Y1, Yoy -+, Ym — [IBE HEBABMCHMEIE HENAPHBIE
Bribopku. Ilpeanosiosnm, 9To cupaBeIuBa HyJIeBas I'MIOTesa, 4YTO BCe n + m
3HaYeHUH GBIIN BHIOPAHEL M3 OJJHOYO M TOYO e pacmpefeienus. B rakom ciayudae
MOKHO BOCIOJIb30BaThcA f-TectoM. [locTaToyHo ompefesUTh 4UCJIO0 MHBEpPCHiA
Me:K[y BEHIOOpKaMy. Jro 4YmcJI0 obiaajaer f-pacupenenenueM, rae N —n = m.
Hmsuue 59,-uste u 10%,-HEle KpUTHYeCKYe 3HAYCHUs 3aTa0yIMPOBAHEL.

y-treer. Ilyers (z;,¥,), ..., (Zy, ¥yy) — N mpyr or Apyra HesaBUCHMEIX Iap
Ha0J0le il 13 ABYXMEPHOIo pacipefenenus. Eciu & M y He3aBUCHMEL (HyJIe-
Basl rMIOTE3a), TO MOMKHO IPUMEHUTH y-recT. Pacmosio/RuM BHAYEHUA Z; B BULE
Bospacraomieil mociaegoBarenpHocTH ) < 2 < ... < 2™ u mpemnosoKuM,
9TO COOTBETCTBYIOIMe BHAYeHUsA ¥; Oynyr ¥, ¥, ..., y®. Ecau cnpasefiusa
HyJIeBas TUIOTE3a, TO IMCJI0 MHBEPCHI B yIIOMAHYTOM HOCIE0BATEILHOCTH 00-
JIaJlaeT y-paclpefiesieHueM.
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.Summary.

SOME RANK DISTRIBUTIONS AND THEIR APPLICATIONS

JAROSLAV HAJEK, Praha.
(Received March 24, 1954.) ‘

In this paper three laws of distribution and three corresponding tests x,
and y are derived by means of elementary considerations of the set {1, 2, ..., N}
of natural numbers 1,2, ..., N. The asymptotical efficiencies of x-test and
p-test are 0,955.

«-distribution. Let us consider all subsets of the set {1, 2, ..., N} as element-
ary events. Let 277 be the probability of every elementary event, The sum «
of all numbers in each elementary event is a random variable whose generating
polynomial P,(t) is give by the relation

N

Pyt). 2" =] (1 +t7).

n=1
The mean value E{(x), the variance D?(«) and other characteristics of the
«-distribution are given by the formulae on page 19. The convergence to the
normal distribution follows immediately from Liapunov’s theorem.

y-distribution. Let us consider all permutations of the set {1,2,..., N},
regarding every permutation as an elementary event. Let (N!)-! be the pro-
bability of every such event. The number y of all inversions in any permutation
is a random variable. The generating polynomial R,(¢) can be computed from
equation (1).

p-distribution. Let us consider the system of all consisting of n elements
(n £ N) of the set {1, 2, ..., N}, every subset being an elementary event. Let

-1
(IZ) be the probability of every elementary event. The number § of all inver-

sions between the subset and its complementary set in the set {1, 2, ..., N} is
a random variable. By the inversion between two subsets of natural numbers
we understand each pair of numbers (p, g), where p > ¢q and p belongs to the
first and g to the second subset.

We can divide the elements of every permutation into two groups; one group
consists of the first n elements of the permutation and the second consists of the
remaining N — n elements. Therefore y = y; + y, + f where y, (y,) denotes
the number of all inversions in the first (second) group and 8 denotes the number
of all inversions between both groups. Generating polynomials y, ¥, and y, are
given by (1). From this it follows that the generating polynomial @ ,(f) of
the p-distribution satisfies the following relation

Ry(t) = R,(t) . By_o(t) . @un®) -
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The polynomial @ ,(f) can be computed from (2). Evidently
Qy,n(t) = QN,N-u(t)

Now, let N — co. Suppose that n is constant. If we replace ¢ by e'** ¥ " in (2)
we get the characteristic function () of the distribution . N-1 from which
it follows that the g-distribution converges to the distribution of the sum of n
independent rectangular random variables. In the case when both n — oo and
N — n — o we get normal distribution.

«-test. Let N pairs of independent observations (2, ¥;), ¢t = 1,2, ..., N be
given whereby a condition 4 influence the values z, and a condition B influen-
ces the values y,;. Moreover, let a third condition C influence both values z, and
y, equally but let C vary from pair to pair. Our task now is to test the null
hypothesis, viz. that each pair of observation represents two values indepen-
dently sampled from the same continuous distribution which, of course, can
vary from one pair to another. Let us arrange the absolute values of the dif-
ferences d; = x; — y, in the ascending sequence

AP < [d®] < ... < |Jd®)

and let us assign to the observations (z;, ¥,), 7 = 1, 2, ..., NV a subset of the set
{1, 2, ..., N} consisting of all numbers k for which d® > 0. From the null hypo-
thesis it follows that the probability of every such subset is the same. Mo-
reover the sum of ranks of positive differences in their arrangement is distri-
buted according to the x-distribution. Consequently we can compare the com-
puted « with the tabulated critical value for corresponding level of significance.
The «-test is used for the analysis of the classical Darwin’s experiment, pu-
blished in ““The Design of Experiments‘ concerning the off-spring of a plant
reproduced by crossing and by self-fertilisation. In this case we get x = 24.
In table 2 we find the value 25,3 for N = 15 and for 59%,. Student’s #-test gives
t = 2,148. Tn this case both tests give practically the same result.

The x-test can be used even in the case, where the given distributions fail to
be continuous.

p-test. Let z,, @, ..., 2z, and ¥, ¥, ..., Y be two independent nonpaired
samples. Let us suppose that the zero hypothesis holds true, viz. that all
n + m values are sampled from the same distribution. In this case the g-test
can be used. It is sufficient to determine the number of inversions between
the two samples. The number of inversions will be g-distributed, where
N — n = m. Lower 5%, and 109, critical values are tabulated.

y-test. Let (2, ¥,), ..., (¥4, ¥y) be N independent pairs of observations of a
two-dimensional distribution. If  and y are independent (the zero-hypothesis)
then it i possible to use the y-test. Let us arrange the values z; in an ascending
sequence 2P < 2® < ... < 2™ and let the corresponding values y; are y™,
y®, ..., y™. If the zero hypothesis is true, the number of inversion in the last
sequence has y-distribution.
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