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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 81 (1956)

POZNAMKA O LIMITNIM PRECHODU DIFERENCNICH ROVNIC
V ROVNICE DIFERENCIALNIT

JIRT CERMAK, Brno.
(Doslo dne 15. kvétna 1955.)

" Jako piiklad na pouZiti jedné metody FeSenf homogennich linedrnich
systému diferencidlnich a diferenénich rovnic s konstantnimi koeficien-
ty zaloZené na jistych pojmech maticového poétu, které zavedl EDUARD
WEYR, je v tomto 8lanku ukazano, Ze fundamentdlni soustava FeSeni
linearnfho systému diferenénich rovnic s konstantnimi koeficienty

n
Au,(z) = 2 aiuix)y, t=12,...,n
i=1

(4]

za uréitych predpokladi piejde v limité pro w — 0 ve fundamentalni
soustavu feSeni systému diferencidlnich rovnic

1. Tato poznidmka souvisi tzce s neddvno uvefejnénym c¢lankem prof.
O. BorOVvKY [1] & mym ¢lankem [2], kde jsem metodou pouzitou prof. Bo-
rivkou v [1] odvodil explicitni vzorce pro obecné feSeni homogenniho linear-
niho systému diferenénich rovnic s konstantnimi koeficienty. Vzhledem
k téelu nasledujicich uvah pouZiji téchto vzorei v ponskud pozménéném
tvaru. ‘

Systém diferencidlnich rovnic miZeme za jistych predpokladi pokladati
za limitni p¥ipad vhodného systému rovnic diferenc¢nich. Naskytad se otazka,
zda p¥i limitnim pfechodu, ktery prevede systém diferenénich rovnic v systém
rovnic diferencidlnich, také feSeni systému diferendnich rovnic piejdou v fefeni
odpovidajiciho systému diferencidlnich rovnic. Zde se budu zabyvati velmi
specidlnim p¥padem, totiz Ze systémy, jez prichdzeji v ivahu, jsou homogenni
linedrni s konstantnimi koeficienty. ProtoZe methoda, jiZ je pouzito v [1] a [2],
dava explicitni vzorce pro ¥efeni takovych systémi, nedini porovnani feseni
obtiZi. Podobny problém pro prechod linedrni diferentni rovnice n-tého fidu
8 konstantnimi koeficienty v diferencidlni rovnici stejného typu podrobnsé
studoval A. WALTHER v [3]. ProtoZe diferenéni rovnici n-tého ¥ddu lze pfevésti
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na systém n rovnic, je Gést jeho vysledki, kterd se tykd homogenni rovnice,
obsaZena ve vysledcich tohoto ¢lanku.

Otéazky tohoto druhu, které jsou v numerickém poétu znamy pod ndzvem
metoda siti, jsou pfedmétem stdlého zajmu a podrobného studia a jak znamo
[4], vysledky dosaZené v tomto sméru jsou mnohem obecndjsi nez vysledek
této poznamky, ktera se tykd pouze velmi specidlniho systému rovnic. Nicméng
tato poznamka muZe byti uziteéna z toho davodu, Ze vySettovani je zde pro-
vedeno za predpokladu, Ze jak proménné x tak rozpéti w nabyvaji komplexnich
hodnot, zatim co pfi vySetiovanich, kterd jsou zaméfena k numerickym vy-
poc¢tim, proménna i rozpéti jsou omezeny na realny obor.

2. Uvazujme o systému diferenénich rovnic
u(x + o) — u(x)

Quy(@) = 3 ay u(@),  Aui(x) = - s i=L2 .m0 (1)

v maticové notacil) du(x) = 4 u(z), kde x je proménna v mnoziné komplexnich
" _

Cisel, rozpéti w komplexni &islo a 4 je konstantni étvercova matice n-tého fadu,
jejiz prvky a,; jsou komplexni &isla.
Piejdeme-li k limité pro w — 0, pfejde systém (1) v homogenni linearni
systém diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty
du

F i A u(x). (2)

Predpokladejme, Ze FeSeni systému (1) je tvaru
u(z) = A7 y(z) , (3)

kde 1 je dosud neurdensé ¢islo a y(x) vektor, jehoz slozky jsou vhodnymi funk-
cemi neodvisle proménné z.

PouZijeme-li vztahi
Aly(@) ] = yl@) A2 + Frody(s), Ak = k(e —1),

snadno zjistime, Ze y(x) musi byti feSenim rovnice

Ay(a) = %[A _ol E] y(@) - (4)

Polozme
Av — 1
w

= i*. (5)
Potom rovnice (4) bude
J— 1 — 1%*

1) Tuénymi pismeny budeme oznadovati vektory v n-rozmérném vektorovém prostoru
a budeme je identifikovati 8 jednosloupcovymi maticemi o n prveich (sloZkéach vektoru).
Matice budeme znadit velkymi pismeny. E je jednotkové matice.
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3. Nyni nechf a je jeden z charakteristickych kofent matice 4 o nasobnosti
«. Ke kofenu a existuje «; 4+ &, + ... + &, = « linearné nezavislych vektori,
které tvofi t. zv. normélni soustavu vektort pfislusnou k charakteristickému
kofenu a. Oznacéime je

- TP P
G315 - D2, Vg 415 +05 Aaa (7)
Qrys ooy ar.d,’ ar.a,+1’ s ar,a,‘ly ar,a,‘l-f-l, s ar,a1 .

Opy Bgy veny Oy (0 = 6y = ... = &,) jsou Weyrova charakteristick4 &isla ptislus-

né ke kofenu a. Vektory (7) splituji tyto vztahy:

_ 9u41, PTO 1I<ur—1
(A —aE)a, "6” II:m ‘Z —, } =1,2,..., 0% 41 - (8)
Poloime déle
1 #-1
aw:(dw-{-l) 9, 1Spusrv=12..,0_,.. (9)

Vektory (9) jsou zfejmé nezavislé a .sph'luji vztahy podobné vztahtim (8):

(4 — aE)aw = {""“'”Pro 1Su<r— 1}
pro u=r

I1Sulrv=12..,0 4,

y=1,2, ..

*

aw +1 Kpep+1+ (10)

Déle pro né plati lim a#» = a,,,
o0

4. S poﬁloci vztaht (10), (5) a (3) plyne, jak jsem ukézal v [2], toto tvrzeni:
Vektory

upv——(l +aw)w{auv+ aqstly +x(x_2—'-.a)_)a,u+2.v+
z(x — x—r—u—1
TR A ) KB —rzle), } (11)
(r — p)!
pro .
‘u=l,2,...,r—-—1; 1’=1,2,--~y0¢r-—/4+1 (11)
a
z
uw = (1 +aw)®a® pro pu=r,v=12, ..,

tvoft o linedrné nezdvislyjch Fedeni systému (1).

Takto kazdému charakteristickému kofenu matice A odpovid4 mnoZina ne-
zavislych FeSeni systému' (1), kterd se skladd pravé z tolika FeSeni, kolik ¢ini
nasobnost pFisluiného charakteristického koiene.

Oznadime-li @, b, ..., f viechny navzijem rizné charakteristické kofeny ma-
tice A4 a jejich nasobnosti «,f, ..., p, dostaneme podle uvedeného tvrzeni
celkem & 4 B 4+ ... + ¢ = n feleni, které tvori, jak je také v [2] ukdzéno,
fundamentélni soustavu feSeni systému (1).
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5. Vidime nyni, Ze pravé nalezenou fundamentélni soustavu feSeni systému
(1) tvofi vektory, jejichz slozky jsou pfi pevném 2 mnohoznaéné funkce pro-
ménné w. Tyto funkce maji jednoduchy charakter. Koneéné body rozvétveni
— % y ey — % Vedeme-li v w-roviné fezy od bodu roz-
vétveni do bodu oo, na pf. ve sméru radiusvektori spojujicich poéatek s body
rozvétveni, a volime-li nyni v takto Fezy opatfené roviné za logaritmy veliéin
1 +aw,1+bow,...,1+ fo, hlavni hodnoty Log (1 4 aw), Log (1 + bw),
Log (1 + fw), které pro w — 0 jsou rovny nule, potom miZeme provésti limitni
piechod w — 0. Pfi tomto pfechodu pfejde systém (1) v systém diferencidlnich
rovnic (2) a vektory nalezené fundamentalni soustavy FeSeni systému (1) pie-
jdou ve vektory,?) z nich% vypiSeme pouze skupinu odpovidajiei kofenu a:

a} (12)

: v’ 1
jsou v &islech — 7

z 2 xrH
u, = es {a/,, + -l—' 91,y + "2_!'all+2,v +.o+ m

1Spu<rv=12 .., ,44-

Tyto vektory tvoii podle [1] fundamentélni soustavu feSeni systému dife-
renci4lnich rovnic (2). '

Ukézali jsme tedy, Ze nami nalezend fundamentalni soustava Fe§eni systému
diferenénich rovnic (1) pfejde za piedpokladi uvedenych v tomto odstavei pfi
limitnim pfechodu, ktery pievede systém (1) v odpovidajici systém diferencidl-
nich rovnie (2), ve fundamentélni soustavu feSeni systému (2) ve tvaru, ktery
odvodil prof. Boruvka v [1].
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z
) Podrobnéji o limitnim pfechodu lim (1 + aw)?® viz na pf. v [3], 5. 261—262.
w—0
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PesoMme

3AMETHA O IPEJEJIBHOM IEPEXOJIE PA3HOCTHBIX
YPABHEHUI B TUOOEPEHUUAJLHBIE

NUPHN YEPMAK (Jiii Cermdk), BpHo.
(ITocTynuao B pegaknuio 15/V 1955 r.)

PaceMoTpuM OgHOPOAHYIO JIMHEHHYIO CHCTeMY PasHOCTHHIX ypaBHEHUIl ¢ IO-
crosiHHEIME KoadunuerTamu (1). B crarse moxkasaHo, YTO IpPH ONpefeIeHHHIX
yciioBusAX QyHAaMeHTAJbHAA CHCTeMa pelleHWil 3TON CHCTeMHl Iepeilier npu
npeeiLHOM nepexofie @ — 0 B QyHRAMEHTAJILHYI0 CACTEMY peINeHM CHCTEeME
nuddepeHnuaILHEX YpPaBHEHHH ¢ MOCTOAHHEIMEM Kodddunumentamm (2), B Ko-
Topyio nepeifer cucrema (1) mpm w — 0. B aToM pesynbTaTe comepikarca
pesyasrath A. Bansrepa [3], kacaouuecss mogo6HOro poga mpobseMEl OTHOCH-
TEeJILHO OJHOPOLHOIO JIMHEHHOTO Pa3HOCTHOIO YPaBHEHUS M-TO HOPAAKA ¢ IIO-
CTOSTHHEIMH KO3()pArmmeHTaMu.

Zusammenfassung

BEMERKUNG ZUM GRENZUBERGANGE VON DIFFERENZEN-
GLEICHUNGEN IN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

JIRI CERMAK, Brno.\
(Eingelangt 15. V. 1955.)

Es sei vorgelegt das homogene lineare System von Differenzengleichungen
mit konstanten Koeffizienten (1). In der Arbeit ist gezeigt, dass unter gewissen
Voraussetzungen das Fundamentalsystem der Losungen von (1) bei dem
Grenziibergange w — 0 in das Fundamentalsystem der Losungen des Systems
von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (2) iibergeht, in
welches sich (1) fiir @ — 0 verwandelt. In diesem Resultat sind dhnliche Resul-
tate des Herrn A. Walther [3] iiber die homogene lineare Differenzengleichung
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten enthalten.
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