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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 81 (1956)

RECENSE

M. K. Grebenda a S. I. Novoselov: Ué€ebnice matematické analysy I, Il. Z ruského
originalu pieloZili I. dil dr Alois Apfelbeck, Miroslav K¥itek, dr Milo§ Ldnsky; I1. dil —
krom& uvedenych dr Alfons Badta. Vydalo nakladatelstvi CSAV, sekce matematicko-
fysikalni, Praha 1955. Stran 636 4 656, obrazku 359 + 309, cena I. dflu Ké&s 72,—,
II. dilu Kés 54,40.

Asi pired Sesti lety se na naem kniZnim trhu objevilo 1. vydani dvousvazkové udebnice
»Kurs matematieskogo analiza‘ sovétskych autori Grebendi a Novoselova. A&koliv
je tato uSebnice urdena piedev§im pro budouci uéitele matematiky, studenty fakult
matematicko-fysikalnich, stala se zahy vyhledédvanou uéebni pomickou i na nasich tech-
nikéch, které dodnes nemaji vhodné udebnice matematiky. To byl pravdépodobné také
jeden z déivodu, proé se nakladatelstvi CSAV rozhodlo vydat preklad zmindné udebnice.
Rozhodnuti to bylo jist& spravné, nebot toto dilo si zaslouZi plné pozornosti po vSech
strankéach.

Vzhledem k tomu, %e ruské vydéni bylo u nés jiZ velmi obsirné recensovéno Doc. dr
L. Riegrem (Casopis Sov&tsks véda — Matematika—Fysika—Astronomie 1953, &. 6),
nebudu zde podrobn& probirat obsah udebnice kapitolu za kapitolou a odkazuji v tomto
sméru na vyGerpavajici recensi Riegrovu. Pro piehled jen uvédim, Ze I. dil obsahuje
zdklady diferencidlniho a integrélniho podtu funkei jedné proménné, vietnd podatki
theorie nevlastnich integréali. Do tohoto dilu v8ak nebyly zafazeny fady, které &tenaf
najde aZ ve druhém dilu, aékoliv by svou elementarnosti a zptisobem vykladu daleko 1épe
zapadly do latky I. dilu. Druhy dil obsahuje kromé& zminénych jiZ fad (éiselnych i funké-
nich, véetng elementt fad Fourierovych) zéklady diferencidlniho a integrédlniho podtu
funkei vice proménnych, integrily s parametrem, nevlastni integraly vicerozmérné
a kondi vhodnym dodatkem, v ném# jsou vyloZeny zdkladni pojmy z theorie topologic-
kych a metrickych prostoru.

Vybérem latky a zptsobem vykladu spliiuje toto dvousvazkové dilo v nejhojn&jsi
mife poZadavky kladené na dobrou uéebnici matematiky a mtuZe byt vzorem vysoko-
Skolské uéebnice. Pojmy jsou pfesné definovény, vyklady jasné, vécné spravné a pritom
nézorné, emuZ znadng napoméhé znadény podet obrazki. Dikazy vt jsou pfi rozumné
strudnosti dobfe srozumitelné. Autofi velmi sprdvng dovedli vystihnout, kdy p#ili§
obecné piedpoklady vét by diukazy zbytetn& zkomplikovaly, pii éemZ zisk by byl pra-
maly. Nevyslovuji tudiZ vSechny v&ty v plné obecnosti, nybr¥ za pfedpoklada vice ome-
zujicich. Zato vénuji velkou pédi vyb&ru piikladd, na nich# ukazuji, jaky vyznam maji
piedpoklady v&t a co se miiZe stét, jestliZe neni n&ktery pfedpoklad splnén. Nezapominaji
ani na vyevik v podetni technice, takZe v této uebnici najdeme i samostatné paragrafy
sledujici vyhradng tento cil. Ve srovnani s naSimi ufebnicemi akademika V. Jarnika,
jimZ se udebnice Greben&i a Novoselova piibli¥uje zptsobem vykladu a pfesnosti, ma tato
udebnice piednost v dusledné geometrisaci, coZ &tendfi znadénd usnadiiuje pochopeni
veskeré latky. (Nasi studenti budou mit p¥i studiu prvnich paragrafi uéebnice uréitou
malou nevyhodu v tom, Ze se zde od zadatku predpoklédé jistd4 znalost funkef cyklo-
metrickych, které se na nasich jedenéctiletkéch neprobiraji.)
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VE&imn&me si nyni toho, jakym zptsobem se prekladatelé zhostili svého tikolu, v $em
dilo autoru zlep&ili i jakych chyb se p#i prekladu dopustili a jak by bylo moZno p#isti
vydéni, kterého se tato vybornd udebnice i v Seském prekladu jisté dodkd, jests lépe
upravit.

To, v &em se fesky pfeklad od ruského origindlu hlavné li8i, najdeme aZ na konci
kaZdého z obou svazki. Jsou to vzorné vypracované rejstiiky, které ruské vydani ne-
obsahuje. Za tuto ohromnou mali¢kost je tfeba pirekladatele v prvni fad& pochvélit.
Déle je nutno ocenit také snahu vSech prekladateli, aby vlivem piekladu neutrpéla
jasnost, srozumitelnost a presnost vykladu autort. Na &etnych mistech t&%ili z pripo-
minek uvedenych v Riegrové recensi a zpresnili formulaci originélu. (Tak na pt. v I. dilu
na str. 57 pfi vykladu o vlastnostech periodické funkece zduraznili, Ze mnoZinu I, ob-
drifme z mnoZiny M, rovnob&Znym posunutim kaZdého bodu z ¢ M, do bodu = + ki,
coZ v originale chybi. Na str. 540 doplnili pfedpoklad, Ze funkce ¢(x) musi byt integrace
schopné v daném intervalu. Na str. 550 opravili Spatny zavér o diskriminantu kvadra-
tického trojélenu. Odstranili chyby ve vypocétech neurditych integral na pi. na str.
457, 471 a mnoho jinych nedopatfeni.) Nékteré chyby origindlu vSak prekladateltim
unikly a je tfeba, aby si je étenafi opravili. Tak na str. 65 nedostaneme zavedenim nového
parametru substituci v = tg¢ vysledek v knize uvedeny. Proto také nesouhlasi text
s obrdzkem 61. Na str. 142 dole maji byt neostré nerovnosti. Na str. 180 je neduslednost
v oznadeni (ve v&té se mluvi o bodech z’, 2”, v diikaze pak o bodech x,, x,). V dikaze
I’Hospitalova pravidla je v origindle né&kolik chyb, z nichZ jen nékteré prekladatelé
odstranili. Zustala tam jeS$t& na str. 362 (asi v poloving stranky) chyba: Misto limity
podilu derivaci mé byt spravng limita podilu funk&nich hodnot. Na konci téZe stranky
mé byt obracené nerovnost.

Nepresnosti, jichZ se dopustili sami prekladatelé a které se v origindle nevyskytuji,
uvedu piehledn& v z&véru spoleénd s tiskovymi chybami. Na tomto misté snad postaéi
zminka, Ze pfevazna vétsina téchto nedopatieni se nahromadila v I. dilu, kdeZto druhy
dil jich obsahuje jen nepatrny poéet. Pravdépodobny duvod spoéivé asi v tom, Ze korek-
tury I. dilu dostali prekladatelé v dobs&, kdy pracovali na II. dilu. To je ovSem pouze
vysvétleni, které nemuZe byt dostateénou omluvou. I kdy% téchto nedopatieni vzhledem
k rozsahu obou svazki neni pfemrsténé mnoho, jsou pfece jen nepiijemné. Vidyt piece
stadilo dr¥et se pfesné znéni origindlu! Mém tu na mysli zejména hrubou chybu na str.
107, kde na 1. fddku shora misto ,,Neexistuje-li ani jedna z jednostrannych limit*‘ ma
byt spravné ,,... aspoii jedna ...*“. Podobng& na str. 125 mé konec véty X. spravné znit
»»-+. neni-li limita jmenovatele rovna nule‘‘ misto nespravného ,,neni-li jmenovatel roven
nule*‘. Takové chyby se v pfekladu druhého dilu nevyskytuji a jisté bylo moZné se jich
i v prvnim dilu vyvarovat. Recensentovi zustavé také zahadou, pro¢ v éetnych dukazech
prekladatel skoro disledné uvadi: Oznaéime-li 6 (nebo zvolime-li za ) mensi z disel
4y, 0y, ..., kdy%Z v origindlu je daleko pfesnéjsi ,,nejmensi z €isel ...‘‘. Pfesné vzato neni
pfece vidycky moZné zvolit ze dvou v uvahu pfichézejicich &isel mensi (jsou-li si ob&
takova &isla rovna). Tady je origindl tzkostlivé piesny (u nés se v takovych ptipadech
mluvivé o Jarnikovské piesnosti), coZ nelze fici o prekladu. (Str. 107, 108, 156, 191 a na
mnoha jinych mistech v I. i ve II. dilu.) Snad bylo moZno v§ude uZit obvyklého symbolu
min(é,, J,) tak, jak to udinil prekladatel na str. 85 a 67 v 1. dilu. (M4 to tady oviem tu
nevyhodu, %e tento symbol neni nikde v celé knize definovén. To vSak by asi tolik ne-
vadilo, protoZe nasi 8tenati tento symbol v&t§inou znaji a mimo to by bylo lehké to spra-
vit struénou poznédmkou pod $arou.)’ ’

Jak uZ bylo fedeno, je velkou pfednosti uebnice disledns geometrisace. VeSkeré vyklady
jsou pak velmi nézorné, k éemuZ ptispivé i velky poéet obrazki. Ty jsou v pfekladu pro-
vedeny & vyti§tény je5t§ mnohem lépe ne¥ v ruském originalu. (Jisty nedostatek vykazuji
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jenom obr. &. 41 a 42 na str. 51, které maji znazoriiovat graf funkce rostouci, resp. klesa-
jici, kdeZto na obrazcich mé zadatek grafu charakter — i kdy# velmi mirné — pfece jen
pravé opaény.) Snad by bylo moZno vytknout jediné to, Ze z celkového podtu obrézku
jsou mnohé obrazky velmi titérné (stejné jako v origindle) a bylo by knize jenom na pro-
spéch, kdyby v pfistim vydani byly trochu zvétseny.

Tisk i uprava obou svazk® jsou velmi dobré. A pfece ani tady si nemohu odpustit
dvé pozndmky.

1. Na né&kolika mistech (na pf. na str. 55 dole) ziejm& pro tsporu mista byly n&které
nerovnosti nebo rovnice vsazeny piimo do textu na rozdil od origindlu, kde jsou vysazeny
na zvlastnim fadku, aby z textu vice vynikly. Toto zhust&ni matematického textu neni
prave pro étenate vyhodné. Uv8domime-li si v8ak, Ze i pii takovychto upravéch ma desky
preklad mnohem vice stran neZ rusky origindl (I. dil 636 misto 544, II. dil 656 misto 560),
je napadné, Ze ruské knihy jsou Stihlejsi. Nebylo by vhodné tisknout také naSe matema-
tické knihy na podobném formatu?

2. V naSich matematickych knihdch se uZ skoro duaslednd tisknou v&ty a definice
odliSnym zpusobem od ostatniho textu. S tim je nutno jisté bezvyhradn& souhlasit.
Otézkou vSak zustavé, zda je pravé vhodné sizet véty a definice kursivou, kdy% stejné
pismo je reservovano pro matematické znaéky. Nahromadi-li se pak v takové v&t& ¢i de-
finiei nékolik nestastnych pismenek @, trpi tim znaén& pii prvnim 6teni srozumitelnost.
(V ruském textu tato nesndz odpadé, protoZe v tomto pripadé ke kolisi azbuky s latinkou
nemuZe prakticky dojit.) Vysvé&tleni, Ze pismenko a znaéici bod se v sazbé& odlisi od spojky
a jednoduse tak, Ze se udélé v&tsi mezera, rozhodné nemiiZe postaédit, zvlasts kdyZ tento
zpusob neni disledn$ uplatiiovan. (Viz na pf. definice a véty nastr. 91, 141, 154, 159, 168,
176, 178 v I. dilu — a samoziejmé& na mnoha jinych mistech jak v I. tak i ve II. dilu.)
Snad by bylo moZné tisknout definice i véty stejné jako ostatni text (antikvou) a p¥ipo-
jit po stran& tuénou &aru nebo celou vétu ¢&i definici zardmedkovat. Spolu s tuénym ozna-
Genim Véta, resp. Definice by to k odliSeni od ostatniho textu stadilo.

Koneéné je moZno pripomenout, Ze se prekladatelé pfi své préci drZeli disledn& ter-
minologie a oznadeni u nas obvyklych, i kdyZ jsou nékdy odlisné od znéni originalu. Lze
tu snad jenom namitnout, Ze u nas se zpravidla mluvi o funkcich goniometrickych (misto
trigonometrickych). Mimo to v I. dilu na str. 46 je v piekladu termin ,,aritmetické
hodnota‘‘ misto u nés obvyklého ,,absolutni hodnota‘‘. V obou dilech upozornili piekla-
datelé na price B. Bolzana alespoii tim, Ze na prislu§nych mistech uZivaji nazvi Bolzano-
Cauchyovo kriterium, Bolzano-Cauchyova podminka a pod. (V origindle je jen Cauchy.)
Na nsékolika mistech museli pirekladatelé hledat novy termin, ktery by dobfe vyjadril
smysl ruského textu. To se jim vcelku podatilo. V definici sloZené funkee (I. dil, str. 30)
nenalezli vhodny termin pro pojem ,,proméZutoényj argument‘‘ a tak z definice tuto ne-
patrnou éast vypustili. Pfed stejnym problémem se v8ak octli znovu na str. 37, kde pak
uzili docela vhodného nézvu ,,pomocné promsénna‘‘. V horsi situaci viak byli na str. 152
(konec paragrafu 29), kde se nedokézali pfesng vypofadat s ruskym textem. PoZadavek,
aby kaZdy nésledujici interval leZel cely uvniti predchézejiciho, nevyjadiuje toté% co
nasledujici nerovnosti! Snad by bylo moZné upravit zde esky text asi takto: ,,... aby pro
kaZzdé dva po sobé jdouci intervaly platily ostré nerovnosti‘‘. (V ruském textu je uZito
slova ,,strogo‘‘.) Spatn¥ je prelofen text na str. 205 (2. ¥4dek zdola): ,,Uvedens definice
pojmu kiivky ... (nikde v této udebnici dosud nebyla kfivka definovéna!). Spravné:
»»Pivodns byla definice pojmu kiivky ...*“. Kone¥ns jest& na str. 167 je text za nerovnosti
(1) Spatn& srozumitelny, staci tu v8ak trochu pozménit slovosled: ,,... nerovnost (1) pro
funkce spojité v bodé a je splnéna i v bodé a ...*. Jinak 1ze po jazykové strance vytknout
prekladu jenom to, %e je v ném obdéas uZito v piikladech zbytedn$ infinitivu pro rozka-
zovaci tvary. (Dokézat, Ze plati ... misto lepSiho a spravn&j§iho: DokaZte, %e plati ...)
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Na prvni pohled se snad miZe zdat, Ze je v této recensi pfili§ mnoho vytek. Pfesto si
viak troufdm tvrdit, Ze pfeklad je vcelku zdatily. Je t¥eba si uvédomit, Ze celd ufebnice
maé skoro 1300 stran a Ze vytky jsou vétSinou drobného razu a byly zde uvedeny jen proto,
aby pFisti vydani bylo jest& lepsi. Tato vybornd ulebnice, jakou udebnice Grebendi a
Novoselova nespornd je, si zaslouZi, aby byla stéle zlepSovana. Je v8ak moZno i toto
prvni vydéni udebiiice viele doporudit pozornosti nasich studentti a pod&kovat nakla-
datelstvi CSAV za to, %e preklad vydalo.

Konéim pfdnim, aby si zpusobu vykladu pov8imli i autofi celostétni udebnice mate-
matiky pro techniky, kterd se pfipravuje.

Na z&vér uvadim je’t® ndkterd nedopatieni, aby si je étenafi mohli opravit. (Neuvadim
drobné tiskové chyby, které si kazdy snadno opravi sam.)

I. dil

Str.: 10, piiklad 1: Misto: ...které nepatii do N..., mé byt: ...které nepatii do M...
20, ptiklad 1: Misto: ...Zvolime-li si libovolné &islo k ..., mé byt: ...zvolime-li si
libovolné kladné &islo & ...
51,, Misto: ...a plati..., mé byt: ...a plati-li...
54, definice 2: Misto: ...zmé&ni-li funkéni hodnota znaménko ..., mé byt: ...zméni-li
funkéni hodnota jenom znaménko ...
598 Misto: x = f(y), mé byt: x = f(y).
601° Misto: mnoZina vzorcli, mé byt: mnoZina vzoru.
741 Misto: x = a(+ + ©), mé byt: z = a(+ — ©).
79, m&é byt obrdcené nerovnost.
8317 vyraz v absolutni hodnoté mé znit f(x) — b.
85% Misto: 2,88, mé byt: 2,89.
102, pi. 2: Misto: (, + o), mé byt: (0, + ).
1043 Misto: lim f(z) = B, mé byt: lim f(z) = B(z ¢ M,); totéZ na konei nasledujiciho
r—a r—a
radku.
1248 Jmenovatel zlomku mé byt f(x).
133, Ve jmenovateli zlomku oprav znaménko : 4 + =2.
135, Interval mé byt otevieny.
135, Na zadatku radku dopli slovo: shora ...
136 V definici supréma, resp. infima mnoZiny se zbyteénd mluvi o mnoZing shora,
resp. zdola omezené (na rozdil od origindlu; tato vlastnost mnozZiny vyplyva
z existence supréma, resp. infima, podle v&ty na str. 138).
13815 Misto: pro n&jaky trojuhelnik; mé byt: pro kaZzdy trojuhelnik.
143 Svorka v rovnici pro s, mé uzavirat jen exponent, nikoliv zéklad. Mimo to

- =2

nerovnost na 3. ¥. zdola mé znit: th < V?hv < 2.
144, Na zadatku fddku chybi zdvorka.
14912 Misto: ... a raciondlnimi koeficienty, mé byt: ...s raciondlnimi koeficienty.
156, Svorka mé& konéit uZ za posledni dvojkou.
1577 Na levé strané nerovnosti uzavii absolutni hodnotu.
162,, Misto: ...je sporné ..., lépe: ...je ve sporu ...
1672 Misto: ...odpovidajici ..., mé byt: . odpovidajicim
179, Misto: ...bodu plati ..., mé byt: . bodu & plati ..
1803 Misto: Oznadme ..., lépe: Mé]me
210° Misto: ...tretiho iadu ., M§ byt ..tFetiho stupns ...
210; Misto: ...a vrcholy ..., mé byt: ...s vrcholy ...
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21411 Misto: (x,, x;), mé byt: (2,, Z,).
V dolni poloving téZe stranky (v pFipadé a,/b, > 0) jsou navzéjem zaméndny
symboly + oo a— co.

461 V determinantu nejsou jasné od sebe oddé&leny 1. a 2. sloupec. Uprav jeho
prvni fadek takto: py — & — y.

II. dil

140, Misto: @(x? — y)? v é&itateli zlomku mé byt: p(x? — y?).

211 Nahote: Bylo by dobfe oznadit rovnici Descartesova listu (F) — nebo jesté
radéji jinym pismenem. (Dalsi text se totiZ dovoldvé rovnice (F), kterad je
uvedena uZ o dvé& strany dfive, a to jen pro obecny piipad.)

266, Misto: ...diverguje ..., mé byt: ...osciluje ...

269 V Bolzano-Cauchyové kriteriu misto (uréené predpisem &) bylo by jasn&jsi
(uréené volbou é&isla ¢). (Celkem dvakrat.)

274 Nejasné formulace textu pfikladu. Uprav: Ni%e uvedené seskupeni ...

Frantisek Kejla, Praha.

Vojtéch Jarnik, Integralni potet Il. Vydalo nakladatelstvi CSAV (sekce mat.-fys.),
Praha 1955, stran 760, naklad 6600, cena vazaného vytisku Kés 42,80.

U této Jarnikovy uéebnice vynikd jeSté€ vice neZ u jeho diive sepsanych uéebnic do
popredi usili prekonat obtiZe, které se zpravidla vyskytuji v souvislosti s probiranou lat-
kou. Ve své&tové literatuie se dosud vyskytuji v podstaté dva druhy udebnic, v nichZ se
mluvi o vicerozmérném integralu. Prvni z t&chto druhti se vyznaduje logicky spravnym
vykladem, ale kniha p¥i tom zpravidla obsahuje jen mélo latky, kterd je duleZité v jinych
partiich matematické analysy; na p¥. ve znamé Sakso v & udebnici neni ani zminky o trans-
formaci vicerozmérnych integralti (tedy ani o vyjédieni dvourozmérného integralu
,,v polarnich soufadnicich* a pod.). Takovéto udebnice se oby¢ejné jmenuji ,,theorie
integralu‘‘. Uéebnice druhého druhu maji pak zpravidla nézev ,,integrédlni podet‘‘; obsa-
huji sice latku, duleZitou v konkretnich ptipadech, vyskytuji se v nich vSak zpravidla.
logické mezery zésadniho razu.

Jarnikav integralni pocet je jednou z méla knih, kterd pojednavé o vicerozmérném
integralu, kterou viak nelze zafadit do Z4dné z uvedenych dvou skupin. Ze se v Jarnikov
knize nevyskytuji logické skoky, neni tieba zduraziiovat; pfitom je zpracovana létka
zésadng duleZité jak pro theoretickou vystavbu matematické analysy, tak i pro nejruz-
n&jsi aplikace matematiky.

Prvni kapitola je vénovdna theorii miry, druhé méfitelnym funkeim, tieti
theorii Lebesgue-Stieltjesova integralu (v m-rozmé&rném kartézském prostoru E,); in-
tegral je definovdn pomoci miry. Ctvrts kapitola pojednévé o prevodu. integrace
(r + s8)-rozmérné na sled integrace r-rozmérné a s-rozmérné (Fubiniova vé&ta) a o geo-
metrickém vyznamu integralu nezdéporné funkce. V paté kapitole je dokazana véta o de-
rivaci funkei s koneénou variaci, déle véta, Ze funkce je neurditym Lebesgueovym in-
tegralem (v E,), pravé kdyZ je absolutné spojité, a koneéné véta o integraci per partes.
a druhd véta o stiedni hodnot$. Hlavnim obsahem Sesté kapitoly je véta o zaménsd
proménnych ve vicerozmérném integrélu. Sedmé kapitola je vénovana podetni technice
Lebesgueova integralu. Je uvedeno n&kolik duleZitych piikladi na vypodet integrala;
pouzivé se zejména zédmény pofadi integrace (podle Fubiniovy véty), zavadéni novych
integraénich proménnych a derivace a integrace podle parametru. V této kapitole je
dobfe vidét, jak je v konkretnich ptipadech uZitedné obecné theorie. Nékteré z uvedenych
prikladii 1ze ovSem FeSit téZ ,,elementarn&* (bez theorie vicerozmérného integralu). Piislus-
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ny postup, uvedeny v n&kterych udebnicich integrélniho poétu, je vSak bud podstatns
sloZit&j8i nebo — obydejn8 — nekorektni (pouZivd se &asto na pf. zamény poradi inte-
grace nebo i jinych operaci bez néleZitého odﬁvodnéni) Osmé kapitola je vénovana ne-

vlastnim mtegralum (definovanym predpisem f f(x) dz = lim f f(x) dx, kde napravo je

b—>w a
vlastni limita Lebesgueovyeh integrala, a pod. ), tato kapitola mé (stejné jako predcha-
zejici) hlavné raz pofetni. Devaté4 kapitola obsahuje hlavni véty o funkeich s konednou
variacif. — Dosud byl definovén integral [f du jen pro pfipad, Ze funkece u je nezdporna;
M

tento predpoklad je odstrandn v des&été kapitole. Jsou zde dokdzany rizné véty o zvis-
losti integralu [f du na funkei x a je studovén téZ Stieltjestiv integral (podle pavodni
M

Stieltjesovy definice). Jedenactéd kapitola je vénovédna Riemannovu integrilu v E,,,
b

dvanéctd Perronovu integralu v E,. Je dokézéna véta, Ze Lebesguetiv integral [f(x) dx
a

je roven F(b) — F(a), jestlize funkce F je konednd a spojitd v <a, b)> a jestliZe s vyjimkou

nejvyse spotetnd mnoha x z tohoto intervalu plati F’(x) = f(x) (vlastni derivace).

Dalsi kapitoly nejsou jiZ vénovany pfimo integrélnimu poétu, nybrZ spiSe jeho apli-
kacim na n&které jiné $asti matematické analysy. V t¥inacté kapitole pojednavé autor
o Fourierovych fadéch, o Poissonové sumaéni formuli, o aproximaci funkei polynomy
a trigonometrickymi polynomy a o Fourierové integralu. Ve étrnécté kapitole je napied
obecny vyklad o orthogondlnich systémech; dosaZenych vysledki se dale pouzZiva ke
zkouméni orthogonélnich polynom, zejména Legendreovych, CebySevovych, Jacobio-

vych, Hermiteovych a Laguerreovych. Patnacta kapitola mé néazev ,,Asymptotické
b b

rozvoje‘. Jsou vySetfovany asymptotické vlastnosti integralt [¢(x) (f(x))*dz a [p(r) e?*7(*).
a a

. dz pro o« — + 0. Z obecnych vét pak autor odvozuje nékteré dilezité vlastnosti Besse-
lovych funkei. V Sestnécté kapitole je ukdzano, jak lze pouZivati Euler-Maclaurinovy
formule jednak k vypoétu integrall, jednak jako sumaéni formule. Sedmnacta kapi-
tola je vénovéna t. zv. mechanické kvadratufe, osmnécté kapitola funkei I', devate-
nacté (posledni) kapitola eliptickym integraliim. V prfedmluvé jsou téZ pokyny pro
studium této knihy; zejména je poznamendno, Ze kapitoly IX—XII, které maji pfevazns
theoreticky réz, nemusi étendf studovat, zajimé-li se na pi. o kapitoly XIIT a XIV.
DuileZitou soudast knihy tvoii eviéeni; na pt. je ve cvidenich k § 3, kap. IV uvedena v&ta
Vitali-Carathéodoryova o aproximaci méfitelné funkee polospojitymi funkcemi, ve cvi-
denich k § 10, kap. XIII je probran Poissontv integral (feSeni Dirichletovy ulohy pro
kruh) a pod. U obtiZn&jsich cvideni je vidy ndvod.

Zhodnoceni Jarnikovy knihy bylo vlastné provedeno hned na zaéatku recense. Kniha
je pséna srozumitelnd; i nejobtiZngjsi partie jsou psény se stejnou piesnosti jako tieba
zékladni v&ty z Uvodu do diferencidlntho podtu. ,,Integrélni podet* o t&chto vlastnostech
by se asi v celé sv&tové literatuie nenaSel. Pritom je Jarnikova kniha, jak jiZz bylo zda-
raznéno, opravdu integralnim poétem (nejen ,,theorii integrélu‘‘); to jasn& ukazuje na pi.
ngkolik kapitol v&novanych hlavné otdzkém podetniho rézu. Déle je tfeba kladng hod-
notit i Jarnikav plynuly sloh a elegantni zptsob vyjadfovani.

Nyni by bylo tfeba zminit se o tom, jak by se kniha mohla je$t& doplnit nebo zlepsit.
V podstaté tyto véci vystihuje autor v pfedmluveé sdm. Pise: ,, ... Déle prevlddd v mé knize
pongkud jednostranng aritmetické stanovisko — maélo se uplatriuji vztahy ke geometrii
a vibec ne vztahy k funkcionédlni analyse. Za t¥eti: nase literatura v analyse nebude uplna,
dokud nebudeme miti vedle uéebnic dostateéng bohaté sbirky uloh. VSechny tyto mezery
by ovSem sotva bylo moZno odstranit v rozsahu jediné knihy o integrélnim poétu, které
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nadto mé svym zpusobem vykladu byti pfistupna studentim stiednich semestri. Ale sku-
tednd vainym nedostatkem mé knihy je, Ze neobsahuje theorii k-rozmérnych integrali
v n-rozmérném prostoru pro k < n, na pf. theorii ploSnych integréala, tak duleZitou m. j.
pro fysiku.” Otézku vybudovéni ucelené theorie k-rozmérného integralu v n-rozmérném
prostoru pro k£ = 1,...,n nelze ovSem rozreSit néjakou ,,iupravou‘‘ Jarnikovy knihy.
Myslim vsak, Ze pon&kud jinak vypada otédzka vztahii k funkciondlni analyse. Jarnik defi-
nuje integral pomoci miry, avSak vyslovuje definici jen pro miry v E,. Zd4 se mi, %e by
bylo ptirozenéjsi definovat f f du hned pro piipad, e u je mira na néjaké o-algebie na
P

abstraktni mnoZiné P, a chépat n-rozmérny integréal jen jako specidlni pfipad. Kapitola
X (a &astedéné i kapitola IX) by byla ucelen&jsi, kdyby byla dokdzdna véta o vyjadieni
jedné miry integrédlem podle druhé miry. Déle poznamenéavam, %e theorie, které pouzivé
Jarnik k definici a odvozeni zdkladnich vlastnosti pojmu integralu, je dosti sloZité;
pouZivéd se methody ,,funkce intervalu—mira—integral‘‘. Na pf. teprve na str. 111 je
uvedena véta, %e integréal ze souétu je roven souétu integréli. Myslim, %e tato methoda
nebyla Stastné volena a Ze zménou definice integralu by se dalo doséhnout jak zjedno-
duSeni theorie, tak i jejiho sbliZeni s funkcionélni analysou.

Koneéné zduraziiuji, Ze Jarnikiv Integralni poGet II pfimo navazuje na tii jiz diive
vydané jeho udebnice, totiz Uvod do potu diferencidlniho, Uvod do pobtu integrdlniho
a Drferencidlnt pocet; nikde se nepiedpokladé nic vice ne¥ znalost t&chto knih. Recenso-
vanou knihu muZe tedy bez obtiZi studovat posluchaé stfednich semestrii university.

Jan Martk, Praha.

H. H. Boeoawéos u 0. A. Mumponoavckuti: ACHMITOTHYECKHE METOXbl B TEOPHH
HelIuHelHbIX Koaefammii. Gos. izd. tech.-teor. lit., Moskva 1955. Str. 448, obr. 117,
cena vaz. vytisku 13 r. 40 k.

Asymptotické rozvoje umoZniuji zvldédnout prakticky duleZité pripady nelinedrnich
oscilaci. Jak pi§i autofi v piedmluvé, cilem knihy je vyloZit soudasny stav asymptotic-
kych rozvoji podle mocnin malého parametru v aplikacich na tlohy nelinearni mechaniky.
Z této knihy se mohou bez obti%i pouéit technici, kterym asymptotické metody mohou
byti velmi uZite§né, nebot s vyjimkou posledni kapitoly autoii predpoklédaji u étenate
znalosti pouze v rozsahu prednésSek na vysokych Skoldch technického sméru a ilustruji
své vyklady fadou prikladu.

V prvni kapitole jsou vySetfovany vlastni kmity v soustavach s jednim stupném
volnosti, které jsou blizké k linedrnim konservativnim soustavdém. Druhé kapitola je
vénovana fazové roviné. Ve treti kapitole se vySetiuji oscilaéni soustavy, které jsou
pod vlivem vnéjsSich periodickych sil. Ve étvrté kapitole je vyloZeno tak zv. ,,pribliZeni
v pruméru‘‘.l)

Zatim co v prvnich ¢étyfech kapitolach jsou opominuty n&které matematické otazky
(existence, konvergence), do posledni paté kapitoly jsou soustied®ny &ist& matematické
vysledky. Pata kapitola mé tii paragrafy. Prvni z nich § 21 obsahuje dtikaz vty o pti-
bliZeni v primé&ru. Odkazujeme &tendfe na praci KRASNOSELSKEHO a KREJINA [1], kterd |,
vySla brzy po knize Bogoljubova a Mitropolského a kde je téZ v&ta dokézéna jedno-
duSeji a za obecnéj§ich piedpokladi. Krasnoselskij a Krejn dokézali, Ze pfi pFibliZeni
v praméru v podstaté jde o jisty druh spojité zavislosti feSeni diferencidlni rovnice na
parametru.

1) Rusky Merog ycpeaHeHHSA.
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Viimn&me si podrobn&ji § 22, 23. Necht funkce X (¢, x) (X ¢ E,, x € E,, t € E,) je defino~

vand a spojité pro |z|] < g, — ®© < ¢t < oo, necht existuji ohranitené a.stejnomérn&
oX
spojité derivace — . Konetné necht
Zj
‘ toT )
1 .
—q;f X(o,2)do — Xy(x) pro T - o (1)

t

stejnomérng vzhledem k ¢. Za téchto piedpokladi ukéZeme, Ze funkce X,(r) mé spojité
derivace prvniho ¥4du a plati

t+T

1 0
E‘mei(a’ x) da—>é—;on(x) pro T —» .
t

Necht e je jednotkovy vektor ve sméru osy x;. Plati

t:T t-T
1 X(o, x + 2e) — X(o, @) 1 X
- do =~ | = (0,2)d =
Tf P =7 ) @, @Mt
t ¢
Xo(x + Ae) — Xo(x)
- + r,
A
kde ¢ — 0, jestliZe A — 0 a r — 0, jestlie T' — oo. Z posledni rovnosti plyne nejdfive .
t+ T
. R | oX
existence limity lim — — (o, x) do, ze vztahu
T—w T axj
¢
t+ T
1 0X Xo(x 4 Ae) — X(x -
lim — — (0, x) do = ol@ + 4¢) 0()+r
T T 3&:, A
). ¢
pak dostdvame, Ze existuji spojité a—o .
Zj
. VySetfujme rovnici )
9 _ xi, 2) (2y
_— = » L) .
a °

Pii ivahéch o rovnici (2) byvé udelné zavést t. zv. pomaly ¢as T = &t, ¢imZ rovnice (2)
prejde v rovnici
S:I_: = X(L .’L‘) (3)
dv e’ ) .

JestliZe ¢ se bliZi k nule, potom funkce X (L, x) velmirychle osciluje okolo své pramérné
€,

hodnoty X,(x) a je piirozené porovnavat rovnici (3) s rovnici
' do

e o) » (4)
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resp. porovnavat rovnici (2) s rovnici

dx
— = eXo(2) . (4)

Predpokladejme, Ze rovnice (4) mé stacionarni feSeni &. Provedme substituci z = & + b

Xoi

a poloime H = ( p

), kde dosazujeme x = &, Rovnice (2) piejde v

T

’l’t_ £. +3 (, )9 ( )
t+T

1
kde T f B(t, b) do — B(b) = Xy(&, + b) — Hb a kde funkce B(b) je malé ve srovnani

t
s linearni funkei (presn&ji B(0) = 0, |B(b’) — B(b”")|| < n(o)|p’ — b”|| pro ||| < o,

[Ib”]l < o a n(e) — 0 pro o — 0). Dale autofi pracuji jen s témito vztahy pro funkce B(t, b)
a B(b), takZe dosaZené vysledky plati za piedpokladi ponskud obecn&jsich, ne% jsme za-
vedli.

PiSme rovnici (6) v ekvivalentnim tvaru

db T
_=Hb+B(—,b), T =¢l. (7)
dr €

Pti metodé malého parametru obvykle vySetiujeme soustavu

du
— = U,(r, u) + ¢ Uy(t, u, &)
dr

du
a porovnavame ji pro malé ¢ se soustavou i U,(z, u). Naproti tomu pii malém ¢ rov-
art

nice (7) je blizka rovniei

db

— = Hb + B(b) (8)
dr

1

pouze v tom smyslu, Ze f B(

0
rovnice (6) jde ve skuteénosti o obvykly problém malého parametru. Existuje totiZ
transformace b = h + ev.(t, k), kterd pievadi rovnici (6) v rovniei

T+ T - v v PP ve ¥
5, b} dT — B(b). AvSak autofi ukazali, %e 1 v pfipads

dh
So= e Hht el b e), ®)
C

kde spojité funkce I' spInuje podminky
1, 0, e)ll < M(e), M(e)—>0 pro e&-—>0, (10)

(¢, &', €) — L'k, B7s €)l| < Ao, e)l| B —R"|| pro || <o, B < 0, (11)

Mo,e) >0 pro 60, -0,
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Déle funkce I'(t, h, &) mé periodu @ v proménné ¢ (pro v8echna h a &), jestlize funkce
B(t, h) mé periodu w proménné t.

Aby pro rovnici (9) mohli odvodit podrobné vysledky, zavadé&ji autofi tento podstatny
pfedpoklad:

Redlné dasti charakteristickych &isel matice H jsou vesmés r@izné od nuly. VySettujme
rovnici

dh
— = Hh + Q(tr h9 6) s (12)
dr

kde spojité funkce @ spliiuje predpoklady (10) a (11). ReSeni rovnice (12) maji obdobné
dh
vlastnosti jako feSeni rovnice e = Hh, je-li ¢ malé:
T
Existuje ey > 0 tak, %e pro 0 < ¢ < g rovnice (12) md jediné FeSeni h(r) = f.(r) ohra-

nibené pro — o < 1 < . P tom je ||f.(r) || < D(e), D(¢) - 0 pro ¢ — 0. Redeni f,(r)
md periodu w, jestlize funkce Q(t, h, £) md periodu w v proménné r.

Naznatme diukaz. Obecny integral rovnice

ih(f) = Hh(r) + o(7) (13)
dr

muiZeme psat ve tvaru

h(r) = exp{Hz}) ¢ + f{H(r—~ o)} w(o)do.
0

Bez ujmy na obecnosti miiZeme piedpokladat, Ze matici H lze rozloZiti na pole

+
H,0

H = _ | , kde redlné éasti charakteristickych &isel matice H jsou vesmés kladné
0, H,

a redlné &Gasti charakteristickych &isel matice H jsou vesmés zaporné. Polozme
ﬁ 0 00

H, = 0 o) H, = ol Je-li w(t) ohraniena, potom

fexp{H(-r —0)} w(o) do = exp{Hr}fexp{(—- H, — H,) 0} w(c) do =
0 ()}
= exp{Hz} [ fexp {— H,0} w(o)do + ¢, + fexp {— Hyo} w(o) do + ¢,] 2) =

= (exp{Hr}(c, + ¢,) + fJ(r — 0) w(c) do ,

' 0. 0
2) Polo¥me w = w, + w,, kde w, = (u(;,) s Wy = (u—)-) » pak

exp{(— H, — H,) o} (wy + w,) = exp{— H, o} w; + exp{— Hyo} w, =

= exp{— H,0} w + exp{— Hyp} w.
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kde J(0) = exp {—H,0}, jestlife 6 < 0, J(0) = exp {— H,s), jestlife o > 0. Obecny
integrél rovnice (13) je

h(r) = exp {Hr}c + fJ(t — 0) w(g) do .

Rovnice (13) mé jediny integral ohraniéeny pro — o0 <t < o a to

ho(r) = [J(z — 6) w(o) do

-

a integral k() rovnice (12), ktery spliiuje nerovnost [|A(7)]| < ¢, — w0 < 7 < 0, nutnd

splhiuje integralni rovnici A(r) = fJ(r——- o) Q(o, h(0), €) do. Necht L je mnoZina funkei
— o0

l(o) splitujicich nerovnosti |l(o)|| < ¢,, < ¢y, kde ¢, ¢, jsou vhodné konstanty.

[la
P l(0)

Z podminek (10) a (11) snadno plyne, Ze pro dosti malé & zobrazeni

k(z) = [J(x — 0) Q(o, k(0), ¢) do

zobrazuje mnoZinu L do sebe a mé pevny bod %(r) € L a tato funkee k(r) je hledané feSent
fe() rovnice (12).
Dale plati: Necht pocet charakteristickych Cisel matice H, jejichZ redlné édsti jsou zdporné,
je s. Oznalme U, = E[|lx|| < 5]. Existujt Cisla ¢, y, C, 0y < 0, tak, Ze ke kaidému 7, a
x

& 0 < & < ¢ existuje s-dimensiondlni varieta M(ty, €) C U, a plati:

1. je-li h(r) Fedent rovnice (12), h(zy) e Uy, R(7,) € M(z,, €), potom existuje takové T, Ze
h(z) € U,

2. je-li h(ty) € M(zg, £), potom ||h(z) — fo(x)l| < Ce~r~7)|| h(zy) — f(1,)l| pro wvdechna
T =7,

3. jestlize s = 0, potom M(zy, ) obsahuje jeding bod,
4. jestlize s = n, potom M(v,, &) = U,

Také tento vysledek se dokazuje podobnym zpusobem jako existence funkce f.(z).
Poznamenejme, Ze tyto vysledky jsou silngjsi nez vysledky, které plynou z WaZevského
topologického principu (viz [2]), nebot obecny topologicky princip nemuZe tak dokonale
zachytit roli linedrniho élenu Hh v rovnici (12). Obdobné vysledky lze vyslovit pro rov-
nice (2), (3). V knize Bogoljubova a Mitropolského je misto piredpokladu, Ze rovnice (4)
maé stacionarni feSeni, soustavn® studovan obecngjsi piipad, %e rovnice (4) mé periodické
Teseni.

Koneénd autoii ukazuji, e nékteré znédmé skutednosti z teorie malého parametru
plynou z vysledkt zde dosaZenych. VySetfujme na pf. rovnici

& 4+ o' = ef(x, ©), A (14)

kde funkee f(x, £) m4 spojité derivace prvniho fadu (pro v8echna z, ). Tato rovnice byla
studovéna nejdiive metodou rozvoji moeninné fady — o tom viz na p¥. monografii [3].
Metody postupnych aproximaci k podobnym tulohém pouZil I. G. MALKIN v préaci [4].
Pro rovnici (14) této metody nezavisle pouZili N. G. Burcakov [5] a J. KuRzwEIL [6];
z jejich vysledku plyne, %e pro ka?dé ¢ dosti malé existuje periodické FeSeni y(¢) rovnice
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(14) s periodou @ + a(e), x(e) — 0 pro & — 0, blizké k FeSeni 2(t) = a, cos wt rovnice
% 4+ wr = 0, jestlize jsou splnény podminky

B(a,) = 0, (15)

d
3 BOlr e, + 0, (16)

2n
(&)

kde B(r) = f f(r cos wt, — rw sin wt) sin wt dt .
0

Abychom tento vysledek dokazali, provedme v rovnici (14) substituci 2 = a cosy
Rovnice (14) piejde v soustavu

da £ . )
— = ——f(acosyp, —awsiny)siny,
ds w
(17)
dy € )
— = w — — f(a cos p, — aw sin p) cos y .
dt wa
Odtud dostavame
da -
dw = & (w? a, €) >
kde .
1 f(a cos y, — aw sin y) sin p
X(y,a,¢) = — a—)2 JER S

e

1 — — f(a cos y, — aw sin p) cos y
aw?

Rovnice prvniho ptibliZeni je

da

2x
i Xola) = ——2—6-2 ff(a, cos y, — aw sin ) sin p dy . (19)
W W
0

(Rovnice (18) 1isi se od rovnice (2) tim, Ze funkce X z&visi na ¢, ale to neni podstatné,
protoZe vSechny tivahy lze provést stejnym zpuisobem i v tomto obecn&j$im piipadé.)

Rovnice (18) mé stacionarni feSeni ¢ = a, pravé tehdy, je-li splnéna podminka (15).
Je-li Xy(ay) * 0, potom rovnice (17) mé pro dosti malé ¢ jediné ohranifené feSeni a(y),
které mé periodu 2z. Odtud jiZ snadno plyne, Z%e rovnice (14) mé v okoli funkce z(t) =
= a, cos wt jediné ohraniené fefeni, které je periodické s periodou blizkou k 27/w.

Ve srovnéni s metodou postupnych aproximaci dostdvame navic, %e toto periodické
fefent je stabilni, jestlize Xy(a,) < 0, & %e je nestabilni, jestlize X((a,) > 0. Naproti tomu
v pracich [5], [6] je vySetfovan obecny pfipad soustavy nm-rovnic. Vzniké otézka, zda
i tento pripad nelze vySetfit na zdklad€ vysledku Bogoljubova a Mitropolského. Pod-
minka (15), kterd je nutné k tomu, aby existovalo periodické ieSeni rovnice (14) v okoli
funkce a,cos wt, objevi se pti metod$ mocninnych ¥ad i p¥i metod§ postupnych aproxi-
maci z divodi dosti formélnich: Umo#Zniuje pouZit jisty algoritmus. Naproti tomu opi-
rame-li se 0 metodu Bogoljubova a Mitropolského, podminka (15) dostavéa hlubsi inter-
pretaci — podminka (15) znamens, %e rovnice prvniho pfiblifeni mé stacionrni fedeni.
Je ztejmé, %e vysledky Bogoljubova a Mitropolského prindSeji podstatné a origindlni
rozviti teorie malého parametru.
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