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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 81 (1956)

ROZHODOVACI FUNKCE A PRINCIP MINIMAXU

VACLAYV FABIANX, Praha.
(Doslo dne 2. biezna 1955.) DT:519.24

Ukolem tohoto &lanku je informovat Gtenafe o theorii rozhodovacich
funkei. Je patrna obtiZnost definice optimalnosti rozhodovaci funkece.
Jednu z mozZnych definic podavé princip minimaxu, jehoZ vyznam je
v élanku bliZe osvétlen. Minimax je také srovnan s ndkterymi jinymi
principy.

1. Uvod. V ¢lanku si budeme viimat v podstaté pouze jedné stranky theorie
rozhodovacich funkei, totiz toho, jak hodnoti statistické metody (= rozhodo-
vaci funkce) a nebudeme mluvit o problémech konstrukce rozhodovacich
funkei. To ndm umozni pracovat s vétsi obecnosti a vyhnout se nékterym
slozitym matematickym pojmam a tvaham.

Proto se v naSem ¢lanku na priklad neobjevi pojem striktni uréenosti, jenz je
dulezity pro otazky konstrukce rozhodovacich funkei (a mé téz samostatny
logicky vyznam v theorii her).

Koneénym tkolem je vzbudit zdjem o studium theorie rozhodovacich funkei,
na niz se prenasi zcela neopravnéné neduvéra, jiz maji néktefi statistikové
k minimaxovému FeSeni.

Tuto nedavéru k minimaxovému feSeni zpisobuji asi tyto okolnosti:

1. Povaha véci; nesnadnost definice optimalnosti rozhodovaci funkce.

2. Nepochopeni vyznamu nékterych matematickych pojmua (apriorni prav-
dépodobnosti, Bayesova feseni), jichz se uZiva s vyhodou k feSeni nékterych
otazek theorie rozhodovacich funkei.

3. Oduvodriovani minimaxového feSeni analogii s theorii her, jez je podle
mého nazoru neopravnénsé.

4. Neporozuméni nékterym klasickym metodam, jez zdanlivé jednoznacéné
fedi nékteré statistické problémy bez obtiZi a bez jistého prvku libovile, jiz
s sebou nese minimaxové feSeni.

Obtiznost definice nejlepsi rozhodovaci funkce bude patrna v odstavei 5;
omyly, o nich# jsme se pravé zminili v bodech 2 az 4, se budeme zabyvat v od-

stavei 10.
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2. Statisticky problém. Necht
X=X,X,X,,...

je koneéna nebo nekoneénd posloupnost nahodnych proménnych. Necht I je
néjaka mnozina distribuénich funkei nahodné proménné X (pravd distribuéni
funkce nahodné proménné X je prvkem mnoziny IN).

Necht D je mnozina koneénych rozhodnuti.!)

Dale necht je W nezaporna funkce definovana na kartézském soudinusmno-
zin M x D, pti ¢emz W(F, d) znadi ztratu, kterda nastane, je-li F pravd distri-
buéni funkece a d zvolené koneéné rozhodnuti.

Budiz dale c[(115 Ty + - > T1n,)> (P21 Tazs + - -5 T2n,)s - - +» (V1s Tegs - » - Tkm,)] CENA POZOTO-
vanik skupin ndhodnych proménnych (X; , X; ,..., th‘,,|)’ (X X X, ) een
- (X, Xy -0 Xy, ). BudiZ koneéné D néjakd mnoZina rozhodovacich funk-

= k

ci?) (prvkiim z D budeme Fikat pouZitelné rozhodovaci funkce).
Potom nazveme pétici
(M, D, W, ¢, D)
statistickym problémem.

Resenim daného konkretniho statistického problému je uréeni jednoho
prvku de D, to jest uréeni koneéného rozhodnuti. Je-li F' pravd distribuéni
funkce a plati-li

W(F,d) < WF,d)

pro viechna d’ e D, bude nejlepsim rozhodnutim prvek d.

Tato Gvaha neni bohuzel pfimo pouzitelna, nebot nezname pravou distribuéni
funkei. O té pouze vime, Ze je prvkem mnoziny IN. Je proto dulezité, aby pii
formulaci statistického problému byla mnozina IR definovana tak, aby ne-
obsahovala Zadnou distribuéni funkei, o niz pfedem vime, %e neni pravou distri-
buéni funkei ndhodné proménné X. Cim mendi je mnozina M, tim lépe nas
informuje o pravé distribu¢ni funkei. Nevhodnou (neodpovidajici skute¢nosti)
volbou mnoziny I muzZe byt na ptiklad silné ovlivnéno minimaxové Feseni
statistického problému.

Protoze nejvyhodnéjsi volba koneéného rozhodnuti zavisi na neznamé pravé
distribué¢ni funkei, sna%ime se ji odhadnout pozorovanim nékterych ¢lenit po-
sloupnosti X. Obecné muzeme Fici, %Ze zvétsenim podtu pozorovanych nahod-
nych proménnych zlepsime svou informaci o . Na druhé strané vsak takové
zvétSeni poétu pozorovani neni vidy mozné, nebo neni téelné vzhledem k na-
kladtm, jez je t¥eba na takova pozorovani vynalozit. Cenu téchto pozorovani

1) Rikdame koneéné rozhodnuti, abychom odligili prvek d e D, jeho% vybrani znamend
feSeni konkretniho statistického problému, od jinych rozhodnuti, jez éinime b&hem rozho-
dovaciho procesu (na ptiklad, které ndéhodné proménné maji byt pozorovéany).

2) V dalSich dvou odstavcich fekneme, co je to rozhodovaci funkce.
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nam udéva funkcee ¢, pfi temz zdanliva sloZitost, s niz je tato funkce definovéna,
je nékdy vhodné, nebot byvé na piiklad nakladngj§i pozorovat n ndhodnych
proménnych jednu po druhé, ne% viech n soucasné.

Zhruba miZeme Fici, Ze pravidlo, které stanovi pozorovani, jez maji byt pro-
vedena, a zpisob, jak podle téchto pozorovani ma byt uréeno koneéné rozhod-
nuti d e D, nazyvame rozhodovaci funkei. Pro statistiku jakozto védu neni pak
tkolem uréit vhodné d e D, ale vhodnou, respektive nejlepsi rozhodovaci funkei
d € D. Proto musi byt vénovana velkd péée otazkam hodnoceni rozhodovacich
funkei a stanoveni pojmu nejlepdi rozhodovaci funkee.

Theorie rozhodovacich funkei studuje vlastnosti rozhodovacich funkei a tim
pomaha pfi jejich hodnoceni (mé ovSem i jiné vysledky, tykajici se konstrukce
rozhodovacich funkei; o nich v8ak v tomto ¢lanku nechceme mluvit). BohuZel
bez dalSich principh neni sama ve v&tsing ptipadi schopna uréit pojem nejlepsi
rozhodovaci funkce pro dany statisticky problém.

Protoze nékdy muZeme o nékterych rozhodovacich funkeich pfedem ¥ici, Ze
jsou nevhodné, neni tieba uvaZovat viechny rozhodovaci funkce a stadi se
omezit jen na néjakou jejich mnozinu D.

Poznamendme jesté, Ze zfejmé predpoklad nezapornosti funkce W neni nijak
omezujici, zrovna tak jako nazev ztrata. Je oviem moZné, ze by se theorie roz-
hodovacich funkei zdidla méné pesimistickou, kdybychom pouzivali vahové
funkece s jinym vyznamem.

Uvedeme konkretni piiklad statistického problému. Predpokladejme, Ze
chemicka tovarna chece postavit zdénou véz. Material musi vyhovovat uréitym
podminkam vzhledem k zamyslenému pouziti véze. Je stanovena nejvyssi
piipustnd nassaklivost a nejvyssi pfipustna detnost p, nevyhovujicich cihel ve
zdivu. Tovarna se ma rozhodnout, zda pouzije ke stavbé cihel, jez ji byly do-
dany (oznadime soubor t&chto cihel U), ¢i zda dodavku vrati a vyzada si jinou.
Ztrata (jak ji tovarna odhaduje) bude 0, jestlize véz bude vystavéna z vyhovu-
jictho materidlu, bude 1 000 000, bude-li véZ vystavéna z nevyhovujiciho
materialu a bude 10 000, jestlize odfeknutim dodavky se stavba zdrzi. Nassak-
livost cihly se zjistuje experimentem, p¥i némz se cihla zni¢i. Celkovy naklad
(véetné ceny znitenych cihel) za zjisténi nassaklivosti u n cihel zavisi jen na
poctu téchto cihel a je roven n.

Rozhodnuti v tomto problému muze zfejmé byt dosaZeno statistickou me-
todou. Modelem tohoto problému je pak statisticky problém (9, D, W, ¢, D),
kde:

X=X,X, Xy ...,

a X,; = 0 je-li ¢-ta cihla ve vybéru bez vraceni z % vyhovujici, X; = 1 v opad-
ném piipads.
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Oznatime-li F, distribuéni funkeci ndhodné proménné X za predpokladu, Ze p
je éetnost nevyhovujicich cihel v U, je M mnozina vSech distribuénich funkei F,
pro pe {0, 1>.

D obsahuje dva prvky d, (vystavét véz) a d, (odieknout dodavku).

W(Fm dl) =0, je'li r < Do s
W(F,,dy) = 1000000, jeli p> p,,
W(F, dy) = 10000 pro kazdé p.

D definujeme jako mnozinu v8ech rozhodovacich funkei, které nevyzaduji
vice pozorovani, nez je rozdil poétu cihel v U a poctu cihel potiebnych ke
stavbé.

3. Prosté rozhodovaci funkce. Viimli jsme si jiZ v pfedchozim odstavei pojmu
rozhodovaci funkce.

Je-li tedy (M, D, W, ¢, D) dany statisticky problém a d rozhodovaci funkece,
pak na podatku rozhodovaciho procesu musi é uréit bud skupinu nahodnych
proménnych s indexy (iyy, %2, - -, £1n,), j€Z ma byt pozorovina, nebo ptimo jiz
n&jaké rozhodnuti d e D. Toto prvé (pomocné) rozhodnuti oznatme 6(9). Je
tedy bud 6(9) = (41, ¥4, - -, t1s,) & rozhodovaci proces bude pokracovat pozo-
rovinim ndhodnych proménnych X; ,X; ,...,X; , nebo §(0) je kone¢né
rozhodnuti 6(®) e D a rozhodovaci proces je ukonéen i)révé timto rozhodnutim

6(9).

Oznacme, je-li e = (¢4, ¢, ..., 1,) mnozina indexu, symbolem X, vektorovou
nédhodnou proménnou (X;, X;, ..., X; ).
Bylo-li 6(9) = e, = (¢34, 13, - --» %1,)» TOzhodovaci proces pokractoval a roz-

hodovaci funkce 6 musi uéinit dalsi rozhodnuti d(e,, X, ), zavisici na hodnoté
napozorované ndhodné proménné X, . d(e;, X,) je bud koneéné rozhodnuti
(a proces konéi rozhodnutim d(e;, X, )), nebo je d(e,, X, ) skupina indext e, =

= (i1, T3p, --+» In,) & Proces pokracuje pozorovinim ndhodné proménné X, .
Jestlize po k-tém kroku mame napozoroviny nahodné proménné X,,
X,, ..., X, , musi ndm rozhodovaci funkce ¢ uréit dalsi rozhodnuti
k
6(61) 62: ceey ek: X V] ei) b
1=1

cozZ je opét bud skupina indexl
€1 = (Ukr1,1> Dernigs -o o ’ik+1,nk . ,)
(a rozhodovaci proces pokracuje pozorovianim ndhodné proménné X, ) anebo
konedéné rozhodnuti z mnoziny D (a proces je ukonéen).
Obydejné se pozaduje, aby rozhodovaci funkce s pravdépodobnosti 1 (pro
kazdé F ¢ M) vybrala koneéné rozhodnuti po koneéném poétu pozorovani.
Konedné se také predpoklada, Ze nepozorujeme zZiddnou ndhodnou proménnou
dvakrat (miZeme oviem pozorovat nékolik ndhodnych proménnych se stejnou
distribuéni funkei).
|
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Rozhodovaci funkce, jez jsme nyni podrobnéji popsali, budeme nazyvat
prostymirozhodovacimi funkcemi. Formélné 1ze definovat prostou rozhodovaci
funkei na pfiklad takto:

Ozna¢me symbolem E systém vSech koneénych mnoZin pfirozenych ¢isel.
Necht pro ee E znadi x, funkéni hodnotu nidhodné proménné X,. Symboly
e, €y, ... ozna¢me prvky z E. Je-li d funkce definovana na mnoZiné M zobrazu-
jici tuto mnozinu.do E u D a plati-li: e M

a
{[er, €30 -l T 5] =MeM, d(m)=¢,,cE}=
i-
¥ 1
ki
= {ek+1 n Uei = Q ) [31, 62’ ooy ek,ek+1,x [§] e,»] € M} ’
i1 i=1

nazveme ¢ prostou?®) rozhodovaci funkei.

Pro danou prostou rozhodovaci funkei é a danou hodnotu x nahodné pro-
ménné X miZeme zfejmé urdit koneéné rozhodnuti d = d(4, ) a k skupin
ey, €y, ..., € indexd napozorovanych nidhodnych proménnych.

Je pak
Z(F, 6,z) = W(F,d) + cle, ey, ..., &)%)

celkova ztrata za predpokladu, Ze pravd distribuéni funkce je F, nahodna pro-
ménna X nabyla hodnoty x a statistik vybral pro feSeni problému rozhodovaci
funkei 6. Definujeme-li

Z(F, 8) = [Z(F, b, x) dF (x)?)

(kde neoznaceny integracni obor znamena, zZe se integruje ptes cely obor integ-
radni proménné), oznaduje nam Z(F, d) otekdvanou hodnotu ztraty za pied-
pokladu, Ze pravd distribuéni funkce je F' a zvolena rozhodovaci funkce je d.

Je patrné, Ze pro hodnoceni je kazda rozhodovaci funkce dostateéné popsina
funkei Z(F, 6, ), misto niZ muzeme také uvaZovat ndhodnou proménnou

Z(F, 8, X).

V theorii rozhodovacich funkei je vSak zavedeno hodnoceni rozhodovacich
funkei nikoliv podle ndhodné proménné Z(F, ¢, X), ale podle jeji otekavané
hodnoty Z(F, d). Toto zjednoduseni se zdé byt dosud vhodnym a nebylo, pokud
‘vim, napadano. (V&c totiZ zistava i tak dosti sloZitd.)

3) non-randomized

4) JestliZe pro dané x rozhodovaci funkce é nevybere po konedném podtu pozorovani
%4dné d € D, definujeme Z(F, 6, ) = + oo.

5) Predpokladejme, e mnoZina D byla tak zvolena, Ze pro kazdé d e D mé tento in-
tegral smysl. Expllcxtni charakterisace funkei d, pro né%z Z(F, 8, x) je métitelnd (F) pro
ka?dé F ¢ M, neni jednoduchs [16].
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4. Znahodnéné rozhodovaci funkce. Diive nez pouzijeme dilezitého pojmu
ztratové funkce k hodnoceni rozhodovacich funkei, rozsifime pojem rozhodo-
vaci funkce zavedenim zndhodnénych rozhodovacich funkei. V odstavei de-
vatém ukazeme na prikladé smysl a dilezitost tohoto rozsifeni.

Oznadéme (pro dany statisticky problém) symbolem R mnoZinu v8ech rozho-
dovacich funkei, pro néz Z(F, d) existuje pro kazdé F ¢ M. Budiz R o-algebra
podmnozin mnoziny R, obsahujici vSechny vzory borelovskych mnozin pfi
zobrazeni Z(F,*) pro kazdé F ¢ M. Potom, je-li 6* pravdépodobnostni mira
na R, nazveme 6* znahodnénou rozhodovaci funkei.

o* pak uréuje tento postup pti feSeni statistického problému: Pomoci nahod-
ného mechanismu vybereme jedno ¢ € R tak, Ze pravdépodobnost, ze de A € R,
je rovna 0*(A4). Dalsi postup pak uréuje vybrand prosta rozhodovaci funkce 6.

Nyni je pFirozené rozsitit definici ztratové funkce i na znahodnéné rozhodova-
ci funkce takto:

Z(F, 6*) = [Z(F, 6) dé*(9) .

Je patrné, Ze mizeme kazdou prostou rozhodovaci funkei 8 ztotoznit se zna-
hodnénou funkei 6%, jez pripisuje pravdépodobnost 1 mnoziné sestavajici
z jediného prvku 4. Prosté rozhodovaci funkce budou tedy tvofit podsystém
systému vSech zndhodnénych funkei, které budeme nazyvat nyni jednoduse
rozhodovacimi funkcemi a pro néz budeme pouZivat téz oznaceni 9.

Poznamename jesté, Ze znahodnéni rozhodovacich funkei je mozno provésti
jesté jinym zplsobem, aviak je mozno ukézat, Ze oba zpusoby jsou za jistych
piedpokladt ekvivalentni [17].

V dalgich odstavcich se budeme rozhodovacimi funkcemi zabyvat v podstaté
jiz jen prostiednictvim jejich ztratovych funkei.

5. Casteéné uspoFadani rozhodovacich funkci. PFipustnost rozhodovacich
funkci. Uplnost a tplnost v podstaté systémi rozhodovacich funkci. Budiz
opét (M, D, W, ¢, D) statisticky problém. Ze zasady hodnoceni rozhodovacich
funkei podle jejich ztratovych funkei plynou tyto definice:

Definice 1. Dvé rozhodovaci funkce §,, 8, povaZujeme za ekvivalentni a piseme
6, ~ 08, jestlize Z(F, 8,) = Z(F, d,) pro kaidé F e IN.

Definice 2. Rikdme, Ze 6, je lep&i rozhodovacs funkce nef 8, a pifeme 8, <3 8,,
jestlize Z(F, 6,) < Z(F, 6,) pro kaZdé F ¢ M a nent 8, ~ 6,.

Definice 3. Rozhodovaci funkce 6 € D je pFipustnd (D), jestlite ddnd &' € D neni
lepdi nez 6. '

Vyznam téchto tii definic je jisté zcela jasny. P¥ipomeneme pouze, Ze pii-
pustnost (D) je podstatné zavisld na D. V daldich definicich si budeme viimat
systému rozhodovacich funkei. Snahou jest, najiti pokud mozno nejmensi
systém rozhodovacich funkei s vhodnymi vlastnostmi a tim usnadnit definici
nejlepsi rozhodovaci funkce.
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Definice 4. Systém D, c D je uplny (D), jestlie ke ka%dé 6 ¢« D — D, existuje
5, ¢ D, tak, % 3, < 8,

Definice 5. Systém D, c D je v podstaté viplny (D), jestlize ke kaZdé 6« D — D,
existuje 6, € D, tgk, Ze je bud 6, 3 6 nebo &, ~ 4.

Definice 6. Systém D, je minimdlni (v podstaté) uplny (D), jestlize je (v pod-
staté) uplny (D) a Zddnyj jeho viastni podsystém nemd tuto vlastnost.

Pii hledani nejlepsi rozhodovaci funkce se miZeme zfejmé omezit na néjaky
v podstaté Gplny®) systém rozhodovacich funkei. Je-li tento systém minimélni
v podstaté uplny (D), dosdhli jsme soudasné maximalniho zjednoduseni otazky
nejlepsi rozhodovaci funkce na podkladé ¢asteéného uspotadani, zavedeného
definicemi 1 a 2.

Jestlize pro dany statisticky problém existuje v podstaté uplny (D) systém, obsa-
hujici pravé jeden prvek 8, je zfejmé moino mazvat tuto & nejlepsi rozhodovaci
funkci.

Takova situace nastane vS8ak bohuzel ziidka. Bude potom tieba né&jakého
dalsiho principu pro definici nejlepsi rozhodovaci funkce. Od kazdé obecné defi-
nice budeme pak piirozené pozadovat, aby v pfipadé existence minimalniho
tplného systému byla nejlepsi rozhodovaci funkce jeho prvkem.

Podat takovou obecnou definici jisté nebude snadnou véci. Jakmile néjaky
minimalni v podstaté Gplny (D) systém bude obsahovat alespori dva prvky,
potom, at zvolime za nejlepsi rozhodovaci funkei kteroukoliv ¢ € D, bude k ni
existovat 6, e D tak, Ze Z(F, 8,) < Z(F, 6) alesponi pro jedno F ¢ M. Protoze
pravou distribuéni funkeci nezname, mize hoteni vztah platit pravé pro ni.

Né&jaky (v podstaté) uplny (D) systém vidy existuje, nemusi vSak existovat
miniméalni (v podstaté) Gplny systém. Za jistych pfedpokladi vSak minimalni
Gplny (D) systém existuje a je totozny se systémem vSech pripustnych (D) roz-
hodovacich funkei [18]. Z jeho existence pak snadno plyne existence minim4l-
nich v podstaté tplnych (D) systém. Mezi dvéma takovymi systémy lze zfejmé
definovat prosté zobrazeni, kterym jsou si piifazeny vidy dvé ekvivalentni
rozhodovaci funkce. '

6. Apriorni pravdépodobnost. Bayesovo FeSeni. Jestlize £ je pravdépodob-
nostni mira na o-algeb¥e S podmnozZin z M a S obsahuje véechny vzory bore-
lovskych mnoZin pfi zobrazeni Z(x, 6) pro kazdé ¢ ¢ D, nazveme & apriorni
pravdépodobnosti. Vzhledem k této pravdépodobnosti muZeme definovat
Bayesovu ofekdvanou hodnotu ztraty

Zy(8) = [Z(F, 6) d&(F) .

Existuje-li rozhodovaci funkce, jez minimalisuje Bayesovu ocekdvanou hod-

8) N&kdy, nebude-li nebezpeéi nedorozumséni, budeme psati prostd uplny misto uplny
(D) a podobné.
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notu ztraty, budeme ji nazyvat Bayesovym FeSenim vzhledem k apriorni prav-
dépodobnosti & a budeme ji oznadovat d;. Spliiuje tedy J; vztah

oeD

Pojem apriorni pravdépodobnosti a Bayesova FeSeni byl velmi éasto napadéan
i hajen v diskusich plnych nedorozuméni (viz na pifiklad [14], str. 75—76).

Pravem byva napadan tento postup: Zvoli se apriorni pravdépodobnost & (na
pi. ptipisujici kazdému F ¢ I stejnou pravdépodobnost) a prohlasi se d, za nej-
lepsi feSeni statistického problému. Skutecéné, tento postup, pokud nemtize
oduvodnit vybér specidlni pravdépodobnosti &, je tézko pochopitelny.

Nepravem se viak napadd samotné zavedeni pojmu apriorni pravdépodob-
nost a Bayesovo TeSeni, nebot v matematice jisté nedospéjeme k nespravnym
vysledkim pouhym zavedenim pojmi.

V nékterych pripadech je vsak apriorni pravdépodobnost & matematickym mo-
delem jisté redlné vlastnosti statistického problému. V takovém pripadé se zdd byt
vhodnou definice oznacujici o, za nejlepsi rozhodovaci funkcs.

Tak na piiklad byl proveden tento experiment: Byla hozena mince; padl-lilic,
byla pozorovana ndhodnd proménna X s distribuéni funkei #,. Padl-li rub, byla
pozorovana ndhodnd proménnd X s distribuéni funkei ¥,. Na podkladé pozoro-
vani ndhodné proménné X m4d statistik uréit vybranou distribuéni funkei F,.
Ztejmé, zvolime-li £({F;}) = }, bude 6; vhodnou rozhodovaci funkei. Existuji
téz netrividlni priklady [5]. )

Abychom se vyhnuli zinatku, ktery ¢asto vznika zaménovanim dvou raznych
pojmi, totiZ apriorni pravdépodobnosti (tak jak jsme ji my definovali) a spe-
cidlni apriorni pravdépodobnosti, jez je modelem néjaké konkretni informace
o statistickém problému, specidlné o mnoziné M, budeme posledni pojem ozna-
¢ovat slovy konkretni apriorni pravdépodobnost.

Bohuzel ve vétsing piipadi nemizeme bud vibec pfedpokladat existenci
konkretni apriorni pravdépodobnosti a i v téch pripadech, kdy tato konkretni
apriorni pravdépodobnost existuje, ji ¢asto nebudeme znat a tedy nebudeme
moci pouzit Bayesova feseni.

Jesté jednu poznamku k piipadu, kdy zname konkretni apriorni pravdé-
podobnost &. MiZe se pak stat, Ze Bayesovo FeSeni vzhledem ke & neexistuje,
nebot pro kazdé 6 ¢ D

Zg(0) > olr::t: Z(0') .

V takovém piipadé se mizeme minimalni ztraté pfiblizit libovolné blizko, nebot
ke kazdému kladnému ¢ existuje takova rozhodovaci funkce J, Ze

Z,(8) < inf Z,(&) +¢.
0'eD

Nevyzaduje tedy tento piipad (jehoz obdobu najdeme v pii§tim odstavei)
zvlastniho feSeni.
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7. Minimax. JestliZze neméame Zadné piedbézné informace o pravé distribuéni
funkei (aZ na mnoZzinu M), navrhuje se toto feseni. Oznacme

r(0) = sup Z(F, 9)
Fetit

a nazyvejme toto &islo risiko rozhodovaci funkee 6.7)

Je-li tedy r risiko rozhodovaci funkce 8, miizeme ¥ici, Ze pii pouzZiti rozhodo-
vaci funkce 6 je otekdvand hodnota ztrity mensi nebo rovna r pro vSechna
F ¢ M. (A r je nejmensi ¢islo, pro néz toto tvrzeni plati.)

Minimaxovou rozhodovaci funkei nazvu takovou rozhodovaci funkei
é € D, pro niz plati )

r(6) < r(6’) pro véechna 6’ eD.

Za nejlepst rozhodovact funkei pak pokliddm kaZdouw minimazxovou pripustnow
(D) rozhodovact funkci. Jestlize takova funkce neexistuje, je mozno uvazovat
zptsobem podobnym jako na konci piredchoziho odstavce.

Snadno se zjisti, Ze existuje-li jedind minimaxova rozhodovaci funkce, je
piipustnéd (D).

8. Subminimax. Casto pro minimaxovou rozhodovaci funkci 6* je Z(F, 6*) =
= r(6*) pro kazdé F ¢ M a tedy ztratova funkce nabyva stalé dosti velké hod-
noty. Proto se navrhuje hledat tak zvand subminimaxové ¥e$eni, t. j. rozhodo-
vaci funkce d € D, pro néz r(9) < r(6*) + ¢, kde ¢ je malé kladné, a kterd znaéné
zmensuji ztratovou funkei pro mnokd F € I ([8]). Zajimavy ptiklad jedné sub-
minimaxové rozhodovaci funkce uvadi Rossins [15].

HoDGES a LEEHMANN [11] uvaZuji statisticky problém, v némz je zndm odhad &
konkretni apriorni pravdépodobnosti. Zvolim kladné ¢ takové, aby zvySeni
risika o ¢ nepfineslo podstatnou §kodu a hleddm funkei 6** e D, jez mipimali-
suje Bayesovu ztratu vzhledem ke £ za podminky r(d**) < r(6%) + e.

Autofi propoditavaji ptiklad takového FeSeni a ukazuji, Ze se jim v daném
piipadé na tdkor malého zvétSeni risika podatilo oproti minimaxové rozhodo-
vaci funkei podstatng snizit Bayesovu ztratu vzhledem ke &.

Ackoliv tyto dvahy jisté zatim nemohou byt pouzity k definici optimalnosti
rozhodovaci funkce (problém nejvyhodnéjsiho ¢), znamenaji dalsi objasnéni
problematiky.

9. PFiklad. Budiz X = X, jednorozmérnd ndhodnd proménni, mnoZina IM
necht obsahuje dva prvky F, a F,, mnozina D dva prvky d, a d,, cena ¢ = 0
identicky, ‘

/0, jellic =7,
W(F"’_Ad’) - < L, jelii =7,

) Pozmdnil jsem obvyklé nazvy zavedenych pojma. Obvykle byva risikovou funkct
nazyvéna nafe zirdtovd funkce a pro nase ristko nebyvé zavadéno Zadné slovni oznadeni.
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a X necht nabyva hodnot — 1, 0 podle ¥, a hodnot 0, 1 podle F,, kazdé hodnoty
s pravdépodobnosti 1. D budiZ systém v8ech rozhodovacich funkei.
Definujme dvé prosté rozhodovaci funkce d,, 6,:

0,0) = {1},
6,({1}, —1) =d,, 6({1}, 1) =d,,
({1}, 0)=d,, 0,({1},0)=d,
a d, (pro « € 0, 1)) jako zndhodnénou rozhodovaci funkei, jez s pravdépodob-
nosti o rozhoduje jako ¢, a s pravdépodobnosti 1 — & rozhoduje jako d,.

Je ziejmé, Ze {0,},, 01, je minimalni v podstaté uplny (D) systém rozhodo-
vacich funkei. Souc¢asng je také systémem vSech piipustnych funkei. Mimo to-
je kazdad 6, Bayesovym feSenim vzhledem k apriorni pravdépodobnosti, jez
kazdému F; pfipisuje pravdépodobnost %.

Je
0, jellie=7y,

1, jeliv 7,

AR, 8) =150, 2F8) =,

Zg(d,) = 3[6(1 — &) + (1 — &) ] %)
Z,, y(04) = } pro viechna o .

2(F., 6) =

Bayesovym feSenim pro & = (£, &,), & > &, je 0, pro & = (&, &), &> &
je 6,. Pro & = (1, 0) je Bayesovym feSenim téZ rozhodovaci funkce 6, jez bez
ohledu na pozorovani vybird rozhodnuti d,, t. j. 4(8) = d,. Tato rozhodovaci
funkce jiZz neni pfipustna (D).

Minimaxova piipustna rozhodovaci funkce existuje jedind: ¢,, s risi-
kem } a konstantni ztratovou funkei Z(#,, 6,) = } pro¢ =1, 2.

Je patrné, Ze pfi omezeni se na prosté rozhodovaci funkce by minimalni
risiko bylo 4. Na druhé strané jsou vSak zndmy piipady, kdy systém vsech
prostych rozhodovacich funkei je uplny [6].

10. Nékterid nedorozuméni tykajici se minimaxového Feseni a nékterych
klasickych metod. V celém odstavei necht 6* zna¢i minimaxovou p¥ipustnou
rozhodovaci funkei.

Nejtrivialngj§i ndmitka je ta, Ze minimaxova rozhodovaci funkce minimali-
suje risiko, a¢koliv by méla minimalisovat ztratu Z(F, ¢), kde F je pravd distri-
buéni funkce. O této ndmitce jsme jiz mluvili v odstavei 5. Vime také, ze kdyz
existuje pro dany statisticky problém takova rozhodovaci funkce ¢’ ¢ D, pro
kterou Z(F, 6") < Z(F, ) pro kazdé ¢ D a F ¢ M, potom ¢’ ~ 6* a 6* mini-
malisuje tedy i Z(F, §), kde F je pravd distribuéni funkce. \

8) Apriorni pravdépodobnost & = (&, &) je déana &isly & = E({F,}), & = E({F,}) =
—1_¢,. ‘
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Za jistych dosti obecnych podminek je 6* Bayesovym feSenim vzhledem
k tak zvané nejméné piiznivé apriorni pravdépodobnosti £, jeZ je definovana
vztahem Z(d;) > Z,(d,) pro viechny apriorni pravdépodobnosti #, pfi éemz o,
a 4, jsou Bayesova feSeni vzhledem ke & a k 7.

Tato vlastnost ma dvoji vyznam:

1. Vede k odlivodnéni minimaxového feSeni v theorii her, kdy minimaxové
feSeni je Bayesovym feSenim za pfedpokladu, Ze protivnik hraje co nejlépe,
t. j. pro nés nejméng piiznivé.

2. Je dulezitd pro hledani minimaxové rozhodovaci funkce v daném statis-
tickém problému.

Tato vlastnost vSak téZ pusobi, jak se domnivam, dvoji nedorozuméni:

1. Svadi k odivodiiovani minimaxového FeSeni analogii s theorii her. ([16],
str. 25: ,,...we can hardly say, that Nature wishes to maximize Z(F, d).
Nevertheless, since Nature’s choice is unknown to the experimenter, it is per-
haps not unreasonable for the experimenter to behave as if Nature wanted to
maximize the risk“.) Takova analogie podle mého nazoru neexistuje a takové
pokusy o odiivodnéni jsou pravem napadany.

2. Namita se, Ze minimaxové Feseni je nevhodné, nebot je Bayesovym feSe-
nim k nejméné pfiznivé apriorni pravdépodobnosti &. Nemuzeme v8ak obecng
predpokladat (a ndm jde o obecnou definici optimalnosti), Ze & je konkretni
pravdépodobnost, nebot jednak konkretni pravdépodobnost vibec nemusi
existovat, nebo existuje, ale nezndme ji, nebo koneéné ji zname, ale muze byt
riznd od & Tato namitka, myslim, neni opravnénd. Zname-li konkretni
apriorni pravdépodobnost 7, pouZijeme Bayesova FeSeni d,. Minimaxového ie-
8eni pouzijeme jen tehdy, jestlize nam konkretni pravdépodobnost neni znama,
nebo neexistuje-li. Jestlize nezname konkretni apriorni pravdépodobnost # a ne-
pouZijeme Bayesova FeSeni vzhledem k 7, nemiZe to byt vytykano zs stejnych
divodd, jako nebyvd vytykano, Ze nevybereme pravé to deD, pro néz
W(F,d) = jnf W(F,d'), je-li F pravd distribuéni funkce. Pfitom je patrno z od-

‘eD

stavee 7, Ze k zavedeni minimaxové rozhodovaci funkce nds vedly jiné davody
ne? jeji vlastnost Bayesova feSeni vzhledem k nejméng p¥iznivé apriorni prav.
dépodobnosti. Ve skuteénosti pfi definici minimaxové rozhodovaci funkce jsme
pojmu apriorni pravdépodobnosti a tim méné pojmu konkretni apriorni pravdé-
podobnosti viibec nepouzili.

Dalsi namitky byvaji tyto: 1. Princip minimaxu vede k rozhodovacim
funkefm, které z jistych divodd, danych konkretni situaci, jsou nevhodné
(sloZity sekvenéni postup a pod.). 2. Z(F,d) byva velkd privé pro ta
F ¢ M, kterd neptichazeji prakticky v dvahu. V prvém piipadd byla tedy
zfejmé Spatné definovdna mnozina D, v druhém pkipadd byla bud Spatné
definovdna mnozina M, nebo jsme méli pouZit Bayesova feSeni. Ve dru-
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hém piipadé je oviem véc pondkud komplikovand, nebot existuje jeSté
tfeti moznost: Konkretni apriorni pravd&podobnost sice nezname, pies-
to v8ak se o nékterych prvecich F e I domnivame, Ze jsou pravdépodob-
néjsi, nez jiné. Jestlize tyto informace o mnozing M jsou takového razu,
Ze je muzeme vyjadiit odhadem ¢ konkretni apriorni pravdépodobnosti 7,
muzZe snad k vhodnym vysledkiim vést cesta naznacena v odstavei 8. Uvédo-
mime si, Ze na tuto metodu mozno pohlizeti jako na zobecnéni minimaxového
i Bayesova FeSeni statistického problému. Ziejmé & rovnému nule odpovida
minimaxové FeSeni a ¢ = 4 o0 Bayesovo. ' '
Koneéné se nékteri statistikové domnivaji, ze jiz pied theorii rozhodovacich
funkei statistika studovala mnohé problémy, Ze dosla pomérné jednoduchymi
metodami k elegantnim feSenim a Ze je mozno timto zptsobem postupovat déle.

V téchto piipadech §lo viak vidy spiSe o to, najit viibec néjakou rozhodovaci
funkei a nezkoumala se otdzka optimalnosti. Jestlize se tato otdzka zkoumala,
byla ¢asto optimalnost ne pfili§ vhodné definovana.

Piipomeneme pii této prilezitosti, Ze mnohé metody (jako na ptiklad testy
shody, analysa rozptylu) byly a jsou soustavné aplikovdny na jiné problémy,
nez pro které byly odvozeny, nebot tak zvanou nulovou hypothesu byva oby-
éejné mozno predem prohlasit za neplatnou a jeji zamitnuti je jen véci rozsahu
vybéru. Kdyz potom konstruujeme rozhodovaci funkei pro piesné formulovany
statisticky problém, dostavame podstatné jiné vysledky.

Vsimnéme si nyni nékterych klasickych (a nesekvenénich) feeni, jak byvaji
uvadéna v modernich udebnicich matematické statistiky.

Testovani hypothes. V ptipadé dvou jednoduchych hypothes podava
fedeni véta Neymann-Pearsonova, jez pro danou chybu prvniho druhu « udava
nejlepsi rozhodovaci funkei ¢, (minimalisujici chybu druhého druhu B). {d,} je
minimélni v podstaté uplny (D) systém rozhodovacich funkei (je-li D systém
0, = 7 v
i+ 7.) . Véta
Neymann-Pearsonova dava tedy stejné vysledky jako theorie rozhodovacich
funkei. Minimaxové FeSeni bude takova §,, pro niz bude x = .

vech nesekvehénich rozhodovacich funkeia je-li W(F;, d;) =

Pro sloZené hypothesy jedna z navrhovanych metod je princip nejvétsi véro-
hodnosti. Jsou vSak zndmy piipady, v nichZ tento princip vede ke zcela nesmy-
slnym rozhodovacim'funkecim [12].

V ptipadé testovani jednoduché hypothesy @ = @, proti slozené alternativni
hypothese ® + O, navrhovali nékteti autoii pouZiti lokdlné nejlepsich testi.
Tento princip se zda byt nepiijatelny, nebot ve vétsing statistickych pro-
blémi bude zavaznost chybného rozhodnuti riist s rostouci vzdalenosti pravého
parametru od @,. Birnbaum [3] konstruoval takovy lokélné nejlepsi test, jenz
pro kazdé O splitujici podminku (@ — @,| > ¢ (kde O je prava hodnota para-
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metru a ¢ je konstanta zavisejici jen na velikosti testu «) je horsi nez viechny
ostatni testy.

Odhady. V theorii bodového odhadu nezndmého parametru je nejvétsi
duraz kladen na.nestranné odhady. Mezi témito odhady ¢asto existuje odhad
s miniméalnim rozptylem; takovy odhad se poklada za nejlepsi.

Theorie rozhodovacich funkei nedavéa tak jednoduché a jednoznacné reseni
(4plny systém rozhodovacich funkef obsahuje vic nez jeden prvek). Snadno viak
zjistime pro¢. Za obecnych podminek totiZ plati, Ze kazda p¥ipustnd rozhodova-
ci funkce je Bayesovym FeSenim vzhledem k néjaké apriorni pravdépodobnosti
([16], Theorem 3.20, str. 101). GirRSHICK a SAVAGE [9] dokézali dale, Ze Zadné
Bayesovo feSeni neni nestrannym odhadem, je-li W(0, g) = 4(O)(g — O), kdeg
je odhad parametru @ a A(@) je kladna funkce. To v8ak znamena, Ze za téchze
dodminek Zidny nestranny odhad neni piipustny.

V&imnéme si jesté principu invariance ([5], [12]). Zdalo by se, Ze tento in-
tuitivng velmi ptijatelny princip by mohl byt vhodnym pozadavkem na rozho-
dovaci funkce a %e by mohl vhodné zmensit néjaky tplny (D) systém rozhodo-
vacich funkei a tim usnadnit definici optimélnosti. Jestlize bychom nahradili
pivodni systém D systémem D vsech invariantnich é ¢ D, pak by moZni
minimaxové FeSeni tohoto pozménéného statistického problému mélo lepsi
vlastnosti. D4 se v8ak bohuZel ukazat, Zze tento postup neni obecné mozny,
nebot 1. za jistych pFedpokladi bychom dostali minimaxové FeSeni ptivodniho
problému, 2. za jistych piedpokladi by vSak toto feSeni vedlo k nepfipustné
(D) rozhodovaci funkei [12], [4]. Tim neni ov§em vyloucena pouZitelnost prin-
cipu invariance ve specidlnich pfipadech a to zejména ke konstrukeci mini-
maxovych feseni [13].

Naposledy si v8imneme tak zvané metody velkych vybéra. Rozsahlych vy-
béri pouzije vhodna rozhodovaci funkce tehdy, bude-li cena pozorovani malé
ve srovnani s hodnotami funkce W. Jinak oviem posuzovani a aplikace rozho-"
dovaci funkce 6, (vyZadujici pevny podet pozorovani N) podle limitnich vlast-
nosti posloupnosti {d,}, maze byt nanejvys heuristickou pomuckou; to je
praveé podstata metody velkych vybéri.

11. Konstrukce minimaxovych rozhodovacich funkci. Jenom kratce se zmi-
nime o tom, %e konstrukce minimaxovych rozhodovacich funkei pro dany sta-
tisticky problém byva znaéné obtiznd. Zjednoduseni se dosahne uvazovanim
néjakého v podstaté iplného systému. Piitom velky vyznam ma pouziti suffi-
cientni a transitivni posloupnosti statistik [1].

Upozornime jesté na dosti znaénou nesnaz spoéivajici v tom, Ze minimaxova
rozhodovaci funkce podstatné zavisi na definici daného statistického problému,
zejména na mnoziné M, kterd se bude v praktickych aplikacich ¢asto ménit.
Proto bude obtiZné podat FeSeni dosti obecné, ktera by se mohla dasto apliko-
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vat. Tak pfi prejimaci kontrole uré¢itého vyrobku nebude tieba pfedem odha~
dovati éetnost vadnych vyrobku celym intervalem (0, 1) a pro odhad této cet-
nosti nebude tedy minimaxovou rozhodovaci funkei odhad Hodges-Lehman-
nav [10].

Takovéto konstrukéni nesnaze v8ak nemaji mit podle mého nazoru vliv na
definici optimalnosti rozhodovaci funkce. MoZnd ostatné, Zze se béhem doby
nékteré obtize konstrukce odstrani a v jinych ptipadech Ze se najdou vhodné
aproximativni metody hledani minimaxové rozhodovaci funkce.

Zatim ovSem, kdyZz ma statistik fesit dany statisticky problém a nezna nej-
vhodnéj$i rozhodovaci funkei, je opravnén navrhnouti jinou rozhodovaci
funkei, pfi éemz by mél znat alespoii néjaky odhad jeji ztratové funkce. Na
odmitnuti fesit takovy problém se totiz muZeme divat jako na specidlni roz-
hodovaci funkei s jistymi disledky a s uréitou ztratovou funkei. Odmitnuti se
pak mize ukazat horsi, nez néktera z rozhodovacich funkei, jez statistik zna
a muzZe pouzit.

14. Zavér. Ukazali jsme, jak theorie rozhodovacich funkei hodnoti jednotlivé
rozhodovaci funkce podle jejich ztratovych funkei a jak z tohoto hodnoceni
vyplyva éasteéné usporadani rozhodovacich funkei.

Protoze toto ¢asteéné usporadani vétsinou neurduje nejlepsi prvek, je k jeho
stanoveni t¥eba dalsiho principu. Takovym principem je princip minimaxového
FeSeni. '

Minimax neni ovSem jedinym moznym Ffesenim. Ukazali jsme vyznam a po-
uziti Bayesova feSeni, je-li znama konkretni apriorni pravdépodobnost, a zmi-
nili jsme se o kompromisnich, t. zv. subminimaxovych FeSenich.

Zabyvali jsme se téZ nékterymi jinymi pozadavky, na p¥. nestrannosti a in-
varianci, a ukazali jsme, Ze nemohou byt ptijaty za obecné kriterium vhodnosti
rozhodovacich funkei.
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