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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 81 (1956)

O PROJEKTIVNIM POJETf TRANSLACNICH PLOCH

VACLAV HAVEL, Praha.

(Doslo dne 15. Gervence 1955.) DT:513.735

V &lénku je studovano zobecnéni translaénich ploch. Ridici i tvotici
kiivky jsou nahrazeny obecnymi podmnoZinami afinniho prostoru (resp.
projektivniho prostoru) se soufadnicemi z daného t&lesa. Uvahy uzce
souvisi s theorii souétovych ttvart v daném afinnim prostoru, resp. se
zobecnénim této theorie pro prostor projektivni.

Podnétem k této poznamece byla mi ¢ast referatu [1] prof. Fr. KADERAVKA;
prof. Kadefavek se zminil o uziti translaénich ploch p#i ziizovani kleneb
z tenkého betonu (zejména pii restauracnich pracich na stavebnich paméat-
kéch) a o moZnosti uziti novych ploch, které se jevi jako ptirozené zobecnéni
ploch translaénich. Omezuji se na uvahy theoretického razu, pfi ¢emz mi jde
predevsim o definici tvart, které nemusi byt nutné plochami; prostor, v némz
jsou tyto utvary definovany, je afinni prostor se soufadnicemi z télesa 7', resp.
projektivni roz§ifeni tohoto prostoru. Avsak pii zkoumani podminek, za nichz
definovany utvar je plochou, omezuji se pro jednoduchost na prostor euklei-
dovsky, resp. na jeho projektivni rozsiteni. Radu projektivnich vlastnosti
novych ploch lze odvodit z vlastnosti ploch translaénich; z toho dévodu jsem
se touto véci nezabyval. Diferencidlné geometrické vlastnosti, potiebné
zejména pii statickych vypoétech, dekaji oviem na své zpracovani.

1. Piedmétem naseho vySetfovani bude nejprve afinni n-rozmérny prostor
A, se soutadnicemi z nékterého télesa 7' charakteristiky p = 2.

Definice 1. a) Necht plati 'k, 2k C 4,, K ¢k N 2k. Pak ke kazdému X €2k
piitadme mnozinu 'k, vzniklou z mnoziny 'k posunutim o vektor KX. Sjed-
noceni Y 'k, oznaéme 7', (1k, 2k) (t. zv. translaéni dtvar).

Xetk

b) Necht 1, 2lC 4,,. Pak sjednoceni U {'L -+ 2L} ozna¢me S(1I, 2) (t. zv.

1Lele,? Lete

souctovy dtvar).
¢) Necht %,%C A,. Pak sjednoceni U {}(*L + 2L)} oznaéme S(,2)
1Le'e,2Le%e
(t. zv. stfedovy dtvar).
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Zvolime-li 'k = 2k = {K, L}, pak ziejmé rovnost mezi mnozinami 7', ('k, 2k),
T, (*k, 2k) neplati. Bod K v def. 1a) je tedy pro uvedenou definici podstatny.
Dale si v8imnéme, e mnoZina C z def. 1¢) nezavisi na soufadnicovém systému.

Véta 1. a) Plati-li pfedpoklady z def. 1a), pak T, (*k, 2k) = T (%k, k).

b) Plati-li predpoklady z def. 1a) a je-li bod K poéitkem, pak T(‘k,%k) =
= S(k, %k). '

c) Platt-li predpoklady z def. 1a) a je-li bod K poédtkem, pak T,(*k,%k) =
= C(2. %, 2.2k). Naopak, je-li 11,2l C A, a je-li poldtek stiedem dvou riznych
bodé B e, B e, pak C(1,2) = Ty} .4, 3 .%).

Dtkaz. a) Mnozina 7' .('k, 2k) mé za své prvky body X + 2X — K, kde
1X ek, 2X e2k. Zvolime-li podatek v bodé K, pak Zadana symetrie je ihned
patrna. Z dikazu tvrzeni a) plyne jiz dukaz obou zbyvajicich tvrzeni b—c).

Obsahem véty 1 je zobecnéni znamych vlastnosti transla¢nich ploch euklei-
povského prostoru, a to vlastnosti o obou systémech zakladnich kiivek translaéni
plochy, dile o tom, Ze kazda transla¢ni plocha je soudtovou plochou dvou
kiivek a Ze kaZd4 transladni plocha je sttedovou plochoudvoukiivek. Nami
uzity dikaz zd4 se byt daleko jednodussi (a pfi tom obecnéjsi), nez dukazy
obvykle uzivané (viz ku p¥. [2]).

V dalsi véte predpokladejme, Ze prostor 4, je realny eukleidovsky prostor
E;. , Ktivkou* a ,,plochou‘ budeme rozumét jednoduchou ktivku a plochu.

Véta 2. Jsou-li 1,2 kfivky, pak mnoZina C(1, %) je plochow, prdvé kdyZ pro
Zddnou dvofici pFimek 'p || *p neplati 11 C 'p, 2 C *p.

Dikaz. Predpokladejme, ze kiivky !, 2l maji parametrické rovnice x = f,(v),
Y =f(v), 2= fyv), resp. x = g,(w), ¥ = ga(w), z = gs(w). Pak mnozina
C(1,2%l) ma parametrické rovnice 2x = f,(v) + g,(w), 2y = fo(v) + ¢q(w),
2z = f4(v) + g5(w). Oznatme dale %, ,, hodnost matice

‘0z Oy oz fiw) fiv)  fal)
_ ov’ ov’ ov 2 9 0’ T2
or oy oz | giw) g(w) gy(w)
ow’ ow’ ow 2 T2 T2

Nyni dokdZeme pomocné tvrzeni: Nerovnost b, , < 2 je splnéna identicky
v argumentech v, w, kdy% a jen kdy% plati nékterd z téchto dvou podminek:

L. fi(v) = fa(v) = f3(v) tdenticky v argumentu v, g,(w) = g4(w) = g5(w) iden-
ticky v argumentu w.

2. Funkce f;, g; jsou konstantnt a platt f; = q . g; pro nenulové qa proi = 1, 2, 3.

Je-li totiZz néktery z prvka matice M konstantni funkei, pak je konstantni
funkei téz kazdy prvek, stojici v témzZe fddku s pivodnim prvkem. V opaéném
piipadé by existovala dvojice v,, w, tak, Ze k,, , = 2, a to je hledany spor.
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Jsou-li prvky téhoz tadku matice M od sebe riizné nekonstantni funkce, pak
opét existuje dvojice vy, w, tak, ze h,, ,, = 2; to je opét spor. Pomocné tvrzeni
je tim dokéazano.

Z pomocného tvrzeni plyne ihned dikaz pouéky 2; podminka 1, resp. 2
znamend totiZ, Ze kiivky 1, 2 jsou poloZeny na dvou rovnobéinych piimkach.

Definice 2. Pfedpoklidejme, Ze mnoziny 'k, 2k C 4, maji spoleény bod K
a %e nadrovina ¢ méa s obéma mnoZinami 'k, 2k prazdny prinik. Kazdému
X e pritadme mnoZinu 'k, tak, Ze 1) je-li K = X anebo K + X, KX || o,
pak 'k, vznikne u 'k posunutim o vektor KX; 2)je-li K + X, {S;} = KX n p,
pak 'k, je obrazem mnoziny 'k v homothetii o stiedu S,, v niZ K je vzor

a X jeho obraz. Sjednoceni U 'k, oznafime H, ,('k, %k).
Xek

V&imnéme si, Ze z metrického hlediska neni dtvar 7' z def. la) specialnim
piipadem ttvaru H z def. 2. Je-li v eukleidovském prostoru atvar 7' plochou,
dostavame ztejmé translaéni plochu. Je-li obdobné utvar H plochou, dostaneme
plochu, kterou zavedl ponékud odlisnym zpisobem prof. Kadetavek; specialni
piipady takovéto plochy byly navrieny pro klenby z tenkého betonu nad
obecnym ¢&tyrihelnikovym pidorysem. Souvislost mezi atvary 7', H osvétlime
v piistim odstavei.

2. Déle budeme vySetiovat m-rozmérny projektivni prostor P, se soufad-
nicemi z nékterého télesa 7T' charakteristiky p == 2.

Definice 3. Necht !, 2 C P, a necht nadrovina ¢ m4 s obéma mnoZinami
11, 21 prazdny prianik. Ke kazdé dvojici 'L € !, 2L € 2 ptifadme bod X., ., tak,
ze 1) X,,,, = 'L v piipadé 'L ¢ n 2l; 2) (\L2L 0 0, X, L,2L) = — 1 v pii-
padé, Ze 'L ==2L.

Sjednoceni U {X.,.} oznatme P, (', %).
1Lel],2Le]

Utvar P z def. 3 je zfejmé zobecnénim ttvaru C z def. 1b; piechod od P k C
lze uskuteénit v rameci pfechodu od prostoru P, k prostoru 4, (nadrovina
o prohlasena za nevlastni).

Za ptedpokladi z def. 3 plati P,(,2l) = P,(¥, ). Dukaz je snadny.

Projektivni zobecnéni Gtvaru 7' z def. la, resp. Gtvaru H z def. 2 je dosti
slozité: Necht plati 'k, 2k C P,, K ¢k n 2k; necht dale g, o jsou nadroviny,
které maji s obéma mnozinami 'k, 2k prazdny prunik. Kazdému bodu X ek
piitadme mnozinu 'k, tak, ze 1) %k, = k; 2) je-li K = X, pak k; je obrazem
mnoziny 'k v kolineaci o stiedu KX n p, nadroviné samodruznych bodi ¢

a o vzoru K s obrazem X. Sjednoceni U 'k, oznatme §,, ,('k, k).
Xek

Lze dokazat, Ze ke kazdému utvaru § existuje jemu rovny tdtvar P z def.
3 a naopak. Tim se vS8ak jiz zabyvati nebudeme.

Utvar H z def. 2 je specidlnim pfipadem ttvaru § (je-li nadrovina o nevlastni),
a tedy téz specialnim piipadem utvaru P.
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Dulezity ptipad nastane, kdyZ prostor P, je trojrozmérny realny projektivni
prostor. Z poudky 2 lze pak odvodit (na zakladé vzajemného piechodu mezi
eukleidovskym prostorem a mezi odvozenym projektivnim prostorem): Utvar
P,(',%) je plochou, pravé kdyz neexistuje Zidnd dvojice pfimek 'p,2p se
spoleénym bodem v roviné o, pro néz by platilo 1 C 1p, % C 2p.

Jsou-li 1, 2/ kiivky prostoru E,s parametrickymi rovnicemi jako v dikazu
poutky 2 a ma-li rovina ¢ rovnici z = 0, pak parametrické rovnice dtvaru
P11, %) (s vyjimkou sttedu usedek 1L2L rovnobéznych s rovinou ¢) jsou:

_ fs(”)
x = f,(v) — F@) + ga0) (fi(v) — g,(v)),
v = ho) — =B (1) — gy
2 = ho) — )’i:’g (Fa0) — galo0) -

Po upravé lze tyto rovnice piepsat do tvaru

f1(v) ga(w) + f5(v) g,(w) y = fa(v) ga(w) 4+ f3(v) go(w)
f3(v) + gs(w) ’ f3(v) + gs(w) ’

_ 2. f3(v) gs(w)
fs(¥) + gs(w)

Definici 3 lze rozsitit i pro pfipad, kdyz (asociativni, resp. komutativni)
téleso T' nahradime alternativnim télesem. Pro n > 3 nedojdeme k Zadnému
zobecnéni, ponévadz piislusny alternativni projektivni prostor je desarguesov-
sky. Pro n = 2 nahradi se projektivni desarguesovskéd rovina rovinou alter-
nativni, v niZ definice 3 nepfestava mit smysl. Dalsi zobecnéni jiz neni mozné
vzhledem k ekvivalenci véty o iplném &étyrrohu (resp. malé véty Desarguesovy)
a k zavedeni soutfadnic z alternativniho télesa (viz [3], [4]).

xr =
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Pesiome

O MPOEKTUBHOM NMOHUMAHUM MOBEPXHOCTEMN
NBUKEHUSA

BAIJIAB I'ABEJI (Véclav Havel), IIpara.
(Iocrymuiro B pegaknuio 15/VII 1955 r.) DT: 519.51

B cratre o6obuena ciepyouias reopema:

Ecau 1k, 2k — xpusvie, ae ncawyue 8 mperMeprom egraiUI0BOM NPOCMPAHCMEE
u ne ydosaemsopawwgue coommoutenusrm *k C p, %k C %p,*p | %p (p,%p —
npamule), Mo MHOMCECMBO cepedurn ompes3kos, coedunsiowyur mouku X, 2X
(*X € k), s6asemcs nOGePLHOCMBIO DBU HCEHUL, 6CAKYI0 NOBEPTHOCMY 06U HCEHUR
MOMCHO NOAYUUMb MAKUM CNOCOOOM.

ABTOp 3aHMMaeTcsA MCCJEOBAaHMEM n-MepHOro mpocrpascrBa [esapra D,
U i JAHHOTO MHOKecTBa Touek %k, 2k C D, u pna runepmiockoctn ¢ C D,
BBOJHT OIIpefieIeHe MHOKecTBA ToYeK X , 00JIaalolIuX CIIeAYIOLUIM CBOHCTBOM:
Yersepra touer 1X, 2X, X, 1X2X n g (rme ‘X e %k u 1X == 2X) rapMonuysa.

Ecnun nepeiitu or mpocrpaucrra D, ® COOTBETCTBYIOIEMY aMHHOMY IPOCTPAH-
cTBy A,, TO HEKOTOpHE H3 CBOMCTB YKA3aHHOIO MHOMKECTBA OKA3KIBAIOTCHA
06001IeHeM HEKOTOPHIX CBOHCTB MOBEPXHOCTEH ABIKEHUA. ITHM 00CTOATENIb-
CTBOM IIOJIb3YETCS ABTOP B CJIydae TPeXMepPHOTO AeHCTBUTEIHHOTO IPOCTpaH-

CTBA; IOJYYEHHBIC PEe3YyJbTAaTHl MOMKHO IPHMEHATh HA TpaKTuke (GeToHuEbIe
000JI0YKOBEIE COOPYKEHHS).

Summary

ON THE PROJECTIVE CONCEPTION
OF TRANSLATION-SURFACES

VACLAV HAVEL, Praha.
(Received July 15, 1955.)

In this paper this theorem is generalized:

Let 'k, 2k be curves of given 3-dimensional Eucleidean space so that the relations
% C 1p, 2%k C 2p, 'p||®p (‘p,2p are lines) is not true. Then the set of centres of
pornt-parrs X, 2X (‘X e‘k) 1is the translation-surface; in this manner every
translation surface may be obtained. .

The author investigates the n-dimensional Desarguesian space D, and de-
fines for two given point-sets 1k, 2k C D, and for the hyperplane ¢ C D, the
set of points X with this property:
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The quadruple X, 2X, X, 1X2X n g (where ‘X € ik and 'X = 2X) is harmo-
nie.

Changing the space D, to the affine space 4, the mentioned set obtains
some properties which generalise some properties of the translation-surfaces.
This fact is used in the 3-dimensional real case for the definition of the surface,
which is applicable in the technical practice (the concrete constructions of
schell-vaults).
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