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Casopis pro péstovini matematiky, rok. 81 (1956) -

VETA O SUBSTITUCI PRO DENJOYOVY INTEGRALY

KAREL KARTAK, Praha.
(Doslo dne 27. fijna 1955.) DT:517.65

V 8lanku je dokézéno nskolik v&t o substituci. Z odvozenych vét ply-
ne na pf. formule

g(x )
f i) & = 1800 16,

kde kladné funkce G je neuréltym Perronovym integrélem funkee g v in-
tervalu <(a, b)>. )

I. Uvod

(1,1) Nejprve zavedeme nékterd oznadeni a umluvy. Je-li V(x) néjaky
vyrok, pak {z|V(z)} znamend mnoZinu téch x (z néjaké zdkladni mnoZiny K),
pro néz V(z) je pravdivy. Je-li £ néjakd mnoZina realnych &isel, pak symbol
|E| znadi jeji vnéjsi Lebesgueovu miru. Funkcemi se rozumdji koneéné realné
funkce. Symbol Q(f; E) znali oscilaci funkce f na mnoZing' E. Budeme psat
F e Lip 1, jestlize existuje M > 0 tak, Ze plati |F(z) — F(y)| < M|z — y| pro
viechna ¢&isla , y z defini¢niho oboru.

(1,2) V integralnim poétu se dokazuje formule

f)/ z) dz = ff (1)) ¢'(t) dt (S)
oo

za predpokladu, Ze funkce f,  spliiuji jisté jednoduché podminky; integral se
obvykle pojimé ve smyslu Newtonové nebo Riemannové. Je pfirozené zabyvat
se platnosti formule (8) pro obecn&jii definice integralu. Tak pro Lebesguetv
integral se dokazuje véta o substituci za téchto podminek:

(1,3) Vé&ta. Bud | lebesgueovsky integrovatelnd v intervalu {a, b>. Bud ¢ abso-
lutné spojitd a neklesajict v intervalu {x, B>, necht a < ¢(t) < b pro vdechna
t e {x, ). Pak platt formule (S).
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Dikaz. Viz na pfiklad [1], str. 55.
b

"y v , ; , 9(z) a(b)
(1,4) J. Marix p019z11 otazku, zda plati formule f G@) dr =1g Ga)’

je-li kladné funkce @ neurditym Perronovym integrdlem funkce g v intervalu
{a, b).') V tomto élanku ukiZeme, Ze odpovéd je kladné; dokdZeme obecndjsi
vétu (2,7). Dikaz této véty nebudeme provad&t pro Perroniiv integral, t. j.
pfimou konstrukei majorant a minorant, nybrz pro jemu ekvivalentni t. zv.
Denjoyiv integral v uzs$im smyslu (D,-integral); vzhledem ke zminéné ekvi-
valenci se také ¥ika Denjoy-Perrontiv integral.

II. Denjoy-Perroniiv integral

(2,1) Je zndmo, Ze theorii Lebesgueova integrilu je moZno vybudovat
deskriptivng, totiZz tak, Ze se vyjde z vlastnosti neurditého integralu, t. j.
absolutné spojitych funkei. P¥i definici Denjoyova D,-integrdlu budeme po-
stupovat také deskriptivné. Nejprve uvedeme nékolik definic.

(2,2)  Definice. Funkce F bud spojitd v intervalu {a, b>; necht E C (a, b).
Rekneme, %e F je absolutné spojitd na E, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje
é > 0 tak, zZe

n
(@, <b <a,<b,<...<a,<b,a,b ek, 3 (b, — a;) < 8) =>
i=1

= éllF(b,-) —Fa)| <e.

(2,3) Definice. Necht E C (— o0, ), — 0 < & < f < oo.de-li B n (%, f) =+
= ¢, pak budeme mnoZinu £ n {«, #> nazyvat porci mnoZiny K.

(2,4) Definice. Bud F spojité funkce v intervalu (a, b). Rekneme, Ze F je
zobecnénd absolutné spojitd funkce v uZ&im smyslu na {a, by, nebo kratce, Ze
F je ACG,, jestlize kaZzda uzav¥end mnozina E C {a, b) obsahuje porci II C B
tak, Ze

() F je absolutné spojita na I,

(B) tada oscilaci funkce F na intervalech styénych k mnoziné I7 konverguje.

Poznamka. P¥ipojme bez diikazu tyto zédkladni vlastnosti funkei ACG,:
Ka#dd funkce ACG, md skoro viude komelnou derivaci. Je-li F ACG, a je-li
F'(z) = 0 skoro vSude, pak F je rovna konstanté.

(2,5) Definice - D, -integrdlu, Bud. f funkce definovans skoro vsude
v-intervalu <a, b). Rekneme, %e f je D*-integmvatelnd na intervalu {a, b),

1) Definici Perronova. integrélu a dikazy jeho zé,kladnich viastnosti je moZno najit
v knize [2] nebo 8lénku [3].
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jestliZe existuje funkce F tak, Ze F' je ACG, na (a, b) a plati F'(x) = f(z) pro
skoro viechna z € {a, b). PoloZime pak

b
i (Dy) [ f(z) dx = F(b) — F(a) .

Vzhledem k poznédmce v (2,4) je integral urden jednoznaénd. Poznamenejme
b
dile, ¥e [F'(x) dx = F(b) — F(a); je tedy vztah mezi primitivni funkei a de-
[
rivaci symetricky jako v piipad® Lebesgueova integrilu.

(2,6) Véta (Hake-Looman-Alexandrov). Perrondiv tntegrdl funkce f v tnter-
valu {a, b) existuje, kdyZ a jen kdyZ existuje Denjoyiv D, -integrdl. Oba integrdly
majt pak stejnou hodnotu.

" Dukaz: [2], kapitola VIII, § 3. Tato véta umoziiuje pfevést studium Per-
ronova integrédlu na studium Denjoyova integrilu.

Nyni pfejdeme k v&tdm o substituci.

(2,7) Véta. Bud | funkce v intervalu {a, by. Necht existuje funkce F, tak, Ze
FieLipl a Fi(x) = f(x) af na spoletnow mnofinu bodé v {a,b>. Necht ¢ je
ACG, na {x,B), a < g(t) < b pro telx, ). Pak plati formule (S) (kde
sntegrdl na pravé strané je D, -integrdl).

Dokézeme nejprve tuto pomocnou vétu:

(2,8) Lemma. Bud F ¢ Lip 1 na {a, by, bud ¢ ACG, mna {x,B>. Necht je
a < g(t) < b pro kafdé t € {x, B). Pak slofend funkce F(p) je ACG, na {«, B).

Dikaz. Bud £ uzaviens st intervalu {(«, ). ProtoZze funkce ¢ je ACG,
na {x, f), existuje porce IT mnoZiny E tak, Ze ¢ je absolutné spojitéd na IT a
fada oscilaci ¢ na intervalech styénych k IT konverguje. Protoze F e Lip 1,
existuje M > 0 tak, Ze |F(2') — F(z")| < Mz’ — 2”|, kdykoli «’, 2" € {a, b);
je tedy

n n

2 [Pp(80) — Plgle)| < M 3 lplB) — 9l

= i=
kdykoli «;, f; € {x, ). Odtud snadno plyne, Ze funkce F(p) je absolutné spo-
jité na II. Pro libovolny interval I C {«, B) plati

QF(p); 1) = suplF(g(t) — Flo(t)| < MLp: D)5
t',t"e
fada oscilaci funkce F(p) na intervalech styénych k IT je tedy také konver-
gentni. '
Pristoupime k dikazu véty (2,7). Poloime F(z) = [f(t)dt, a <o < b.

Je tedy F = F, + ¢, kde ¢ je konstanta, takie také F e Lip 1. Podle (2,8) je
@ = F(gp) ACG, na (o, B>. Dokézeme, Ze plati [F(p())]’ = f(¢(t)) ¢'(t) skoro
viude v (&, f). Budte 2,, z,, ... ty body z intervalu <a, b, pro které neplati
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F'(z) = f(z). Bud E; = {t|t e (x, B, p(t) = x,}. Protote ¢ je spojité, je E,
uzaviend. Bud E; = S, u D, (i = 1, 2, ...) rozklad E, na spotetnou a doko-

nalou &st. Bud N = {¢|p'(t) neexistuje}. Pak Q = U 8; u N je mnoZina miry

nula. DokiZeme, %e pro #, € (x, f> — @ jo D'(t,) = f(tp(to)) ®'(o)-
(A) Budt, € D, pro nékteré i. Podle predpokladu ¢'(f,) existuje; plati

¢(t) = lim P =) _ gy g,
t—t, t—to z_;)g’
eD¢

Jestlize t € E;, je
F(p(t) — F(o(t) | _ )F ((2)) — F(9(%))

_’f?(t) — <P(to)‘ <M lw(t) — @) |.

t— 1t P(t) — @(to) t — 1ol t—1 ’
joli te By, ¢ + fo, jo oviem |F ) — f’ @) | _ 9. 0dtud plyne ihned
: ]
@'(4) = lim Fe®) - f @) _ o — fg(t) ¢'(t) -

(B) Necht foe€ U D,. Pak plati F'(¢(t,)) = f(p(t)) & ¢'(t,) existuje. Vztah

plyne z véty o demvacl funkece sloZené.
Funkce F(p) je tedy ACG, a skoro vSude v {x, 8> plati [F(p)]' = f(p) ¢'s
/4

takie [f(p(t)) ¢'(t) dt = F(#(B)) — F(p(x)). Déle je F « Lip 1, F'(x) = f(z) aZ

na spoéetnou mnozinu; F je tedy tim spiie absolutné spojita, F'(z) = f(x)
()
skoro viude v (a, b), takze f f(x) dx = F(p(B)) — F(p(x)). Tim je véta (2,7)

dokézéna.

Poznimka. Predpoklady véty budou zfejmé splnény, bude-li f spojita.
Obecnéji mizeme predpokladat, Ze f je omezené a Ze existuje spojitd F tak, Ze
F'(x) = f(x) s moZnou vyjimkou spoéetné mnoha z e<a,b)>. Pak je totiz
F neurditym Perronovym integradlem funkce f (viz [3], str. 129), a z omezenosti
f ztejmé& vyplyvé F e Lip 1.

(2,9) V&imnéme si nyni tvrzeni, které vznikne, zaménime-li v (1,3) Lebes-
gueuv integral D, -integrdlem. DokaZeme, Ze toto tvrzeni je pravdivé; uzijeme
pii tom postupu, kterym dokézal G. P. Tolstov obdobnou v&tu pro Denjoy-
Chinéintv integral (o tom viz odstavec III tohoto &ldnku).

(2,10) V&ta. Necht funkce F je ACG, v intervalu {a,b). Bud ¢ absolutné
spojitd a neklesajict v intervalu {x, B); necht a < ¢(t) < b pro véechna t € {«, ).
Pak funkce F(p) je ACG, v intervalu {«, B).

Dikaz. Funkce F(p) je ziejmé spojitd v intervalu {x, 8. Bud P uzavfend
mnotina, P C {x, f); potom je ¢(P) = {z|z = ¢(t), t ¢ P} rovndi uzaviend.
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Podle predpokladu existuje porce II mnoZiny ¢(P) tak, %e funkce F je abso-
lutnd spojita na I7 a %e fada oscilaci funkce F na intervalech sty&nych k I7 kon-
verguje. MiZeme psat II = {c,d) n @(P), pii dem% (c, d) n ¢(P) % §. Bud
(p, 80 = @7 e, &) = {tle < ¢(t) < d}. Ztejm& (y,8) n P += @, tak¥e S =
= {y, 6> n P je porce mnoziny P. Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce F je absolutnd

R ; n .
spojitd na I1, existuje 5> 0 tak ¥e plati Z |F(y,) — F(x,)| < e, kdykoli

xl<?/1<xz<:l/z_<_ <ﬂ'f‘n—<—ym x;, y; € 11, Z(y.—x)<n Protoze

funkce ¢ je absolutnd spopta, existuje ¢ = (5(77) > 0 tak, Zze ze vztahi x <

Stl<vlgtg<v,£...gtm<vmgﬂ, Z (v; — t;) < 6 plyne Z(qo(v,) —
j=1 j=1

. m
— @(t)) <n. Plati-li nyni ¢, <v, < ... <, < Op, i, v; €8, Z (v, —t) < 6,

i=

Plati ¢(t), ¢(v.) 1T, 3, (p(v) — @(t)) <71, tedy Z [F(g(v:)) — Flp(t)] <.
Tim je dokézéno, Ze funkce F(¢) je absolutné spoyta na 8.

Budnyni (x,, §;) styény interval mnoziny 8, tedy x;, 8, € S, (4, f;) n 8 = 0.
Je-lig(x,) = @(B,), je funkee F(p) konstantni v (x4, B), takie Q(F(¢); (x4, B1))=
= 0. Je-li v8ak ¢(x;) < @(B,), pak interval (p(x,), @(8,)) je styénym intervalem
mnoziny IT a ziejmé plati Q(F(¢); (%1, 1)) = L2(F; (¢(x,), ¢(8;))- Odtud plyne
ihned, Ze také fada oscilaci funkce F(p) na intervalech styénych k S konver-
guje. Tim je véta dokdzana.

(2,11) V&ta. Bud f funkce D, -integrovatelnd v intervalu {a, b>. Bud ¢ absolutné
spojitd a neklesajict v intervalu {x, B; necht a < ¢(t) < b pro vdechna t e {«, ).
Pak platt formule (S).

Dikaz. Uvedme nejprve dvé pomocné véty; jejich dikazy a dalsi odkazy
(pro obecnéjsi predpoklady) jsou podany v [4].

(2,12) Necht F je AOG, v {a,b); mecht ¢ je monotonni v {x, > a necht
a < ¢(t) < b pro vdechna t € {x, B). Polofme D(t) = F(¢(t)) pro t e {(x,p). Po-
tom md @ derivaci skoro v¥ude v {x, B> a skoro véude v {x, ) plait

&t) = F'(g(t)) ¢'(t) mebo @'(1) = ¢'(t) = 0.

(2,13) Bud ¢ absolutné spojitd v intervalu I; bud E C I. Necht platt |{z| x =
= g¢(t), te B}| = 0. Potom je ¢'(t) = 0 skoro véude na E.

Bud nyni F(z) = f/(y) dy. Podle (2,10) je funkce @ = F(p) ACG, v m-

tervalu (x, ). Bud E mnoZina téch ¢ e {x, ), pro né&% existuje vlastni ¢'(¢) 3 0,
ale neplati @'(t) = f(¢(t)) ¢'(t). Pro ¢ ¢ E tedy neplati F'(¢(t)) = f(¢(t)); protoze
viak F'(x) = f(x) skoro vdude v (g, b)>, mé mnozina ¢(£) miru nula a podle
(2,13) je ¢'(t) = 0 skoro vSude na E, takie ma té%Z mnoZina K miru nula.
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Podle (2,12) je @'(t) = 0 skoro vSude tam, kde je ¢'(t) = 0; je tedy D'(¢) =
= f(¢(t)) ¢'(t) pro skoro viechna ¢. Dostivime tak opravdu

B ®(B)
JH@(®)) ¢'(2) dt = D(B) — P(x) = F(p(B)) — F(p(x)) = [ f(x) d=z .

©(x)

Tim je véta (2,11) dokézéna.

III. Denjoy-Chinéiniiv integral

(3,1) D, -integral, o kterém jsme pojednavali v odstavei II, zavedl A. DENJOY
v roce 1912, Ve sdélenich z roku 1916 zavedli Denjoy a CHINCIN dalsi zobec-
néni integralu; oznaéme je podle [2] kratce D-integral.

Definice D-integralu zase vyzaduje predb&iného zavedeni dalSich pojmi
a v&t. Omezime se na velmi struény piehled. Pro podrobny vyklad viz [2].
Je-li A bodové mnozZina a 2, je jejim hromadnym bodem, pak je moZno zfej-
mym zplisobem definovat lim F(z), kde F je funkce definovana na A. Je-li

T

yed
E néjaké mnoZina redlnych é&isel a I interval, pak funkei miry mnoZiny F na-
zveme funkei intervalu Lg(I) = |E n I|. Existuje-li limita lim LrI(Ir) , kde
n—»o0 n

zel, pron=1,2,... a délka I, se bliZi k nule, nazveme ji derivaci funkce
Ly v bodé z a oznadime Lg(z); body, v nichZz je Ly(z) = 1, nazveme body
hustoty mnoziny E. Zfejmé Zadny isolovany bod mnoZiny ¥ neni jejim bodem
hustoty. Rekneme, e funkce F mé v bod® z asymptotickou derivaci, ma-li
derivaci v bodé z vzhledem k métitelné mnoZiné E, kde z je bod hustoty mno-
F(y) — F(x)

ziny E?) (t. j. existuje lim
Yy
zeE

ve smyslu pfedchozi poznimky);

oznadeni F (x).3)

Dtive, nez piejdeme k definici D-integrélu, zavedeme je§té funkce ACG (zobec-
néné absolutné spojité); fekneme, ze F je ACG na {a,b), jestlize splituje
podminky z (2,4) pro funkce ACG, s vyjimkou podminky (B), které nemusi
vyhovovat; je tedy ACGQ, C ACG ve zfejmém smyslu. Pro funkce ACG plati
tyto zdkladni véty: KaZdd funkce ACQ md skoro v¥ude asymptotickow derivaci;
je-li asymptotickd derivace funkce ACG skoro vSude rovna nule, je tato funkce
konstantni. Ted je moZno zavést D-integral podobné, jako byl zaveden D, -in-
tegral v (2,5). ' ' S

(3,2) Definice D-integrélu. Bud f funkce definované skoro viude v intervalu
{a, b). Rekneme, Ze f je D-integrovatelnd na {a, b}, jestliZe existuje funkce F tak,

2) V [2] jsou uvedeny ponskud jiné definice.
3) D4 se dokézat, e hodnota derivace nezévisi na volbé E.
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¥e F je ACG na (a,b) a jeji asymptoticks derivace se rovné f(x) pro gkoro
viechna z e {a, b). PoloZime pa.k

B (D) ff(x)dx F(b) — F(a) .

Vzhledem ke tvrzenim o funkeich ACG na konci (3,1) je &islo F(b) —F(a)
urdeno jednoznaénsé.

Piejdeme k vétam o substituci. UZ jsme se zminili o tom, Ze G. P. TorsTov
dokazal pro D-integraly vétu obdobnou vété (1,3) pro Lebesgueovy integraly.
Vyslovme jeji ptesné znéni.

(3,3) Véta. Je-li f D-integrovatelnd na {a, by, a je-li ¢ absolutné spojitd a ne-
Elesajict na {x, B, pfi éemZ a < @(t) < b pro t e {«, B, pak platt formule (S).
" Dikaz. [4], str. 19—22,

Viimn&me si ted véty (2,7); dokdZeme, Ze je ji moZno zobecnit pro piipad
D-integralu.

(3,4) Véta. Bud f funkce v {a, b)y. Necht existuje funkce F, tak, Ze F', ¢ Lip 1 a
Fi(x) = f(x) a na spoletnou mnoinu bods v {a, b). Necht ¢ je ACG na {x, p>,
a < g(t) < b pro viechna t e {«, B). Pak plati formule (S) (kde integrdl na pravé
strané je D-integrdl).

Dikaz. Zéklad dikazu tvofi nésledujici elementédrni pomocné v&ta, zobec-
fiujici vétu o derivaci funkce sloZzené (vude se rozumi vlastni derivace):

(3,5) Bud F funkce definovand v intervalu (a,b); mnecht z,e (a,b), F'(x)
existuje. Bud ¢ definovdna na mnofiné B, t, ¢ E, ¢(t,) = %o, t, bud hromadnyj bod
mnotiny E, py(t,)*) necht existuje. Pak plati [F(p(to))]x = f(9(to)) #a(to)-

Dikaz se provede obvyklou methodou.

Nyni je dukaz v&ty (3,4) analogicky dukazu véty (2,7). Pfedeviim se lehce
dokaze, %e F(p), kde F(z) = f f(w) du, je ACQ na {«, f>. Konstruujme mno-
tiny E,, 8,, D; jako v ditkaze (2,7). Bud N = {t|p.,(t) neexistuje}. Pak @ =
= ‘Ul 8;uN je mnoZina miry nula. DokéZeme, Ze pro skoro viechna ¢, e {x, f> —
— @ Jo Doy(te) = f(g(to)) Paslto)-

(A) Necht t, je bodem hustoty n&které mnoZiny D;. (To plati pro skoro

viechna ¢ ¢ U D,; kazd4 mnoZina D, je toti méfitelné a podle zndmé véty jsou

skoro véechny jeji body jejimi body hustoty). Podle pfedpokladu g_,(t,) exis-
tuje; je tedy
, t) (k) 0
lim = d =lim ——=0.
Paslle) = Hm = i
) teDy
Y) @z zna¥f derivaci vzhledem k mnoking E.
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Déle postupujeme jako v (2,7).

(B) Nentli fy ¢ U D, platf (k) = f(plt) ¢i(t) podle (.5).

IV. Poznimky a problémy

(4,1) Vétu (1,3) je mozno odvodit z véty (2,11). (V [1] je dikaz proveden
rozSifovanim integrédlu na obou strandch formule (S) Rieszovou methodou.)
Je-li totiz f lebesgueovsky integrovatelnd, médme na levé strané formule (S)

t
oviem Lebesguev integral; napravo viak také, protoze [f(p(u)) ¢'(u)du =

L]
= F(¢(t)), a F(p) je absolutné spojitd. Podobné je mozno odvodit vétu (2,11).
z véty (3,3).

(4,2) Je-li f omezens méfitelnd, je F = [f v t¥idé Lip 1, tedy @, kde &(t) =
= F(g(t)) pro t e (&, B>, je podle (2,8) ACG,, pro ¢ ACG,. Nevim viak, zda.
plati (2,7) také pro omezenou méfitelnou f. Bylo by zajimavé podat dikaz.
(2,7) ptimou konstrukei majorant.

(4,3) V ¢&léanku [3] je dokdzdna fada v&t o substituci pro Perroniv integral
elementarné, t. j. bez pfedbéiné znalosti theorie miry. Dikazy jsou dokonce-
dény pro Perron-Stieltjesiv integral. Véta v odstavei 45 na str. 291 je ponékud.
méné obecnd, nez véty (2,11), (3,3), zato je v8ak symetricka (t. j. existuje-li
levé strana v (S), rovné se pravé a obracend). V témZe odstavci je vyslovena.
véta obracend k (2,11), t. j. z existence pravé strany plyne existence a rovnost.
levé. o

(4,4) Ve vétach (2,11) a (3,3) se vyskytuje silny pfedpoklad o ¢: monotonie..
Tento pfedpoklad je mozno redukovat stejnou methodou, jako v [3], str. 292.
V obou vétach stadi predpokladat, ze kaZdy interval {y, 6> C («, 8) je mozno-
rozdélit na koneénd mnoho intervald, na kterych je ¢ monotonni (a absolutng
spojitd). K dukazu se pouzije faktu, Ze operace, kterou se vytvafeji nevlastni
integraly, nezobectiuje Denjoyovy integraly.
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PesoMme

TEOPEMA O IIOJCTAHOBHKE [JIf1 MHTETPAJIOB JAHHYA

KAPEJI KAPTAK (Karel Karték), IIpara.
(Hocrynuio B pegaxumio 27/X 1955 r.)

B pa6ore noxaszana gopmyna (S) npH pasIAYHEX NPENHOIOKEHAAX 00 MHTE-
rpajie u QyHKnuax f, . Tepmuuosorus u 0003HaYeHns B3ATH M3 KHUTH [2],

(2,7) IIycmo f — oezpanuvennas gynryus ¢ {a, by. IIycmsv cywecmsyem we-
npepuignas gynryus F, maras, umo Fi(x) = f(x) 3a uckawouenuem cuemnozo
" mruoncecmea x € {a, by. IIycmv ¢ ACG, B {(x, 8>, a < @(t) < b das ecex
te(x, p>. Tozda cnpasedsusa gopmyara (8).

JloKa3aTensCcTBO 3TOM TEOPEMEl ONHPAaeTCA Ha CIeRYIONIYI0 JIeMMY:

(2,8) ITycms F ¢ Lip 16 {a, by, nycmv ¢ ACG,6{x, p>. Iycmva < (1) <
< b 0as 6carozo t € {x, B>. Toeda F(p) ACG, 6 (&, B).

He tpymso o6Gobmmrs (2,7) mna caydas mHrerpasna [lamxya-Xunaunxa
[reopema (3,4)]. fI He 3Haw, AMEIOT JM 3TH TEOPEMBl MECTO TAKKe JJIA Orpa-
HAYEHHOH M3MepHAMON QyHKIHUH f.

B npeampymem yrsep:xpesnn ,,00mei't ABisAIack Ta QYHKIOHUA, OO0 KOTOPOM
nposoamiack mopcranoBka. OOobleHms W3BeCTHON TeOpPEMH O HOACTAHOBKE
WA caydas cymmumpyeModl QyHKIEME f um HeyOnBaomiedl ¢ AaHH B TeopeMax
(2,11), (3,3).

(2,11) ycmo f — D,-unmeepupyena ¢ {a, b); nycmo ¢ — abcorrwmno Henpe-
puisnas u neybusaowas Pynkyus 6 {x, f>; nycmv & < @(t) < b 0aa ecex
t e {x, B)>. Tozda umeem mecmo (S).

- Ecam mu 3peck namminen ,,D-mrrerpupyema‘* Bmecro ,,D,-mHTerpnpyema’,
nosiydaeM Teopemy (3,3), koropaa goxasana B [4] I'. II. ToacroBrim.

Ecan M Bocmonb3yeMcsa M3BeCTHOM TeOpeMOil O pPaBHOCHIIBHOCTH MHTErpa-
aoB Ileppona m [amxya, m TeopeMOil 0 mopcTaHOBKe, JOKa3aHHOH B [3], cTp.
292, TO MOKeM BEICCKA3aTh CIeAYIOIYI0 TeopeMy:

Teopema. ITycmv f — Pynryus, onpedesenras ¢ {a, by. IIycmv ¢ — nenpe-
poisnas gynkyus 6 {(x, B>, a < ¢(t) < b dax ecex t e {x,b). ITycmov ecaxui
unmepeas {y, 8> C (x, B) Moocro pasdesums Ra KoHeuHOe MHONCECTBO MAKUZ
UHMEP6an068, Mo Ha KaHCOoM U3 HUZ PYHKYUS @ MOHOMOHHA W GGCONOMHO,
nenpepvisna. Tozda umeem mecmo. (S) (pexv- udem 06 ummeeparax Illeppona)

o b 4 . v
¢ mow caysae, ecan-uan [f(x) dz uau [He(t)) ¢'(t) dt cywgecmeyem.
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Zusammenfassung

DER SATZ UBER DIE SUBSTITUTION IN DENJOY-INTEGRALEN

KAREL KARTAK, Praha.
(Eingelangt 27. Oktober 1955.)

In diesem Artikel wurde die Giiltigkeit der Formel (S) unter verschiedenen
Voraussetzungen iiber das Integral und die Funktionen f, ¢ bewiesen.

(2,7) Es sei f eine beschrinkte Funktion in {a, b). Es soll eine stetige Funktion
F so existieren, dass mit Ausnahme von hichstens abzihlbar vielen x € {a, b)
F'(z)y = f(x) ist. p ses ACQ,, in {x, B), a < ¢(t) < b fur alle t € {x, ). Dann
gilt die Formel (S).

Dem Beweis dieses Satzes liegt folgendes Lemma zugrunde:

(2,8) Es seien folgende Bedingungen erfillt: F eLipl in (a, by, ¢ ACG,
auf {x, B>, a < @(t) < b fur alle t e {x, B). Dann ist die Funktion F(p) ACQ,
n {x, f).

Es ist nicht schwer, (2,7) fiir den Fall des Denjoy-Integrals im weiteren
Sinne [Satz (3,4)] zu verallgemeinern. Es ist mir nicht bekannt, ob diese Sitze
auch fir jede beschrinkte messbare Funktion f giiltig sind.

In diesen Behauptungen war die Funktion ,,allgemein®, nach der substi-
tuiert wurde. Die Verallgemeinerungen des bekannten Satzes iiber die Sub-
stitution fiir Lebesgue-integrable f und monotone ¢ [Satz (1,3)] sind in den
Satzen (2,11), (3,3) enthalten.

(2,11) Es sei: f Denjoy-integrabel im engeren Sinne in {a, b); ¢ totalstetig und
nicht fallend in {x, B); a < @(t) < b fur alle t € {x, B>. Dann gilt (S).

Wenn wir in (2,11) ,,im weiteren Sinne‘ anstatt ,,im engeren Sinne‘ schrei-
ben, bekommen wir den Satz (3,3), der in [4] von G. P. TorsTov bewiesen
wurde. .

Wenn wir weiter den bekannten Satz von Hake-Looman-Alexandrov iiber
die Aquivalenz des Perron- und Denjoy-Perron Integrals, und den Satz iiber
die Substitution, der in [3], Seite 292 bewiesen ist, benutzen, kénnen wir fol-
genden Satz aussprechen:

Satz. Es sei | eine Funktion, die in {a, b) definiert ist. Es set ¢ stetig in {x, B>,
a < g(t) < b far alle t € {x, B); es seten alle Intervalle (y, 8> C (x, B) in endlich
viele solche Intervalle teilbar, dass auf jedem @ monoton und totalstetig ist. Dann
gilt (S) (es handelt sich um ein Perron-Integral), immer dann, wenn entweder

fp @) ¢'(t) dt oder fb f(x) dz existiert.
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